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ЧИСЛЕННО-АНАЛИТИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ В 
ДВУХМЕРНЫХ ЗАДАЧАХ ТЕОРИИ ДИФРАКЦИИ 

Запропоновано методи розвʼязання інтегральних рівнянь, які виникають у багатьох крайових задачах прикладної електродинаміки. Методи 
засновані на використанні ортогональних багаточленів, які дозволяють враховувати особливості шуканих функцій на кінцях області інтег-
рування. Ці особливості, як правило, в реальних радіофізичних завданнях пов'язані з поведінкою напруженості електромагнітних полів і по-
верхневих струмів, наприклад, на ребрах екранів. 

Ключові слова: інтегральні рівняння, логарифмічне різницеве ядро, ортогональні багаточлени, спектральні співвідношення. 

Предлагаются методы решения интегральных уравнений, которые возникают во многих краевых задачах прикладной электродинамики. Ме-
тоды основаны на использовании ортогональных многочленов, которые позволяют учитывать особенности искомых функций на концах об-
ласти интегрирования. Эти особенности, как правило, в реальных радиофизических задачах связаны с поведением напряжённости электро-
магнитных полей и поверхностных токов, к примеру, на рёбрах экранов. 

Ключевые слова: интегральные уравнения, логарифмическое разностное ядро, ортогональные многочлены, спектральные соотноше-
ния. 

The article offers the methods of solving integral equations (IE) arising in many boundary value problems of applied electrodynamics. These methods 
are based on the use of orthogonal polynomials (OP), which allow to consider features of the sought functions at the ends of the region of integration. 
As a rule, in real radiophysical problems these features are associated with the behavior of electromagnetic fields and surface currents, for example, on 
the edges of the screens. 

Key words: integral equations with the log-difference kernel, orthogonal polynomials, spectral ratio. 

Введение. В статье рассматриваются три типа интегральных уравнений (ИУ): 
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Здесь ( )ρ ξ  – функции, которые нужно найти; { }2
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келя нулевого порядка; ε  и α  – вещественные параметры. Кроме того, функции , 'j jN N C∈  и , 'j jf f C∈ , то 

есть они принадлежат классу непрерывных функций. 
Уравнения (1), (2) – это ИУ 1-го рода с логарифмическим разностным ядром. Уравнение (3) является ИУ 

типа Винера-Хопфа. В уравнении (2) функция ( )ρ φ  и ядро являются периодическими. 

Существуют множество внутренних и внешних краевых задач дифракции, которые могут быть сведены к 
уравнениям типа (1) – (3) [1, 2]. Например, проблемы дифракции плоских волн на бесконечно тонкой полосе и 
на незамкнутом круговом цилиндрическом экране могут быть сведены к решению ИУ следующего типа: 
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Здесь неизвестные функции ( )ρ ξ  и ( )ρ φ  пропорциональны плотности тока на экране, 2 /ka aε π λ= =  – пара-

метр частоты; числа a  и α  характеризуют геометрию экранов. Поскольку функция ( )1
0 ( )H x  может быть пред-

ставлена формулой 
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где i  – мнимая единица; ( )N x  – непрерывная функция, то ясно, что уравнения (4), (5) можно привести к ИУ (1), 

(2). 
Предлагаемый ниже метод решения ИУ (1) – (3) основан на обращении сингулярной части интегрального 
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оператора, что позволит свести их к решению матричных уравнений Фредгольма второго рода, которые дают 
возможность определять искомые величины с любой наперёд заданной точностью. Более того, обращение син-
гулярной части оператора позволяет создавать высокоэффективные численные алгоритмы [1 – 5]. 

Построим решения ИУ (1) – (3) с помощью метода ортогональных многочленов (ОМ), который является 
довольно простым и общим. Этот метод является частным случаем более общей схемы метода Бубнова, приме-
няемого к ИУ, но отличается двумя факторами. Сначала нужно исследовать предварительную структуру иско-
мой функции вблизи краевой точки области интегрирования, а во-вторых, построить спектральные выражения 
для сингулярных частей ядер с ортогональными многочленами как собственные функции. 

Метод ОМ широко используется для решения задач теории упругости и в задачах механики сплошной сре-
ды [6 – 8]. 

 
Интегральные уравнения с логарифмическим разностным ядром. Сначала рассмотрим ИУ (1). Пред-

положим, что структура решения такова, что функция ( )ρ ξ  удовлетворяет условию 
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Это означает, что ( )ρ ξ  имеет корневую особенность на концах интервала [ 1, 1]− . Хорошо известно, что 

условие (7) следует из условия Мейкснера в задачах дифракции волн на бесконечно тонких экранах [1 – 5, 9]. 

Имеет место следующая теорема: если ( ) ( ) 1/ 2' 1/ 2 2
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 – гильбертово пространство, в котором скалярное произведение определяет-

ся с весовой функцией ( ) 1/ 221 .η
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Представим неизвестную функцию ( )ρ ξ  следующим образом: 
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где ( ){ }
0n n

T ξ ∞
=

 – многочлены Чебышёва 1-го рода; { } 0
 n n

p
∞

=  – неизвестные коэффициенты, которые необходимо 

определить. 
Разложение (8) для ( )ρ ξ  обусловлено тем, что многочлены Чебышёва ( )nT ξ  являются собственными 

функциями следующего интегрального оператора (ИО) [6, 8]: 

( ) ( )
1

2
1

1
ln , 1.

1

n
n n

T
d T

ξ
ξ η ξ ω η η

π ξ−

− − = ≤
−

∫                                                        (9) 

Здесь { } 0n n
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Для дальнейшего вывода нам необходимо условие ортогональности для полиномов Чебышёва, заданное 
формулой 
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knδ  – символ Кронекера. 

Используя (9) и (11), можно показать, что для ядра (9) имеет место сходящееся билинейное разложение 
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Подставим (8) в ИУ (1) и учтём спектральное выражение (9). Тогда, предполагая, что непрерывная функция 

1( )f η  может быть представлена в виде ряда 
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и используя условие ортогональности (11) для поиска коэффициентов { } 0
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линейных алгебраических уравнений (БСЛАУ) 
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Это означает, что матрица { } , 0kn k n
α ∞

=  порождает абсолютно непрерывный оператор A  в 2l . Следовательно, 

этот оператор может быть аппроксимирован конечномерным оператором. Другими словами, БСЛАУ (14) может 
быть решена методом редукции. 
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условии, что функция 1 ,( ; )N ξ η ε  имеет представление 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
 

0

, ; cos ; ,         1.~ s s
d

N O
α

αξ η ε δ α ε η δ
α

αξ α
∞

→∞

−= − >  ∫                                (17) 

Чтобы показать это, подставим (17) в (15) и учтём, что [10] 
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Здесь ( )kJ x  – это функции Бесселя. 

Тогда для knα  получим 
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На практике [7] данный метод решения ИУ (1) эффективный только при малых значениях параметра 
 (  ~ 0 10).ε ε ÷  Как правило, этот параметр связан с волновыми размерами рассеивателей. Это может быть проил-

люстрировано ИУ (4), (5), описывающими проблемы дифракции плоских волн цилиндрическими экранами. 
 
Метод ортогональных многочленов, эффективных для произвольных значений ε . Теперь мы дадим 

альтернативный метод решения ИУ (1). Этот алгоритм основан также на методе ОМ [6], но он эффективен для 
всех значений ,ε  включая большие значения. 

Выполним следующее преобразование переменных в ИУ: 
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Тогда ядро ИУ принимает форму 
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Теперь неизвестная функция ( )ρ α  представляется формулой 
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Разложение в ряд (22) следует из того факта, что многочлены Чебышёва ( )nT α  являются собственными 

функциями (ИО) с ядром (21), и имеет место следующее спектральное выражение [3] 
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Кроме того, можно показать, что многочлены Чебышёва в переменных вида (20) удовлетворяют ортого-
нальному соотношению 
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Теперь подставим (22) в ИУ (1) и учтём спектральное разложение (23). Используя условие ортогональности 
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Можно показать, что последовательность чисел { } 20
 ,k k
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Интегральные уравнения с периодическим логарифмическим разностным ядром. Рассмотрим теперь 

ИУ (2). Предположим снова, что неизвестная функция ( )ρ φ  удовлетворяет условию 
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Для удобства представляем функции ( )ρ φ  и 2( )f φ  как суммы чётных и нечётных слагаемых: 
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Для функций ( )ρ φ±  можно написать 

( )
( )

[ ]2 2
0

cos(0,5 ) sin(0,5 )
 ,    , ;

sin(0,5 )2 cos cos
n n

n

x T
φ φρ φ φ α α

αφ α

∞

=

 
+ = ∈ − 

−  
∑                                   (32) 

( )
( )

[ ]2 1 2 1
0

1 (0,5 )
 ,   , .

(0,5 )cos(0,5 ) 2 cos cos
n n

n

tg
x T

tg

φρ φ φ α α
αφ φ α

∞

− −
=

 
− = ∈ − 

−  
∑                            (33) 

Как и ранее, представления (32), (33) обусловлены тем, что многочлены Чебышёва 

( )2 sin((1/ 2) ) / sin((1/ 2) )nT φ α  и ( )2 1 ((1/ 2) ) / ((1/ 2) )nT tg tgφ α−  

являются собственными функциями интегрального оператора, который соответствует сингулярной части ядра 
ИУ (31). Как показано в [7], существуют следующие спектральные выражения: 
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n

n n n

α
σ σ

α−
− =

= = = … = −
                          (36) 

Кроме того, можно показать, что для полиномов Чебышёва 

( )sin((1/ 2) ) / sin((1/ 2) )nT φ α  и ( )((1/ 2) ) / ((1/ 2) )nT tg tgφ α  

имеют место следующие условия ортогональности: 

( )
sin((1/ 2) ) sin((1/ 2) ) cos((1/ 2) ) 1

   
sin((1/ 2) ) sin((1/ 2) ) cos cos 2

;n k nk
n

T T d
α

α

φ φ φ φ πδ
α α βφ α−

   
=   

− ⋅   
∫  

( )
((1/ 2) ) ((1/ 2) )

   
((1/ 2) ) ((1/ 2)) cos((1/ 2) )cos((1/ 2) ) cos cos

.
2

n k nk
n

tg tg d
T T

tg tg

α

α

φ φ φ π δ
α β αφ φ α−

   
=   

− ⋅   
∫                     (37) 

Можно показать, что для ядра ИУ (34), (35) имеют место следующие билинейные разложения: 

0
2 2 2

0

0  0
2 1 2 1 2 1

0

sin((1/ 2)sin((1/ 2) )
;

sin((1/ 2) ) sin((1/ 2) )1
ln

2 sin((1/ 2)( )) ((1/ 2) ((1/ 2)
2 .

((1/

)

)

2) ) ((1/ 2

)

) )

n n n n
n

n n n
n

T T

tg tg
T T

tg tg

φφσ β
α α

φ φ φ φσ
α α

∞

=
∞

− − −
=

    
    

   = −    
   
   

∑

∑

                           (38) 

Подставим теперь выражения (32), (33) в ИУ (31). Принимая во внимание спектральные выражения (34), 
(35) и ортогональность (37), получим две БСЛАУ для поиска неизвестных коэффициентов: 

2 2   2 2 2
0

 ,    0, 1 ,  ;k k n n k
n

x b x f k
∞

+

=
+ = = …∑                                                    (39) 

2 1 2 1   2 1 2 1 2 1
0

 ,    1,  2,  .k k n n k
n

x b x f k
∞

−
− − − − −

=
+ = = …∑                                            (40) 

Здесь мы обозначили 

( )( )
( )

0  0 
2 2

2    2 2 0 0
2 0

sin( / 2) sin( / 2)
cos cos

2 2 sin( / 2) sin( / 2)
, ;

8 cos cos cos o
;

c s

k n
k

k n
k

T T

b N d d
α α

α α

φ φ φφ
α αβ φ φ ε φ φ

σ φ α φ α− −

   
   
   =

− −∫ ∫  

( )( )
( )

 0 
2 1 2 1

2 02
2 1   2 1 0

 0 0

( / 2) ( / 2)
, ;( / 2) ( / 2)2 1

cos
4 2 cos( / 2)cos( / 2)cos cos co c s

;
s o

k n

k n

tg tg
T T

Ntg tgk
b d d

α α

α α

φ φ
φ φ εα αα φ φ

φ φφ α φ α

− −

− −
− −

   
   −    =

− −∫ ∫                    (41) 

( )
( )

0 0 0 
2 2 0

2 0

cos( / 2) sin( / 2)
 

4 sin( / 2)2 cos c s
;

o
k

k k
k

f
f T d

α

α

φ φβ φ φ
σ αφ α

++

−

 
=  

−  
∫  

( )

( )

0 
0 2 1

2
2 1 0

0 0

( / 2)

( / 2)2 1
cos  

2 2 cos( / 2) 2 cos c
.

os

k

k

tg
f T

tgk
f d

α

α

φφ
αα φ

φ φ α

− −

−

−
−

 
 −  =

−∫                                          (42) 
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Можно показать, что 

2 2

2 2 1 
0 1

; ;k k
k k

f f
∞ ∞

+ −
−

= =
< ∞ < ∞∑ ∑    2 2

2   2 2 1  2 1
0 0 0 0

 ;   .k n k n
k n k n

b b
∞ ∞ ∞ ∞

− −
= = = =

< ∞ < ∞∑∑ ∑∑                           (43) 

Другими словами, оператор B  порождённый матрицей { } , 0
,kn k n

b
∞

=  является абсолютно непрерывным и 

может быть аппроксимирован конечномерным оператором. Тогда решение БСЛАУ (39), (40) могут быть полу-
чены с любой заданной точностью методом усечения. 

Что касается справедливости метода усечения, который применяется к решению БСЛАУ (14), (26), (39), 
(40), отметим следующее. В статье Г.Я. Попова [6] отмечено, что БСЛАУ, к которым сводятся ИУ (1), (2) на ос-
нове метода ОМ, всегда могут быть решены методом усечения при условии, что собственные значения ИО, свя-
занные с сингулярной частью ядра, имеют асимптотику 

( ) ,   1 2 .n
n

O n γσ γ−

→∞
≤ <∼                                                                     (44) 

Не трудно заметить, что для собственных значений ИО имеет место асимптотика ( )1
 , , . n n n
n

O nω λ σ −

→∞
∼  

Таким образом, здесь выполняется условие (44). 
Чтобы вычислить интегралы в матричных элементах ((15), (27), (41)) с полиномами Чебышёва, нужно ис-

пользовать квадратурную формулу Филона [6]. Последнее даёт наилучшее приближение для этих интегралов. 
В общем случае можно использовать квадратурную формулу, предложенную Г.Я. Поповым для интегралов 

[6] 

( ) ( ) ( ) ( )
1

,

0

1 1 2 ,m mJ t t P t f t dt
β α βα= − −∫                                                          (45) 

где ( ) ( ){ },

0
m

m
P xα β ∞

=
 – многочлены Якоби. 

Эта квадратурная формула не использует значения нулей многочленов Якоби и учитывает колебания по-
дынтегрального выражения. Вся информация по этой формуле содержится в [6]. 

 
Интегральное уравнение с разностным ядром на полубесконечном интервале. Наконец, рассмотрим 

частный случай ИУ (3), который возникает при дифракции E − поляризованной плоской волны 

( )0 2
0 0exp 1 ,xE ik x yα α = + −

  
0( 2 / , cos ,  k π λ α θ θ= = − угол падения) 

на бесконечно тонкой идеально проводящей полуплоскости. 
Он может быть записан в следующем виде: 

( ) ( ) 0
0 0 0 0

0

.k xx k k x x dx e αρ π ′
∞

−−′ =∫                                                           (46) 

Здесь (1)
0 0, ( ) ( )

2

i
k ik k x H ix

π′ = − =  – функция Макдональда; 0( )xρ  – плотность поверхностного тока. 

Покажем, что, основываясь на методе ОМ, решение ИУ (46) можно получить аналитически. 
Будем предполагать, что функция 0( )xρ  удовлетворяет условию 

( ) ( )
0

1/ 2
0 0

0
.

x
x O xρ −

→
∼                                                                        (47) 

Введём безразмерный параметр 0 0 ',x kη =  тогда функция 0  
k

ηρ  
 
 ′

 может быть разложена в ряд: 

( ) ( )
0

1/ 2
0 0

00

/ '  2 .n n
n

e
k L

η
ρ η ρ η

η

− ∞
−

=
= ∑                                                               (48) 

Здесь ( ){ }1/ 2
0 0

 2  n
n

L η
∞−

=
 – многочлены Лаггера; { } 0n n

ρ ∞
=  – неизвестные коэффициенты. 

Это выражение (48) следует из того факта, что многочлены Лаггера 1/ 2 ) 2(nL η−  являются собственными 

функциями ИО [6, 8] 



 
ISSN 2222-0631 (print) Математичне моделювання в техніці та технологіях 

Вісник НТУ «ХПІ». 2017. № 6 (1228) 27 

( ) ( ) ( )0 1/ 2 1/ 2

0

2 2 ,
2

x
n n ny

k x y
L y dy L x e

ye

π γ
∞

− − −−
∫                                                    (49) 

а собственные значения ИО равны 

( )
( ) ( )1/ 21/ 2

 .
1n

n

Г n
O n

Г n
γ −

→∞

+
=

+
∼                                                                (50) 

Условия ортогональности для многочленов Лаггера даются выражением[10]: 

( ) ( )1/ 2 1/ 2

0

.n k n nk
e

L L d
η

η η η γ δ
η

∞ −
− − =∫                                                            (51) 

Из спектрального выражения (49) следует, что для ядра ИУ (46) справедливо билинейное разложение 

( ) ( ) ( ) ( )1/ 2 1/ 2
0

0

;
2

x y
n n n

n

k x y e L x L y
π γ

∞
− + − −

=
− = ∑  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1/ 2 1/ 2
0

0

2 2 2 .ik x y
n n n

n

iH k x y e L ikx L ikyγ
∞

+ − −

=
− = − −∑                                          (52) 

Подставим (48) в ИУ (46). Тогда с учётом спектрального выражения (49) и ортогональности (51) при усло-

вии ( )01 0α+ >  получим для неизвестных коэффициентов { } 0  
  n n
ρ ∞

=  следующее представление: 

( )
( )

0
01/ 2

0

11
 2  ,  cos  .

1

n

n n
n

k
α

ρ α θ
γ α +

−
=

+
′=                                                       (53) 

Таким образом, мы получили аналитическое представление для функции ( )0 / kρ η ′ : 

( )
( )

( ) ( )
0

1/ 20 0
0

000

1 12
 2 .

1/ 2 11

n

n
n

Г nk e
L

k Г n

ηη αρ η
αη α

− ∞
−

=

+  −  =   
′

′ + +  +  
∑                                   (54) 

К сожалению, это представление справедливо только для углов падения 0 .
2

πθ≤ <  Однако это ограничение 

можно обойти, если просуммировать ряд в (54) на основе формул из [8]: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }01
0 1 1 0 0 0 0

1
 (1 ) 1; ; 1  1 1 1 1 1 .

2

e e
k F k e erf

k

η η
α ηηρ α α η α πη α η α

πη πη

− −
−     = + − = + − − − −      

′ ′
 ′

   (55) 

Здесь  
1 1 ;( );F a b t  – вырожденная гипергеометрическая функция; ( )erf x  – интеграл вероятности. 

Заметим, что представление (55) для плотности поверхностного тока совпадает с результатами других ав-
торов [11], полученными с помощью других методов. 

Используя представление (55) для ( ) ,xρ  можно установить следующие асимптотики: 

а) ( ) ( )
3

24 2
2

0;    cos 1 4 sin ;
2 2

i kx
x x e k ikx O kx

kx

π
θ θρ

π

 − 
 

  → ≈ − +   
   

 

б) ( ) cos 1
;    sin 1 .ikxx x ik e O

kx
θρ θ   → ∞ ≈ − +   

  
 

 
Выводы. Таким образом, в данной работе с помощью ортогональных многочленов предложен эффектив-

ный алгоритм решения ИУ, в которых сингулярная часть оператора имеет логарифмическую особенность. Эф-
фективность алгоритма обусловлена обращением сингулярной части оператора в явном виде. 
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