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УДК 519.6 

А. О. ОСТАПЕНКО, Г. Г. БУЛАНЧУК 

МОДЕЛЮВАННЯ ОБТІКАННЯ ПЕРЕШКОД МЕТОДОМ ГРАТКОВИХ РІВНЯНЬ БОЛЬЦМАНА 
ПРИ ВЕЛИКИХ ЧИСЛАХ РЕЙНОЛЬДСА 

Розглядається застосування кінетичного підходу до моделювання динаміки в’язкої рідини. Запропоновано метод регуляризації для отриман-
ня стійких та фізичних розв’язків при великих числах Рейнольдса до 20000.  В основі методу регуляризації закладена медіана фільтрація, що 
ефективно згладжує аномальні пульсації. Верифікація методу проведена на класичній тестовій задачі про обтікання кругового циліндра. 
Проведені чисельні експерименти із моделювання течії довкола профілю Nasa 0012 під різними кутами атаки. 

Ключові слова: в’язка рідина, рівняння Больцмана, регуляризація, круговий циліндр, профіль Nasa 0012. 

А. А. ОСТАПЕНКО, Г. Г. БУЛАНЧУК 
МОДЕЛИРОВАНИЕ ОБТЕКАНИЙ ПРЕПЯТСТВИЙ МЕТОДОМ РЕШЕТОЧНЫХ УРАВНЕНИЙ 
БОЛЬЦМАНА ПРИ БОЛЬШИХ ЧИСЛАХ РЕЙНОЛЬДСА 

Рассматривается применение кинетического подхода к моделированию динамики вязкой жидкости. Предложен метод регуляризации для 
получения устойчивых и физических решений при больших числах Рейнольдса до 20000. В основе метода регуляризации заложена медиана 
фильтрация, которая эффективно сглаживает аномальные пульсации. Верификация метода проведена на классической тестовой задаче об 
обтекании кругового цилиндра. Проведены численные эксперименты по моделированию течения около профиля Nasa 0012 под разными уг-
лами атаки. 

Ключевые слова: вязкая жидкость, уравнение Больцмана, регуляризация, круговой цилиндр, профиль Nasa 0012. 

A. A. OSTAPENKO, G. G. BULANCHUK 
SIMULATION OF THE FLOW OVER OBSTACLES WITH THE LATTICE BOLTZMANN METHOD 
AT LARGE REYNOLDS NUMBERS 

The application of the kinetic approach for the viscous fluid flow modeling is considered. A regularization method is proposed for obtaining stable and 
physical numerical solutions at large Reynolds numbers up to 20,000. The basis of the regularization method is the median filtration that effectively 
smoothes abnormal ripples and, at the same time, preserves the boundaries of sharp transitions and the structure of the flow. The verification of the 
method was carried out on the classical test task of the flow around circular cylinder at the Reynolds numbers from 500 to 20000. Numerous experi-
ments were conducted to simulate the flow around the profile of Nasa 0012 at different angles of attack. The results of numerical solutions, namely, 
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the distribution diagram of the velocity magnitude, streamlines, hydrodynamic coefficients, are presented. 
Key words: viscous flow, Boltzmann equation, regularization, circular cylinder, Nasa 0012 profile. 

Вступ. Метод граткових рівнянь Больцмана або LBM (від. англ. Lattice Boltzmann Method) – метод обчис-
лювальної гідродинаміки, розроблений італійськими вченими G. R. McNamara, F. Higuera та S. Succi у 90-х ро-
ках, як розвиток клітинно-автоматної гідродинаміки [1, 2]. Ідея методу аналогічна ідеї методу крупних части-
нок, розробленого Білоцерковським та Давидовим у 1965 році [3]. Обчислювальна область розбивається нерухо-
мою ейлеревою сіткою, комірки якої трактуються як крупні частинки. Однак за методом LBM динаміка таких 
частинок описується не рівняннями Ейлера або Нав’є – Стокса, а кінетичним рівнянням Больцмана. Характери-
стики крупних частинок є усередненими характеристиками всієї сукупності мікроскопічних частинок в цій ко-
мірці і описуються статистично за допомогою функції розподілу частинок за координатами та швидкостями. 

 

Аналіз останніх досліджень. Останнім часом метод граткових рівнянь Больцмана набуває значного поши-
рення, особливо серед європейських вчених. На сьогодні область застосування методу вже включає моделюван-
ня багатофазних і багатокомпонентних течій, мікротечій, течій із вільними границями, течій у пористих середо-
вищах, моделювання теплопереносу [4 – 6]. Однак, незважаючи на зростаючу популярність, ще існують такі 
проблеми як: 

– значний час розрахунків, що істотно збільшується зі зростанням числа Рейнольдса [7]; 
– умовна стійкість чисельної схеми [8]. 
Ці проблеми ускладнюють отримання чисельних розв’язків для течій із помірними числами Рейнольдса 

2Re ~ 10  та унеможливлюють моделювання при великих числах 3Re 10> . Для їх часткового усунення при ма-
лих числах Рейнольдса ( Re ~ 10) використовують, наприклад, схеми із декількома параметрами релаксації в ін-
тегралі зіткнень частинок або неявні схеми [9]. Проте ці проблеми до кінця не розв’язані і визначають актуаль-
ність теми статті, а також її наукове і практичне значення. 

 

Постановка задачі. Постановка задачі для моделювання течій в’язкої ізотермічної нестисливої рідини за 
відсутності зовнішніх сил складається із рівняння руху Нав’є – Стокса, рівняння нерозривності, відповідних по-
чаткових та граничних умов: 
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де u
�

 – вектор швидкості рідини; r
�

 – радіус-вектор точки простору; ρ  – густина; p  – тиск; ν  – коефіцієнт кі-

нематичної в’язкості; 0t  – початковий момент часу; L  – контур обтічного тіла. 
Рівняння (1) та (2), початкові та граничні умови (3) – (5) описують динаміку рідини на макроскопічному рі-

вні абстракції. Розкривається сутність мезоскопічного рівня абстракції в описі рідини [8, 10]. Суцільне середо-
вище розбивається на деякі малі області, що складаються з великої кількості частинок. Кожна така мала область 
розглядається як крупна частинка, характеристики якої відповідають усередненим характеристикам усієї сукуп-
ності. Такі великі частинки описуються статистично за допомогою апарату кінетичної теорії газів через функцію 

розподілу частинок за координатами і швидкостями ( , , )f r u t
� �

, що є розв’язком рівняння Больцмана [11]. Тому 
на мезоскопічному рівні абстракції динаміка рідини моделюється  кінетичним рівнянням Больцмана таким чи-
ном, щоб на макроскопічному рівні виконувалися рівняння (1) – (5) [8, 10, 11]. 

 

Математична та чисельна модель. Математична модель складається із рівняння Больцмана (6), у якому 
інтеграл зіткнення частинок замінюється наближенням Бхатнагара – Гросса – Крука (7), що будується за зако-
нами збереження маси, імпульсу та енергії [10 – 13]:  
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Чисельна модель – система граткових рівнянь (8), отримується шляхом дискретизації математичної моделі 

(6) – (7) із урахуванням відсутності зовнішніх сил 0F ≡
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де ( , )kf r t
�

 – дискретна функція розподілу частинок за швидкостями; kV
��

 – дискретний набір швидкостей части-

нок; t∆  – крок за часом; τ  – безрозмірний параметр релаксації; ( , )eq
kf r t

�

 – дискретне наближення локальної рі-

вноважної функції розподілу Максвела – Больцмана. 
 

 
 

Рис. 1 – Пульсації у полі швидкостей (Re 1000)= . 
 

Обґрунтування того, що метод граткових рівнянь Больцмана може застосовуватись для моделювання 
в’язких течій викладено в роботі [14]. Показано, що в ході розкладу рівнянь (8) за методом Чепмена – Енського 
можна отримати рівняння Нав’є – Стокса та рівняння нерозривності для нестисливої ізотермічної рідини (9) та 
формули, що пов’язують макроскопічні та граткові параметри (10) – (13). 
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Кінематична в’язкість рідини: 

( )2 0,5sc tν τ= ∆ − .                                                                      (10) 

Швидкість звуку в комірці: 

3
s

c
c = .                                                                            (11) 

Граткова швидкість частинок: 
d

c
t

=
∆

,                                                                              (12) 

де d  – розмір комірки розрахункової області. 
Граткове число Маха: 

max
р

s

U
M

c
= ,                                                                            (13) 

де maxU  – максимальна швидкість рідини в області. 

Стійкість чисельної схеми методу LBM досліджувалась аналітично в роботах [10, 14, 15]. В цих роботах 
доведено, що метод є умовно стійким за параметром релаксації та значеннями швидкості, та збігається до рів-
нянь Нав’є – Стокса та нерозривності при малих величинах кроку по часу та граткового числа Маха (13). Не-
стійкість чисельного розв’язку може бути викликана одним із факторів: 

• збільшення граткового числа Маха. Кінетичне рівняння Больцмана апроксимує рівняння Нав’є – Стокса 
тільки за малими числами Маха 0,3

р
M < ; 

• зменшення параметра релаксації. «Безпечним» значенням (за S. Sucop) є 1τ = . Зменшення τ  викликає 
нестійкість: частинки скупчуються у деяких комірках, що приводить до виникнення пульсацій у полі швидко-
стей (рис. 1);  

• збільшення швидкості. Чисельна модель передбачає моделювання течій лише за малими швидкостями  

max sU c< ; 
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• зростання числа Рейнольдса. Із збільшенням числа Рейнольдса 3Re 10>  течії стають турбулентними 
(згідно досліджень Г. Шліхтинга, Л. Г. Лойцянського). 

Макроскопічні параметри рідини: густина, швидкість та тиск визначаються як моменти функції розподілу 
відповідно до формул [8, 10, 12]: 
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Рис. 2 – Згладжування розв’язку. 
 

Аналогічно методу частинок у комірках Харлоу та методу крупних частинок Білоцерковського та Давидова, 
система граткових рівнянь Больцмана розщеплюється за методом Яненко – розщеплення за фізичними проце-
сами [4]. Таким чином, один крок по часу розкладається на три етапи: 

1 Етап. Переміщення частинок за рахунок переносу значень функції розподілу частинок у відповідних до 
вибраної моделі напрямках. В роботі використовується двовимірна дев’ятишвидкістна модель (D2Q9). 

2 Етап. Отримання нових значень функції розподілу в результаті зіткнення частинок. 
3 Етап. Перехід від мезоскопічного опису рідини через функцію розподілу частинок до макроскопічних 

параметрів, таких як густина, швидкість та тиск. 
Для розв’язку задач із великими числами Рейнольдса запропоновано метод регуляризації чисельного 

розв’язку. Методи регуляризації застосовуються при виникненні пульсацій різного походження при розв’язку 
рівнянь переносу, теплопровідності, рівняння Больцмана для моделювання газової динаміки та плазми.  

Для моделювання течії в’язкої рідини була використана схема за аналогом згладження А. Л. Чудова [17]. 
Метод заснований на корекції значення функції в точці простору відповідно до сусідніх значень. В основі такої 
корекції лежить медіанна фільтрація: 

( , ) ( ( , 2), ( , 1), ( , ), ( , 1), ( , 2))x x x x x xu i j med u i j u i j u i j u i j u i j= − − + + .                           (15) 

Особливістю медіанного фільтра є нелінійність: після згладження зберігаються різкі границі областей 
розв’язку, і в той же час ефективно пригнічуються некорельовані або слабокорельовані перешкоди, зменшують-
ся аномальні викиди та згладжуються пульсації (рис. 2). Після згладження поля швидкостей, функції розподілу 
частинок перераховуються за локальною рівноважною функцією розподілу Максвелла – Больцмана. 

 
Результати моделювання. Схема згладжування протестована на класичній тестовій задачі про обтікання 

кругового циліндра в діапазоні чисел Рейнольдса 500 Re 20000< < . Порівняння діаграм швидкостей для 
Re 500=  у момент часу 2,5t =  показане на рис. 3. 

 

 
а 

 
б 

 

Рис. 3 – Порівняння діаграм модуля швидкості: а – без згладження; б – із згладженням. 
 

На рис. 3, а видно початок збурень – подальший чисельний розв’язок розбігається. Стійкий розв’язок із 
згладженням (рис. 4, а) порівнюється із розв’язком, що був отриманий методом скінченних елементів (рис. 4, б). 
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а 

 
б 

 

Рис. 4 – Порівняння ліній течії при Re 500= , 50t = : а –  метод LBM зі згладженням; б – метод FEM. 
 

 

Аналогічні порівняння проведено для інших чисел Рейнольдса з діапазону 500 Re 20000< <  (рис. 5). 
 

 
а 

 
б 

 

Рис. 5 – Порівняння ліній течії при Re 20000= , 50t = : а – метод LBM зі згладженням; б – метод FEM. 
 

В роботі отримані чисельні розв’язки задачі про обтікання кругового циліндра із застосуванням запропоно-
ваного методу регуляризації. Проведено порівняння результатів моделювання, що були отримані методом грат-
кових рівнянь Больцмана зі згладженням та методом скінченних елементів, а саме: діаграм модуля швидкості, 
ліній течії, коефіцієнтів лобового опору та підйомної сили (рис. 6) порівнювалися із результатами інших відомих 
чисельних експериментів. Порівняння розв’язків показало добру відповідність результатів моделювання у діапа-
зоні чисел Рейнольдса 500 Re 20000< < . 

 

 
 

Рис. 6 – Графіки зміни коефіцієнтів лобового опору та підйомної сили з часом, а також їх середні значення при Re 20000= . 
 

Проведено моделювання обтікання профілю Nasa 0012 при різних кутах атаки течією в’язкої рідини із чис-
лом Рейнольдса Re 1000= . Досліджувався вплив кута атаки на динаміку течії, на значення коефіцієнтів лобово-
го опору і підйомної сили крила (рис. 7). 

Проведені чисельні експерименти свідчать про зростання гідродинамічних коефіцієнтів та утворення вихо-
рів за профілем при збільшенні кута атаки. Чисельні розв’язки поставленої задачі із кутами атаки більше 

30α > �  є нестійкими і потребують подальшого вивчення. 
 
Перспективи подальших досліджень. Однією із переваг методу граткових рівнянь Больцмана є можли-

вість застосувати до алгоритму технології паралельних обчислень. В роботі вже була використана технологія 
OpenMP для розпаралелювання обчислень на центральному процесорі. Подальшого вивчення потребує застосу-
вання технології CUDA, що потенційно може збільшити швидкість розрахунків від 10 до 100 разів. 
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Рис. 7 – Зміна характеру течії за умови збільшення кута α  атаки профілю Nasa 0012. 
 

Висновки. В роботі розглянуті можливості методу граткових рівнянь Больцмана для моделювання течій 
в’язкої рідини. Запропонований та протестований метод регуляризації чисельних розв’язків для отримання стій-
ких та фізичних результатів при великих числах Рейнольдса до 20000. В основу метода закладена медіана фільт-
рація, що ефективно згладжує аномальні пульсації і, при цьому, залишає без змін структуру течії. Тестування 
методу проводилося на класичній задачі про обтікання кругового циліндра і показало добру відповідність ре-
зультатів моделювання із результатами, що були отримані методом скінченних елементів у пакеті Comsol Mul-
tiphysics. Досліджена течія в’язкої рідини довкола профілю Nasa 0012 під різними кутами атаки. Показано утво-
рення вихорів за крилом із зростанням кута атаки. 
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УДК 519.6, 539.3 

Б. Е. ПАНЧЕНКО 

О ЧИСЛЕННОМ ИССЛЕДОВАНИИ СИСТЕМ СИНГУЛЯРНЫХ ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 
ПЕРВОГО РОДА И С НЕОПРЕДЕЛЯЕМЫМ ИНДЕКСОМ С УЧЕТОМ ЧИСЛА 
ОБУСЛОВЛЕННОСТИ СЛАУ 

Путем сведения к двум разным типам систем сингулярных интегральных уравнений (СИУ) численно исследуется краевая задача математи-
ческой физики для бесконечной упругой изотропной области, содержащей неподвижное включение с поперечным сечением произвольной 
формы, находящееся под воздействием плоских гармонических стационарных волн. Задача решается с использованием систем СИУ 1-го и 
2-го рода (но с неопределяемым индексом). С использованием кластерных высокоточных вычислительных схем исследуется зависимость 
числа обусловленности систем линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) от волнового числа. Наряду с исследовательскими задачами, 
разработанные методы и алгоритмы могут использоваться для подготовки специалистов в области «дата майнинга». 

Ключевые слова: сингулярные интегральные уравнения, индекс уравнения, число обусловленности СЛАУ, численный эксперимент, 
дифракция плоских волн, неподвижное включение (защемленное отверстие). 

Б. Є. ПАНЧЕНКО 
ПРО ЧИСЕЛЬНЕ ДОСЛІДЖЕННЯ СИСТЕМ СИНГУЛЯРНИХ ІНТЕГРАЛЬНИХ РІВНЯНЬ 
ПЕРШОГО РОДУ ТА З НЕВИЗНАЧАЄМИМ ІНДЕКСОМ З УРАХІВАННЯМ ЧИСЛА 
ОБУМОВЛЕНОСТІ СЛАР 

Шляхом зведення до двох різних типів систем сингулярних інтегральних рівнянь (СІР) проведено чисельне дослідження крайової задачі ма-
тематичної фізики для нескінченного пружного ізотропного середовища, що містить нерухоме включення з поперечним перерізом довільної 
форми, яке знаходиться під впливом плоских гармонічних стаціонарних хвиль. Задачу розв’язано з використанням систем СІР 1-го та 2-го 
роду (але з невизначаємим індексом). Завдяки кластерним високоточним обчисленням досліджено залежність числа обумовленості СЛАР 
від хвильового числа. Окрім дослідницьких задач, розроблені методи і алгоритми можуть використовуватися для підготовки фахівців в га-
лузі «дата майнінга». 

Ключові слова: сингулярні інтегральні рівняння, індекс рівняння, число обумовленості СЛАР, чисельний експеримент, дифракція 
плоских хвиль, нерухоме включення (затиснений отвір). 
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