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УДК 534.1:539.3 

В. П. ОЛЬШАНСЬКИЙ 

ПОРІВНЯННЯ НАБЛИЖЕНИХ РОЗВʼЯЗКІВ ІНТЕГРАЛЬНОГО РІВНЯННЯ СИЛИ УДАРУ ТІЛ В 
ТЕОРІЇ ГЕРЦА 

Проведено порівняльний аналіз наближених аналітичних розвʼязків інтегрального рівняння сили удару пружних тіл, обмежених поверхнями 
другого порядку в області їх взаємодії. Для порівняння використано як відомі розвʼязки, так і нові, побудовані методом послідовних набли-
жень. Завдяки наближеному обчисленню сум повільно збіжних функціональних рядів способом Шенкса, вдалося одержати компактну фор-
му розвʼязку, відносна похибка якого менше одного відсотка. Для оцінки похибок було використано результати числового інтегрування ди-
ференціального рівняння удару на компʼютері. Показано, що одержані наближені аналітичні розвʼязки можна використовувати і для апрок-
симації деяких періодичних Ateb–функцій. 

Ключові слова: теорія Герца, сила удару, інтегральне рівняння, аналітичні розвʼязки, метод Шенкса, апроксимація Ateb–функцій. 

В. П. ОЛЬШАНСКИЙ 
СРАВНЕНИЕ ПРИБЛИЖЁННЫХ РЕШЕНИЙ ИНТЕГРАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ СИЛЫ УДАРА 
ТЕЛ В ТЕОРИИ ГЕРЦА 

Проведен сравнительный анализ приближённых аналитических решений интегрального уравнения силы удара упругих тел, ограниченных 
поверхностями второго порядка в области их взаимодействия. Для сравнения использованы как известные решения, так и новые, построен-
ные методом последовательных приближений. Благодаря приближённому суммированию медленно сходящихся функциональных рядов 
способом Шенкса, удалось получить компактную форму решения, относительная погрешность которого меньше одного процента. Для уста-
новления погрешностей были использованы результаты численного интегрирования дифференциального уравнения удара на компьютере. 
Показано, что полученные приближённые аналитические решения можно использовать и для аппроксимации некоторых периодических 
Ateb–функций. 

Ключевые слова: теория Герца, сила удара, интегральное уравнение, аналитические решения, метод Шенкса, аппроксимация Ateb–
функций. 

V. P. OLSHANSKIY 
COMPARISON OF APPROXIMATE SOLUTIONS TO IMPACT STRENGTH INTEGRAL EQUATION 
IN THE FRAMEWORK OF HERTZ THEORY 

Analytical solutions to the integral equation describing the strength of impact of elastic bodies bounded by second order surfaces in the area of the im-
pact were compared. Previously known solutions to the integral equation as well the new ones, constructed by the method of successive approxima-
tions, were considered. Approximate summation of slowly converging functional series by Shanks’s method allowed to derive a compact form of the 
solution which relative error is less than one percent. The errors were computed by using the results of numerical integration of the impact differential 
equation. It was shown that the analytical solutions obtained could also be applied for approximating some periodic Ateb–functions. 

Key words: Hertz theory, strength of impact, integral equation, analytical solution, Shanks’s method, approximation of Ateb–functions. 

Вступ. При обчисленні сили ударної взаємодії пружних тіл, як функції часу, традиційно використовують 
інтегральні рівняння. Першим, хто склав таке рівняння сили удару був С. П. Тимошенко [1, 2]. В подальшому ін-
тегральні рівняння такого типу використовували в багатьох публікаціях, як в задачах удару [3 – 6], так і в інших 
задачах механіки [7 – 9]. Їх розвʼязки одержували чисельними методами. Для цього проміжок інтегрування роз-
діляли на малі ділянки і на кожній з них певним чином апроксимували силу удару. Найбільш поширеним є спо-
сіб ступінчастої апроксимації, де як і в роботі [1], силу вважали сталою в межах ділянки. Використання лінійної 
апроксимації дозволило А. П. Філіпову [4] прискорити збіжність рядів і обчислити не тільки прогини, а і напру-
ження в балках і пластинах, спричинені пружним ударом. 

Значно менше публікацій присвячено побудові наближених аналітичних розвʼязків інтегральних рівнянь. 
Такі спроби зроблено в [10, 11]. У випадку удару двох пружних тіл, без урахування їх коливань, компактний 
аналітичний розвʼязок вдалося побудувати М. О. Кільчевському [11] для випадку, коли незакріплені тіла, піддані 
удару, обмежені в області контакту поверхнями другого порядку. Саме його розвʼязок будемо далі використову-
вати для порівняння з тими, що одержано в цій роботі. 

© В. П. Ольшанський, 2019 
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Метою даної статті є побудова наближених аналітичних розвʼязків інтегрального рівняння сили удару 
двох незакріплених пружних тіл, обмежених поверхнями другого порядку, аналіз їх точності та можливостей 
використання в інженерних розрахунках ударних процесів. 

 
Інтегральне рівняння сили удару. Якщо тіла в області динамічної взаємодії обмежені поверхнями: 

2 2
1 11 22z a x a y= + ; ( )2 2

2 11 22z b x b y= − + , причому 11 11 22 22A a b B a b= + ≥ = + , то, у відповідності з теорією Гер-

ца, зближення центрів мас тіл x , під дією сили P , становить: 
2/3x k P= ⋅ . 

Для обчислення k  використовують розвʼязок статичної контактної задачі теорії пружності, згідно якому 
[12]: 
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де ( )K ε , ( )E ε  – повні еліптичні інтеграли першого та другого роду, відповідно; 1E , 2E , 1µ , 2µ  – модулі пру-

жності та коефіцієнти Пуассона матеріалів тіл. 
Параметр ε  – ексцентриситет площадки контакту – є коренем трансцендентного рівняння: 

( ) ( )
( )

2
21 1

K B

E A B

ε εε
ε

 
− − =  +  

, 

тобто він залежить лише від геометрії граничних поверхонь тіл (коефіцієнтів A  і B ). 
В рамках припущень квазістатичної теорії удару Герца інтегральне рівняння сили динамічного стискання 

тіл має вигляд [11]: 

( )
1

2/3
0 2 2 1

0 0

1
tt

kP t P t dt dt
M

ϑ= − ∫ ∫ ,                                                              (1) 

де 1 2

1 2

m m
M

m m
=

+
, 1m , 2m  – маси тіл, задіяних в ударі; 0ϑ  – початкова швидкість зіткнення тіл; t  – час; ( )P P t=  

– сила удару. 
Введенням в роботі [11] нових змінних: 

( ) ( )
3/5

0M
P t f

k
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,  
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M k
t τ

ϑ
= ,                                                       (2) 

рівнянню (1) надано наступну форму: 

( ) ( )
1

2/3
2 2 1

0 0

0f f d d
ττ

τ τ τ τ τ+ − =∫ ∫ ,                                                            (3) 

куди явно не входять фізичні та геометричні параметри тіл. Тому автор монографії [11] називає (3) універсаль-
ним рівнянням удару. Про його наближені розв’язки піде мова далі. 

 
Наближені розв’язки універсального рівняння удару. Як відзначалось вище, вперше такий розв’язок 

побудовано в [11]. Він має вигляд: 

( )
3/ 2 5/ 2

5/ 2 5/ 2

10 0,015 0,276

13,793 0,73 0,2 0,013
f

τ ττ
τ τ

−= − ⋅
+ +

.                                                 (4) 

Громіздка процедура його отримання детально викладена в [11] і її тут повторювати не будемо. 
Щоб мати форми наближених розв’язків, замість (3), використаємо ітераційне співвідношення: 

( ) ( )
1

3/ 2

1 2 2 1
0 0

n nf f d d
ττ

τ τ τ τ τ−

 
 = −
 
 

∫ ∫ ,   1, 2, 3, ...n = .                                             (5) 

Поклавши в ньому ( )0 0f τ = , одержуємо: 

( ) 3/ 2
1f τ τ= ;  ( )

3/ 2
7/ 2 3/ 2 4 13/ 2 9

2
4 6 6 4

35 35 1225 42875
f τ τ τ τ τ τ τ = − ≈ − + + 

 
.                       (6) 

Тут прийняли до уваги, що на етапі динамічного стискання тіл ( )0; cτ τ∈ , де 1,60904cτ ≈ . 

Підставивши (6) в (5), одержуємо наступний розв’язок: 
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( ) ( )
3/ 2

7 / 2 6 17 / 2 11
3

4 1 8 2

35 175 104125 2358125
f fτ τ τ τ τ τ τ ≈ ≈ − + − − 

 
.                            (7) 

Щоб мати замість (7) більш компактний вираз ( )f τ , аналогічно [11], скористаємося методом Шенкса. За 

цим методом сума ряду S  наближено подається співвідношенням: 
2

1 1

1 1

n n n

n n

S S S
S

S S
− +

+ −

⋅ −
≈

−
,                                                                           (8) 

де 1nS − , nS , 1nS +  – суми з ( )1n− , n  і ( )1n+  членів ряду, відповідно. 

Оскільки 1n n nS S a− = − , 1 1n n nS S a+ += + , то: 

( )2
1 1 1 1n n n n n n n nS S S S a a a a− + + +⋅ − = − − ;  1 1 12n n n n nS S S a a+ − ++ = + − . 

Тут na  і 1na +  – n − й і ( )1n+ − й члени ряду, відповідно. 
Отже, (8) зводиться до формули: 

1
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n n
n
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a a
S S

a a
+

+
≈ −

−
.                                                                            (9) 

Розглянемо ряд: 

5/ 2 5 15/ 24 1 8
1 ...

35 175 104125
S τ τ τ= − + − −  

Покладемо в ньому: 5/ 24
1

35nS τ= − ;  5/ 24

35na τ= − ;  5
1

1

175na τ+ = . 

Підстановкою цих виразів в (9) отримуємо: 
5 5/ 2

5/ 2
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4 4 16
1 1

35 35 720 20
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τ τ
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Тоді: 
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7 20
f S

ττ τ τ
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≈ ⋅ ≈ −  + 

.                                                        (10) 

Ця форма розвʼязку значно компактніша, ніж (7). 
Щоб використати наближені розвʼязки для розрахунку характеристик удару, приймемо до уваги, що мак-

симум сили стискання cP  і максимум зближення центрів мас тіл cx  подаються формулами (11): 
3/53/5 2

05

4c
M

P
k

ϑ  =        
;   

2/52/5 2
05

4c
M

x k
k

ϑ  =        
,                                              (11) 

де згідно з (2): 
( )
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3/52
0 P tM

k f

ϑ
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Тоді у безрозмірній формі: 

( ) ( )
3/5
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P t
f

P
τ = ⋅ 

 
;  

( ) ( )( )
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2/34

5c

x t
f
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,                                                  (12) 

причому 
2/5

05

4 c

t

x

ϑτ  =  
 

. 

Підставляючи в формули (12) розвʼязки (4), (7) і (10), будемо мати різні значення характеристик удару тіл 
на етапі їх стискання. 

На етапі розтискання, що проходить на проміжку ,c yτ τ τ ∈   , де 3,21808yτ = , зберігає чинність лише 

розвʼязок (4). У виразах (7) і (10) треба змінити τ  на yτ τ− , тоді при yτ τ= : ( ) 0x τ =  і ( ) 0P τ = , що настає в 

кінці удару. 
В роботі [13] встановлено, що: 

( ) 03 5
,1, ,

2 4c c

x t t
Sa

x x

ϑ 
=  

 
,                                                                   (13) 

тобто вказане відношення дорівнює Ateb–синусу. 
Тому, використовуючи надруковану в [13] таблицю цієї функції, скористаємося можливістю зʼясувати по-
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хибки наближених розвʼязків (4), (7) і (10), бо згідно з (12) і (13), маємо: 

( )( )
2/5

2/303 5 4
,1, ,

2 4 5c

t
Sa f

x

ϑ τ
   =   

  
.  (14) 

Результати обчислень значень вказаної функції чотирма способами наведено в табл. 1. 

Таблиця 1 – Значення Ateb–синуса для різних 
2 / 5

4

5
η τ = ⋅ 

 
 

Значення 
3 5

,1, ,
2 4

Sa η 
 
 η  

Формули: (4) і (14) Формули: (7) і (14) Формули: (10) і (14) Таблиця в [13] 
0,2 0,200 0,199 0,199 0,199 
0,4 0,394 0,394 0,394 0,394 
0,6 0,577 0,577 0,577 0,577 
0,8 0,738 0,737 0,737 0,737 
1,0 0,868 0,866 0,866 0,866 
1,2 0,961 0,956 0,954 0,954 

1,47164 1,020 1,006 0,997 1,000 

Як бачимо, тут кращим наближенням є компактна формула (10). Її максимальна похибка становить 0,3  %. 
Розвʼязок (4) дає дещо завищені результати з похибкою 2 %. 

Використовуючи розвʼязок (10), отримуємо наступну формулу апроксимації Ateb–синуса в першій чверті 

його періоду [ ]0; Iη ∈ :

7 / 2

5/ 2

3 5
,1, , 2,2857

2 4 16
Sa

ηη η
η

  ≈ −  + 
,  (15) 

де 1,47164I = . 
По аналогії з (15), для апроксимації Ateb–косинуса в першій чверті його періоду одержуємо вираз: 

( )
( )

7 / 2

5/ 2

2,28573 5
,1, ,

2 4 16

I
Ca I

I

η
η η

η

−  ≈ − − 
  + −

.  (16) 

Інформація про похибки цієї формули надана в табл. 2, де, крім значень, обчислених за допомогою (16), 
вказано табличні значення, які запозичено з роботи [14]. 

Таблиця 2 – Значення Ateb–косинуса 

Значення 
3 5

,1, ,
2 4

Ca η 
 
 

Значення 
3 5

,1, ,
2 4

Ca η 
 
 η  

Формула (16) Таблиця з [14] 

η  

Формула (16) Таблиця з [14] 
0,0 0,997 1,000 0,8 0,637 0,637 
0,2 0,974 0,975 1,0 0,461 0,461 
0,4 0,902 0,902 1,2 0,270 0,270 
0,6 0,787 0,787 1,47164 0,000 0,000 

Найбільша відносна похибка апроксимації (16) становить 0,3  %. 

Таким чином,  наближення (15), (16) цілком придатні для обчислення значень Ateb–функцій в інженерних 
розрахунках. 

Проілюструємо на конкретному прикладі використання формули (10). 

Приклад. Проведемо розрахунок зміни у часі сили удару двох сталевих куль однакового радіуса 0,05R = м 

зі швидкістю 0 4ϑ = м/с. Для вказаного матеріалу куль 11
1 2 2 10E E= = ⋅ Па; 1 2 0,25µ µ= = . Геометричні параме-

три: 1
11 11 22 22 10мa b a b −= = = = , 120мA B −= = . Ексцентриситет кругової площадки контакту 0ε =  і, в такому

випадку, ( ) ( ) / 2K Eε ε π= = . Фізичні сталі 12 1
1 2 4,6875 10 ПаQ Q − −= = ⋅ . Параметр 1b =

( )1/355,601859 10 м/Па−= ⋅ . Йому відповідає 7 2/31,25518 10 мНk − −= ⋅ . Маса кожної кулі 1 2 4,08407m m= = кг. Їх

зведена маса становить 2,04204M = кг. Розрахунки за формулами (11) дають: 128065,7325cP = Н;

0,0003189cx = м. Обчислені відношення ( ) / cP t P  для різних t  за формулами (10), (12) записано в табл. 3.
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Таблиця 3 – Значення ( ) / cP t P , обчислені двома способами 
 

Значення ( ) / cP t P  Значення ( ) / cP t P  0

c

t

x

ϑ
 

Формули (10), (12) Числов. інт. 

0

c

t

x

ϑ
 

Формули (10), (12) Числов. інт. 
0,2 0,0891 0,0891 1,0 0,8053 0,8055 
0,4 0,2476 0,2476 1,2 0,9316 0,9324 
0,6 0,4377 0,4377 1,4 0,9924 0,9952 
0,8 0,6325 0,6325 I  0,9958 1,0000 

 

Для порівняння, тут також записано відношення ( ) / cP t P , одержані чисельним методом. Враховуючи, що, 

згідно з (12): 

( ) ( )( )3/ 2
/ /c cP t P x t x= , 

на компʼютері проводимо чисельне інтегрування диференціального рівняння: 
2

3/ 2
2 3/ 2

1d x
x

dt Mk
= − , 

при початкових умовах: ( )0 0x = , 0 0t
dx

dt
ϑ= =  і вказаних вище значеннях: 0, ,M k ϑ . 

Маємо невелику розбіжність відповідних числових результатів в табл. 3, що підтверджує вірогідність 
отриманих аналітичних розвʼязків. 

 

Перспективи подальших досліджень. Викладений метод може бути поширеним на випадки удару тіл, 
обмежених поверхнями і більш високих порядків, а також поверхнями, що мають сингулярні точки, але це по-
требує складання нових інтегральних рівнянь і побудови їх конкретних аналітичних розвʼязків. 

 

Висновки. В рамках теорії Герца, методом послідовних наближень, з використанням формули Шенкса по-
будовано компактний наближений аналітичний розвʼязок інтегрального рівняння сили удару двох незакріплених 
пружних тіл, обмежених поверхнями другого порядку в області їх взаємодії. Цей розвʼязок має вищу точність, 
ніж відомі в літературі. Він служить також гарним наближенням періодичних Ateb–функцій в першій чверті їх 
періоду.  
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В. П. ОЛЬШАНСЬКИЙ, С. В. ОЛЬШАНСЬКИЙ, М. В. СЛІПЧЕНКО 

НЕСТАЦІОНАРНІ КОЛИВАННЯ МЕМБРАНИ НА ОДНОБІЧНІЙ ПРУЖНІЙ ОСНОВІ, 
СПРИЧИНЕНІ СИЛОВИМ ІМПУЛЬСОМ 

Розглянуто динамічне деформування прямокутної та круглої мембран, однобічно підкріплених двопараметричною пружною основою, що 
чинить опір лише стисканню, в умовах силового імпульсного навантаження. Показано, що внаслідок несиметрії характеристики пружності 
системи, після відриву та віддалення мембрани від основи її прогин може бути більший за той, що вона мала при контакті з основою за дії 
імпульсу. Визначено умови, коли можлива така нерівність. Вони пов’язані з натягом мембрани, пружними характеристиками основи і три-
валістю дії прямокутного імпульсу, а величина динамічного тиску на мембрану не входить до цих умов, що є наслідком кусково-лінійної си-
лової характеристики коливальної системи, поданої відрізками двох прямих. Наведено приклади розрахунків і проведено аналіз числових 
результатів. 

Ключові слова: прямокутна і кругла мембрани, однобічна пружна основа, прямокутний силовий імпульс. 

В. П. ОЛЬШАНСКИЙ, С. В. ОЛЬШАНСКИЙ, М. В. СЛИПЧЕНКО 
НЕСТАЦИОНАРНЫЕ КОЛЕБАНИЯ МЕМБРАНЫ НА ОДНОСТОРОННЕМ УПРУГОМ 
ОСНОВАНИИ, ВЫЗВАННЫЕ СИЛОВЫМ ИМПУЛЬСОМ 

Рассмотрено динамическое деформирование прямоугольной и круглой мембран, односторонне подкрепленных двухпараметрическим упру-
гим основанием, которое сопротивляется только сжатию, в условиях силового импульсного нагружения. Показано, что в результате несим-
метрии характеристики упругости системы, после отрыва и отдаления мембраны от основания её прогиб может быть больше того, который 
она имела при контакте с основанием при действии импульса. Определены условия, когда возможно такое неравенство. Они связаны с на-
тяжением мембраны, упругими характеристиками основания и продолжительностью действия прямоугольного импульса, а величина дина-
мического давления на мембрану не входит в этих условия, что является следствием кусочно-линейной силовой характеристики колеба-
тельной системы, представленной отрезками двух прямых. Приведены примеры расчетов и проведен анализ числовых результатов. 

Ключевые слова: прямоугольная и круглая мембраны, одностороннее упругое основание, прямоугольный силовой импульс. 

V. P. OLSHANSKIY, S. V. OLSHANSKIY, M. V. SLIPCHENKO 
NONSTATIONARY OSCILLATIONS OF THE MEMBRANE ON A ONE -SIDED ELASTIC BASE, 
CAUSED BY A FORCE IMPULSE 

Dynamic deformation of rectangular and round membranes unilaterally supported by a two-parameter elastic base, which resists only compression, 
under conditions of force impulse loading is considered. It is shown that as a result of asymmetry of the elasticity characteristics of the system, after 
separation and removal of the membrane from the base, its deflection may be larger than that which it had in contact with the base under the action of 
the impulse. Conditions are determined when such an inequality is possible. They are related to the membrane tension, the elastic characteristics of the 
base, and the duration of the rectangular pulse, that is, the value of the dynamic pressure on the membrane is not one of these conditions, which is the 
result of the piecewise-linear force characteristic of the oscillatory system given by segments of two straight lines. Examples of calculations are given 
and analysis of numerical results is carried out. 

Key words: rectangular and round membranes, unilateral elastic base, rectangular force impulse. 
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