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УДК 534.1:539.3 

В. П. ОЛЬШАНСЬКИЙ, С. В. ОЛЬШАНСЬКИЙ, М. В. СЛІПЧЕНКО 

НЕСТАЦІОНАРНІ КОЛИВАННЯ МЕМБРАНИ НА ОДНОБІЧНІЙ ПРУЖНІЙ ОСНОВІ, 
СПРИЧИНЕНІ СИЛОВИМ ІМПУЛЬСОМ 

Розглянуто динамічне деформування прямокутної та круглої мембран, однобічно підкріплених двопараметричною пружною основою, що 
чинить опір лише стисканню, в умовах силового імпульсного навантаження. Показано, що внаслідок несиметрії характеристики пружності 
системи, після відриву та віддалення мембрани від основи її прогин може бути більший за той, що вона мала при контакті з основою за дії 
імпульсу. Визначено умови, коли можлива така нерівність. Вони пов’язані з натягом мембрани, пружними характеристиками основи і три-
валістю дії прямокутного імпульсу, а величина динамічного тиску на мембрану не входить до цих умов, що є наслідком кусково-лінійної си-
лової характеристики коливальної системи, поданої відрізками двох прямих. Наведено приклади розрахунків і проведено аналіз числових 
результатів. 

Ключові слова: прямокутна і кругла мембрани, однобічна пружна основа, прямокутний силовий імпульс. 

В. П. ОЛЬШАНСКИЙ, С. В. ОЛЬШАНСКИЙ, М. В. СЛИПЧЕНКО 
НЕСТАЦИОНАРНЫЕ КОЛЕБАНИЯ МЕМБРАНЫ НА ОДНОСТОРОННЕМ УПРУГОМ 
ОСНОВАНИИ, ВЫЗВАННЫЕ СИЛОВЫМ ИМПУЛЬСОМ 

Рассмотрено динамическое деформирование прямоугольной и круглой мембран, односторонне подкрепленных двухпараметрическим упру-
гим основанием, которое сопротивляется только сжатию, в условиях силового импульсного нагружения. Показано, что в результате несим-
метрии характеристики упругости системы, после отрыва и отдаления мембраны от основания её прогиб может быть больше того, который 
она имела при контакте с основанием при действии импульса. Определены условия, когда возможно такое неравенство. Они связаны с на-
тяжением мембраны, упругими характеристиками основания и продолжительностью действия прямоугольного импульса, а величина дина-
мического давления на мембрану не входит в этих условия, что является следствием кусочно-линейной силовой характеристики колеба-
тельной системы, представленной отрезками двух прямых. Приведены примеры расчетов и проведен анализ числовых результатов. 

Ключевые слова: прямоугольная и круглая мембраны, одностороннее упругое основание, прямоугольный силовой импульс. 

V. P. OLSHANSKIY, S. V. OLSHANSKIY, M. V. SLIPCHENKO 
NONSTATIONARY OSCILLATIONS OF THE MEMBRANE ON A ONE -SIDED ELASTIC BASE, 
CAUSED BY A FORCE IMPULSE 

Dynamic deformation of rectangular and round membranes unilaterally supported by a two-parameter elastic base, which resists only compression, 
under conditions of force impulse loading is considered. It is shown that as a result of asymmetry of the elasticity characteristics of the system, after 
separation and removal of the membrane from the base, its deflection may be larger than that which it had in contact with the base under the action of 
the impulse. Conditions are determined when such an inequality is possible. They are related to the membrane tension, the elastic characteristics of the 
base, and the duration of the rectangular pulse, that is, the value of the dynamic pressure on the membrane is not one of these conditions, which is the 
result of the piecewise-linear force characteristic of the oscillatory system given by segments of two straight lines. Examples of calculations are given 
and analysis of numerical results is carried out. 

Key words: rectangular and round membranes, unilateral elastic base, rectangular force impulse. 
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Вступ. Динаміку мембран при дії короткочасних імпульсних навантажень розглядали в багатьох роботах, із 
яких виділимо [1 – 4]. У цих роботах, крім прямих задач розрахунку деформованого стану, розв’язували й обер-
нені задачі по визначенню параметрів динамічних навантажень, які спричиняють зареєстровані (відомі) перемі-
щення. Там також аналізували нестаціонарні коливання прямокутних і круглих мембран з зосередженими маса-
ми, в тому числі мембран підкріплених пружною основою. Але в названих роботах та інших відомих публікаці-
ях розв’язували лінійні динамічні задачі. Нелінійним задачам приділено значно менше уваги, бо їх аналітичне 
розв’язання становить суттєві труднощі, за винятком окремих випадків. Один із таких випадків використано в 
цій роботі. 

 
Метою статті є дослідження особливостей руху прямокутної та круглої мембран з відривом від основи при 

силовому імпульсному навантаженні. 
 
Постановка задачі та її розв’язок. Для досягнення поставленої мети вибрано найпростіші варіанти розпо-

ділу тиску по поверхні мембрани та його зміну в часі. Такий вибір дав можливість побудувати точні аналітичні 
розв’язки рівнянь руху, провести їх припасовування та дослідити особливості динамічного процесу в нелінійній 
системі з несиметричною силовою характеристикою. 

 

Динаміка прямокутної мембрани. Припускаємо, що мембрана має розміри 1l  і 2l  відповідно в напрямі 

координатних осей Ox і Oy . Її сталий натяг дорівнює T . Знизу вона підкріплена двопараметричною пружною 

основою, що має характеристики fc , ft  і fρ  [5], а зверху навантажена динамічним тиском: 

( ) ( ) ( )1
1 2

, , sin sin
x y

q x y t q H t H t t
l l

π π= − −   .                                                         (1) 

Тут q  – максимальне значення тиску, що припадає на центр мембрани; ( ) ( )1H t H t t− −  – одиничні функції 

Хевісайда; t  – час; 1t  – тривалість дії (ширина) прямокутного імпульсу. 

Переміщення (прогини) мембрани ( ), ,z x y t  донизу додатні, а доверху – від’ємні відносно положення ста-

тичної рівноваги 0z = . Їх описуємо диференціальним рівняння: 

( )
2 2 2

* *2 2 2
, ,f

z z z
T c z q x y t

x y t
ρ

 ∂ ∂ ∂− + + + =  ∂ ∂ ∂ 
,                                                           (2) 

де * 2 fT T t= + ; * fρ ρ ρ= + ; ρ  – маса одиниці площі мембрани; fρ  – приєднана маса основи. 

Рівняння (1) враховує контакт мембрани з основою і має чинність при 0z > . 
Оскільки прогини закріпленої на контурі мембрани дорівнюють нулю, то розв’язок рівняння (2) подаємо 

добутком: 

( ) ( )
1 2

, , sin sin
x y

z x y t B t
l l

π π= ⋅ ,                                                                  (3) 

у якому ( )B t  – невідома функція часу. 

Підстановкою (3) в (2), з урахуванням (1), отримуємо: 

( ) ( )
2

2
12

*

d B q
B H t H t t

dt ρ
+ Ω = − −   .                                                              (4) 

Тут 
2 2

* 2 2
* 1 2

1
fT c

l l

π π
ρ

  
Ω = + +   

   
 – частота вільних коливань мембрани при двобічному контакті з осно-

вою. 
Розв’язок рівняння (4), при нульових початкових умовах, має вигляд [6]: 

( )
( )

1 1

1 cos ,

2 sin sin ,
2 2

c

c

z t

B t t t
z t

 − Ω
=  Ω   Ω −   

  

 при 
1

1

;

,

t t

t t

<

≥
                                                    (5) 

де 
2 2

* 2 2
1 2

c

f

q
z

T c
l l

π π
=

 
+ +  

 

 – прогин центру мембрани донизу при дії на її поверхні статичного тиску 

( )
1 2

, sin sin .
x y

q x y q
l l

π π=  
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Якщо 1
2

t
π<

Ω
, то розв’язок (5) має сенс при ( )*0;t t∈ , де: 

1
* 2

t
t

π= +
Ω

. 

У відповідності з (3), (5) амплітуда переміщення центру мембрани донизу ( )0 1a t , становить: 

( )
1

0 1
2 sin ,

2
2 ,

c

c

t
z

a t
z

Ω
= 



 при 
1

1

;

.

t

t

π

π

≤
Ω

>
Ω

                                                               (6) 

Прогин ( )0 1a t  мембрана має при: 

12
,

2e
t

t
π= +

Ω
 

коли 1 /t π≤ Ω  і при /et π= Ω , коли 1 /t π> Ω . 

Контакт мембрани з основою порушується в момент часу: 

1
* 2

t
t t

π= = +
Ω

, 

бо, згідно з (5), ( )* 0B t = . При цьому центр мембрани має швидкість  

*

1
0 2 sin

2c
t t

tdB
z

dt
υ

=

Ω= − = − Ω .                                                                  (7) 

Далі рух центру мембрани описується рівнянням: 
2

2
2

0
d B

B
dt

ω+ = ,                                                                              (8) 

у якому 
2 2

2 2
1 2

1
T

l l

π πω
ρ

 
= +  

 
 – частота коливань мембрани при відсутності основи. 

Розв’язок рівняння (8), що задовольняє умові (7), має вигляд: 

( ) ( )( )1
*2 sin sin .

2c
t

B t z t tω
ω

ΩΩ= − −                                                              (9) 

Амплітуда переміщення центру мембрани вгору ( )1 1a t , згідно з (3), (9), дорівнює: 

( ) 1
1 1 2 sin

2c
t

a t z
ω

ΩΩ=                                                                        (10) 

і досягається вона в момент часу: 

*
2

mt t t
π= = +

Ω
. 

Отже, якщо 1 /t π≤ Ω , то відношення амплітуд, визначених формулами (6), (10), наступне: 

( )
( )

1 1

0 1

const
a t

a t ω
Ω= = . 

При більших тривалостях імпульсу, коли ( )1 / ; 2 /t π π∈ Ω Ω , ( )0 1 2 ca t z= і  

( )
( )

1 1 1

0 1

sin
2

a t t

a t ω
ΩΩ= . 

Таким чином, при ωΩ >  виконується нерівність ( ) ( )1 1 0 1a t a t> , тобто має місце динамічний ефект неси-

метрії силової характеристики системи [8, 9]. Він проявляється лише для тривалостей імпульсу ( )1 0;
Г

t t∈ , де: 

2
arcsin

Г
t

ωπ = − Ω Ω 
. 

У випадку ωΩ <  названий ефект не проявляється, бо маємо ( ) ( )0 1 1 1a t a t> . 

Оскільки в вирази Ω  і ω  не входить параметр q , то відношення ( ) ( )1 1 0 1/a t a t  не залежить від максима-

льного тиску на мембрану, що є наслідком кусково-лінійної характеристики пружності системи. 
 

Приклад 1. Припустимо, що сталева мембрана товщиною 31,5 10−⋅  м: 52,34 10T = ⋅  Н/м; 211,7кг/мρ = ; 



 ISSN 2222-0631 (print) 

 Вісник Національного технічного університету «ХПІ». Серія: Математичне 
252 моделювання в техніці та технологіях, № 8 (1333) 2019. 

1 2 1l l= =  м і лежить на пружному шарі гуми, у якої 6
0 4 10E = ⋅  Па; 0 0,48ν = ; 3

0 1,2кг/мρ = , товщиною 

0,08H =  м. Максимальний тиск на мембрану 52 10q = ⋅  Па. Обчислимо її максимальні прогини при різних три-

валостях дії імпульсу 1t . 

Для розрахунку значень коефіцієнтів fc , ft , fρ  маємо інтеграли [5]: 

( ) 2

0
2
0 01

H

f

dE
c d

d

ψ ξ
ξ

ξν
 

=  
−  

∫ ;  ( ) ( )20

004 1

H

f
E

t dψ ξ ξ
ν

=
+ ∫ ;  ( )2

0
0

H

f dρ ρ ψ ξ ξ= ∫ , 

в яких ( )ψ ξ  – функція розподілу вертикальних переміщень по товщині шару. 

Враховуючи невелику товщину шару, задаємо наближено: 

( ) H

H

ξψ ξ −= . 

Тоді: ( )
7 30

2
0

6,4969 10 Н/м
1

f
E

c
H ν

= = ⋅
−

; 
( )

0

0

18018
12 1f

E H
t

ν
= =

+
 Н/м; 0 32

3f
Hρρ = = 0ρ  2

кг/м . 

Подальші обчислення дають: * 270036T =  Н/м; 2
* 43,7кг/мρ = ; 11268,3373с−Ω = ; 0,002845cz =  м; 

1628,3185сω −= ; 0,004136
Г

t =  с. 

Одержані для різних 1t  значення ( )0 1a t  і ( )1 1a t  записано в табл. 1. 
 

Таблиця 1 – Значення амплітуд прогинів і час їх досягнення при різних 1t  
 

3
110 t , с ( )3

0 110 a t , м ( )3
1 110 a t , м 310 et , с 310 mt , с 

1,000 3,371 6,805 1,738 5,477 

2,000 5,432 10,965 2,238 9,977 

2,477 5,690 11,486 2,477 6,215 

3,000 5,690 10,860 2,477 6,477 

4,000 5,690 6,532 2,477 6,977 

4,800 5,690 1,119 2,477 7,377 
 

Розрахунки підтверджують, що при 1 Г
t t<  ( ) ( )1 1 0 1a t a t> , а при 

Г
t t>  навпаки ( ) ( )1 1 0 1a t a t< . 

На рис. 1 нанесено графіки ( )B t , одержані числовим інтегруванням на комп’ютері диференціальних рів-

нянь (4) і (8) для трьох значень 1t . 
 

 
 

Рис. 1. – Прогини центру мембрани при різних 1t : 1 – 3
1 10t −=  с; 2 – 3

1 3 10t −= ⋅  с; 3 – 3
1 4,8 10t −= ⋅  с. 

 
Указані в табл. 1 екстремуми попадають на графіки як відповідні точки, що підтверджує вірогідність аналі-

тичних розв’язків. 
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Динаміка круглої мембрани. Ії вертикальні прогини ( ),z z r t=  при вісесиметричному навантаженні опи-

суємо диференціальним рівнянням: 

( ) ( )
2 2

* * 0 12 2

1
f

z z z s r
T c z qJ H t H t t

r r Rr t
ρ

 ∂ ∂ ∂ ⋅ − + + + = − −       ∂∂ ∂   
.                                          (11) 

Тут r  – радіальна координата; R  – радіус мембрани; ( )0J z  – функція Бесселя першого роду індексу нуль; 

s  – найменший додатній корінь рівняння: 

( )0 0J s = . 

Решту позначень увели раніше. 
Зазначимо, що в [7] 2,4048256s ≈ . 
Рівняння (11) описує рух мембрани лише при її контакті з двопараметричною пружною основою. Його 

розв’язок подаємо добутком: 

( ) ( ) 0,
s

z r t A t J r
R

 = ⋅  
 

,                                                                  (12) 

у якому ( )A t  – невідома функція часу t . 

Після підстановки (12) в (11), одержуємо: 

( ) ( )
2

2
12

*

d A q
K A H t H t t

dt ρ
+ = − −   .                                                        (13) 

Тут 
2

* 2
*

1
f

s
K T c

Rρ
 

= +  
 

 – частота коливань кругової мембрани при двобічному контакті з основою. 

По аналогії з (5), розв’язок рівняння (13), що задовольняє нульовим початковим умовам, подаємо в формі: 

( )
( )( )
1 1

1 cos ,

2 sin sin ,
2 2

cк

cк

z Kt

A t Kt t
z K t

 −


=    −   
  

 при 
1

1

;

,

t t

t t

≤

≥
                                                        (14) 

де 
2

* 2

cк

f

q
z

s
T c

R

=
+

 – статичний прогин центру мембрани, спричинений тиском ( ) 0
r

q r qJ s
R

 =  
 

. 

Як і раніше, значення 1t  обмежуємо нерівністю 1 2 /t Kπ< . Тоді розв’язок (14) має чинність при ( )*0;t t∈ , 

де: 

* 1

2

t
t

K

π= + . 

У відповідності з (12), (14) максимальний прогин центру мембрани вниз, куди спрямований силовий ім-
пульс, становить: 

( )
1

0 1
2 sin ,

2
2 ,

cк

cк

Kt
z

a t
z


= 



 при 
1

1

/ ;

/ .

t K

t K

π

π

≤

≥
                                                            (15) 

Час et  досягнення цього прогину можна знайти за формулами: 1

2 2e
t

t
K

π= + , коли 1 /t Kπ≤ , і /et Kπ= , 

коли 1 /t Kπ> . 

У вихідне положення ( ), 0z r t =  мембрана повертається при *t t=  зі швидкістю в центрі 0r = : 

*

1
0 2 sin

2cк
t t

KtdA
z K

dt
υ

=
− = = − .                                                                  (16) 

Подальший рух центру мембрани описується диференціальним рівнянням: 
2

2
2

0
d A

k A
dt

+ = ,                                                                             (17) 

у якому 
s T

k
R ρ

=  – частота вільних коливань круглої мембрани без основи. 

Розв’язок рівняння (17), з урахуванням (16), подаємо в формі:  
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( ) ( )( )*12 sin sin
2cк

KtK
A t z k t t

k
= − − . 

Із нього випливає, що амплітуда прогину мембрани вгору становить: 

( ) 1
1 1 2 sin

2cк
KtK

a t z
k

=                                                                       (18) 

і досягається при: 

*

2mt t t
K

π= = + . 

Згідно з (15), (18), відношення амплітуд прогину мембрани, при 1 /t Kπ< , дорівнює: 

( )
( )

1 1

0 1

const .
a t K

a t k
= =  

Воно залежить від 1t , коли ( )1 / ;2 /t K Kπ π∈ , бо тоді: 

( )
( )

1 1 1

0 1

sin .
2

a t KtK

a t k
=  

Таким чином, умовою прояву динамічного ефекту несиметрії пружної характеристики системи, коли 

( ) ( )1 1 0 1a t a t> , є виконання нерівності K k> . При цьому тривалість дії імпульсу повинна попадати в інтервал 

( )1 0;
Г

t t∈ , де: 

2
arcsin

Г

k
t

K K
π = − 
 

. 

 

Приклад 2. Беремо для розрахунку круглу мембрану з радіусом 0,5R =  м. Решту числових даних залиша-

ємо тими, що в попередньому прикладі. Для них: 11276,5772сK −= ; 1680,1874сk −= ; 0,002808cкz =  м; 

0,004042
Г

t = с; / 1,8768K k = . Розраховані графіки залежностей амплітуд прогинів центру мембрани від трива-

лості дії імпульсу в безрозмірних координатах подано на рис. 2. 
 

 
 

Рис. 2. – Графіки функцій ( ) ( )1
1

j
j

ск

a t
f t

z
= ; 0;1j = . 

 

Якщо розглядати ( )0 1f t  і ( )1 1f t  як коефіцієнти динамічності прямої дії та зворотної реакції, то найбільше 

значення ( )0 1 2f t = , що відомо в динаміці лінійних систем. Найбільше значення коефіцієнта динамічності зво-

ротньої реакції суттєво більше двох, що є наслідком несиметрії пружної характеристики системи. 
 
Узагальнення. Вище припускали, що тривалість дії імпульсу не перевищує періоду основного тону коли-

вань мембрани, підкріпленої двобічною основою. Але одержані формули можна використовувати для розрахун-
ку коливань мембрани при довільних тривалостях прямокутного імпульсу, якщо в них замінити 1t  і t  відповід-

но на 1
2 n

t
π−
Ω

 і 
2 n

t
π−
Ω

, 0, 1, 2, ...n =  Тоді формули стануть придатні для обчислення переміщень прямокутної 



ISSN 2222-0631 (print)  

Вісник Національного технічного університету «ХПІ».Серія: Математичне 
моделювання в техніці та технологіях, № 8 (1333) 2019. 255 

мембрани на проміжку 
( )2 12

;
nn

t
ππ + 

∈  Ω Ω 
 при умові, що розвантаження мембрани відбувається теж на цьому 

проміжку, тобто 
( )

1

2 12
;

nn
t

ππ + 
∈  Ω Ω 

. Це стосується і круглої мембрани, якщо замінити Ω  на частоту K . 

 

Висновки. Дослідження показало, що для прямокутної та круглої мембран, підкріплених однобічною пру-
жною основою, існують такі тривалості імпульсного навантаження, коли прогини мембрани в напрямі дії імпу-
льсу менші за прогини її у протилежному напрямі, що є проявом динамічного ефекту несиметрії пружної харак-
теристики коливальної системи. 
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