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УДК 517.95 

А. Я. БОМБА, Ю. Є. КЛИМЮК 

КОМП’ЮТЕРНЕ ПРОГНОЗУВАННЯ ПІДВИЩЕННЯ ЕФЕКТИВНОСТІ ДООЧИСТКИ ВОДИ 
ПІСЛЯ ЗАСТОСУВАННЯ КОАГУЛЯЦІЇ У ШВИДКИХ БАГАТОШАРОВИХ ФІЛЬТРАХ 

Сформовано математичну модель для комп’ютерного прогнозування процесу доочистки води від багатокомпонентних домішок після засто-
сування коагуляції у швидких багатошарових фільтрах конусоподібної форми при додержанні сталої швидкості фільтрування, що враховує 
дослідження зміни характеристик кусково-однорідних пористих завантажень, які володіють окислювально-відновними властивостями. За-
пропонована модель дозволяє шляхом проведення комп’ютерних експериментів дослідити зміну характеристик кусково-однорідних порис-
тих завантажень, спрогнозувати оптимальні варіанти використання коагулянтів і фільтрувальних матеріалів, збільшення тривалості роботи 
швидких багатошарових конусоподібних фільтрів за рахунок вибору їх форми і висоти шарів з урахуванням граничнодопустимих норм по 
кожній компоненті багатокомпонентних домішок. 

Ключові слова: математична модель, комп’ютерне прогнозування, процес доочистки води, багатокомпонентна домішка, коагуляція, 
швидкий багатошаровий фільтр, конусоподібна форма, кусково-однорідне пористе завантаження. 

А. Я. БОМБА, Ю. Е. КЛИМЮК 
КОМПЬЮТЕРНОЕ ПРОГНОЗИРОВАНИЕ ПОВЫШЕНИЯ ЭФФЕКТИВНОСТИ ДООЧИСТКИ 
ВОДЫ ПОСЛЕ ИСПОЛЬЗОВАНИЯ КОАГУЛЯЦИИ В БЫСТРЫХ МНОГОСЛОЙНЫХ 
ФИЛЬТРАХ 

Сформирована математическая модель для компьютерного прогнозирования процесса доочистки воды от многокомпонентных примесей по-
сле применения коагуляции в быстрых многослойных конусообразных фильтрах при соблюдении постоянной скорости фильтрования, что 
учитывает исследования изменения характеристик кусочно-однородных пористых загрузок, которые обладают окислительно-восстано-
вительными свойствами. Предложенная модель позволяет путем проведения компьютерных экспериментов исследовать изменение характе-
ристик кусочно-однородных пористых загрузок, спрогнозировать оптимальные варианты использования коагулянтов и фильтровальных ма-
териалов, увеличение продолжительности работы быстрых многослойных конусообразных фильтров за счет выбора их формы и высоты 
слоёв с учетом предельно-допустимых норм по каждой компоненте многокомпонентных примесей. 

Ключевые слова: математическая модель, компьютерное прогнозирование, процесс доочистки воды, многокомпонентная примесь, 
коагуляция, быстрый многослойный фильтр, конусообразная форма, кусочно-однородная пористая загрузка. 

A. YA. BOMBA, YU. YE. KLYMYUK 
COMPUTER PREDICTION OF IMPROVING EFFICIENCY OF WATER PURIFICATION AFTER 
COAGULATION IN RAPID MULTILAYER FILTERS 

In the paper a mathematical model for computer predicting the process of water purification from multicomponent impurities after applying coagula-
tion in rapid multilayer cone-shaped filters with the constant rate of filtration, which takes into account the changes in the characteristics of piecewise-
homogeneous porous redox load, is formulated. Each layer of the load is characterized by its own coefficients of filtration, active porosity and diffu-
sion of multicomponent impurities in the filtration flow, and the sediment adsorbed on the grains of the load. An algorithm for numerically-asymptotic 
approximation of solution of the corresponding nonlinear singularly perturbed boundary value problem for a model region of a conical shape, bounded 
by two equipotential surfaces and a flow surface, separated by some given equipotential surfaces into several subdomains, is developed. The proposed 
model allows to predict by computer experiments the change in the characteristics of piecewise-homogeneous porous loads, to determine the optimal 
variants of coagulants and filter materials, and to increase the durability of the rapid multilayer cone-shaped filters by choosing their shape and height 
of layers taking into account the maximum allowable standards for each component of multicomponent impurities. 

Key words: mathematical model, computer prediction, process of water purification, multicomponent impurity, coagulation, rapid multilayer 
filter, cone-shaped form, piecewise-homogeneous porous load. 
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Вступ. Основними методами очищення води для водопостачання, зрошення земельних угідь та інших видів 
господарської діяльності є освітлення, знебарвлення та знезараження [1 – 4]. Освітлення води зазвичай досяга-
ється шляхом її відстоювання і фільтруванням через шар зернистого або порошкоподібного фільтруючого мате-
ріалу у швидких фільтрах. Для досягнення необхідного ефекту воду необхідно піддати коагулюванню [5]. При 
цьому відбувається значне знебарвлення води. Додаткове знебарвлення води досягається коагулюванням, що 
передбачає застосування різних окислювачів і сорбентів. При цьому також відбувається значне знезараження 
води. Постійно зростаючі потреби у господарстві в очищеній воді та зростання вартості коагулянтів і фільтрува-
льних матеріалів вимагають проведення досліджень, пов’язаних із їх більш ефективним використанням та збі-
льшенням тривалості роботи швидких фільтрів. 

 

Аналіз останніх досліджень. Як показує аналіз літературних джерел, зокрема [6 – 12], суттєвий вклад у 
розробку теоретичних основ доочистки рідин від домішок шляхом їх фільтрування через пористі завантаження 
зробило багато як вітчизняних, так і зарубіжних вчених. Відмітимо, що в якості математичної моделі процесу 
доочистки рідини від домішок вітчизняними дослідниками найчастіше використовується модель Д. М. Мінца [7] 
при сталій швидкості фільтрування або деяка її модифікація (вдосконалена модель). У [13] запропоновано її 
просторове узагальнення для прогнозування процесу доочистки води від домішок у швидких багатошарових 
криволінійних фільтрах при додержанні сталої швидкості фільтрування, яка є більш ефективною для проведен-
ня теоретичних досліджень, націлених на оптимізацію параметрів процесу фільтрування (тривалості роботи, 
форми, розмірів фільтра, висоти шарів тощо) за рахунок введення додаткового рівняння для визначення зміни 
активної пористості завантаження вздовж висоти фільтру, врахування дифузії у фільтраційній течії і в осаді, ад-
сорбованому на зернах завантаження. У [14] вона вдосконалена шляхом введення додаткового рівняння для ви-
значення зміни коефіцієнта фільтрації завантаження вздовж висоти фільтру, зокрема, отримані у роботі резуль-
тати числових експериментів підтвердили необхідність врахування у моделях зміни характеристик кусково-
однорідних пористих завантажень. У [15] запропоновано просторове узагальнення моделі Д. М. Мінца для про-
гнозування процесу доочистки води від багатокомпонентних домішок у швидких фільтрах конусоподібної фор-
ми при додержанні сталої швидкості фільтрування, де додатково враховано масообмінні процеси між компонен-
тами багатокомпонентної домішки у фільтраційній течії і в осаді, адсорбованому на зернах завантаження. Акту-
альною задачею є узагальнення відповідної моделі для комп’ютерного прогнозування процесу доочистки води 
від багатокомпонентних домішок після застосування коагуляції у швидких багатошарових фільтрах конусоподі-
бної форми при додержанні сталої швидкості фільтрування, оскільки дозволить шляхом проведення 
комп’ютерних експериментів дослідити зміну характеристик кусково-однорідних пористих завантажень, спрог-
нозувати оптимальні варіанти використання коагулянтів і фільтрувальних матеріалів, збільшення тривалості ро-
боти швидких багатошарових конусоподібних фільтрів за рахунок вибору їх форми і висоти шарів з урахуван-
ням граничнодопустимих норм по кожній компоненті багатокомпонентних домішок. 

 

Математична модель. Змоделюємо процес доочистки води від багатокомпонентної домішки після засто-
сування коагуляції у швидкому багатошаровому фільтрі конусоподібної форми із врахуванням дослідження змі-
ни характеристик вздовж висоти фільтру кусково-однорідного пористого завантаження, що володіє окислюва-
льно-відновними властивостями – просторовій однозв’язній області Gz  ( z ( , , )x y z= ), обмеженій гладкими, ор-

тогональними між собою в кутових точках та по ребрах, двома еквіпотенціальними поверхнями S∗ , S∗  і повер-

хнею течії S∗∗  та розділеній деякими заданими 1p −  еквіпотенціальними поверхнями rS∗
∗  ( 1, 1r p= − ) на p  пі-

добластей rGz  ( 1,r p= ) (рис. 1, а). При цьому для області (0, )G G= × ∞z  відповідна модельна задача складати-
меться з систем рівнянь: 

{ 0
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де ( , , )x y zφ φ=  і ( , , )x y zv v v v v=� �

 – відповідно потенціал і вектор швидкості фільтрації; 0 φ∗< =  

0 1 2 ( 1)... p pφ φ φ φ φ φ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ − ∗= < < < < < = < ∞ ; φ∗  і φ∗  – довільні дійсні додатні числа; 1φ∗

∗ , 2φ∗
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домі значення потенціалу; 2 2 2( , , ) ( , , ) ( , , ) 0x y zv v x y z v x y z v x y z= + + >>�

; 0
0κ  – початковий коефіцієнт фільтрації, 

0 0
0 z{ , ( , , ) , 1, }r

r x y z G r pκ κ= ∈ = , 0 0rκ >  ( 1,r p= ); n
�

 – зовнішня нормаль до відповідної поверхні; 

( , , , )j jC C x y z t=  і ( , , , )j jU U x y z t=  – концентрації j − тої компоненти багатокомпонентної домішки відповід-

но у фільтраційній течії і осаді, адсорбованому на зернах завантаження; ( , , , )x y z tκ κ=  – коефіцієнт фільтрації, 

( , , , )x y z tσ σ=  – активна пористість; jD  і jD∗  – коефіцієнти дифузії j − тої компоненти багатокомпонентної 

домішки відповідно у фільтраційній течії і осаді, адсорбованому на зернах завантаження, ,{ ,j r jD D=  

z( , , ) ,rx y z G∈  1, }r p= , , ,r j r jD dε= ⋅ , , 0r jd >  ( 1,r p= , 21,j m= ), ,{ ,j r jD D∗ ∗=  z( , , ) ,rx y z G∈  1, }r p= , 

, ,r j r jD dε∗ ∗= ⋅ , , 0r jd∗ >  ( 1,r p= , 1 21,j m m= + ); ,j ka , ,j ka∗∗  і ,j ka∗  – коефіцієнти, що характеризують швидкість 

протікання масообмінних процесів між j − тою і k − тою компонентами багатокомпонентної домішки відповід-

но у фільтраційній течії і осаді, адсорбованому на зернах завантаження, , , , z{ , ( , , ) , 1, }r
j k r j ka a x y z G r p= ∈ = , 

, , , z{ , ( , , ) , 1, }r
j k r j ka a x y z G r p∗∗ ∗∗= ∈ = , , , , z{ , ( , , ) , 1, }r

j k r j ka a x y z G r p∗ ∗= ∈ = , , , , ,r j k r j ka aε= ⋅  ( 1,r p= , 21,j m= , 

21,k m= ), , , , ,r j k r j ka aε∗ ∗= ⋅  ( 1,r p= , 1 21,j m m= + , 1 21,k m m= + ); jα  і jβ  – коефіцієнти, що характеризують 

обсяги адсорбованої і десорбованої за одиницю часу j − тої компоненти багатокомпонентної домішки, 

,{ ,j r jα α=  z( , , ) , 1, }rx y z G r p∈ = , , z{ , ( , , ) , 1, }r
j r j x y z G r pβ β= ∈ = , , ,r j r jβ ε β= ⋅  ( 1,r p= , 1 21,j m m= + ); jµ  і 

jγ  – коефіцієнти, що характеризують швидкість зміни відповідно коефіцієнта фільтрації та активної пористості 

завантаження за рахунок сорбції j − тої компоненти багатокомпонентної домішки, ,{ ,j r jµ µ=  z( , , ) ,rx y z G∈  

1, }r p= , ,{ ,j r jγ γ=  z( , , ) ,rx y z G∈  1, }r p= , , ,r j r jµ ε µ= ⋅ , , ,r j r jγ ε γ= ⋅  ( 1,r p= , 1 21,j m m= + ), , ,r j ka =  

, , ( , , , )r j ka x y z t= , , , , , ( , , , )r j k r j ka a x y z t∗∗ ∗∗=  ( 1,r p= , 21,j m= , 21,k m= ), , , , , ( , , , )r j k r j ka a x y z t∗ ∗=  ( 1,r p= , 

1 21,j m m= + , 1 21,k m m= + ), , , ( , , , )r j r j x y z tα α= , , , ( , , , )r j r j x y z tβ β= ; , , ( , , , )r j r j x y z tµ µ=  і , , ( , , , )r j r j x y z tγ γ=  

( 1,r p= , 1 21,j m m= + ) – неперервні обмежені функції; ε  – малий параметр ( 0ε > ); 0 0
,{ ,j r jс с=  

z( , , ) , 1, }rx y z G r p∈ = , 0 0
,{ ,j r ju u=  z( , , ) ,rx y z G∈  1, }r p= , 0 0

0 { ,rσ σ=  z( , , ) ,rx y z G∈  1, }r p= , ( , )j jc c M t∗ ∗=  
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( 21,j m= ), 0 0
, , ( , , )r j r jc c x y z=  ( 1,r p= , 21,j m= ), ( , )j ju u M t∗ ∗=  ( 1 21,j m m= + ), 0 0

, , ( , , )r j r ju u x y z=  ( 1,r p= , 

1 21,j m m= + ) і 0 0( , , )r r x y zσ σ=  ( 1,r p= ) – достатньо гладкі функції, узгоджені між собою на ребрах області G  

[16]; M S∗∈ , 0
r nv  і r nv  ( 1, 1r p= − ) – відповідно початкові і поточні нормальні складові швидкості на поверхнях 

розділу rS∗
∗  ( 1, 1r p= − ). 
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Рис. 1 – Просторова двошарова модельна область:  
а – область фільтрації zG  з умовним розрізом Γ  (конусоподібний фільтр); б – область комплексного потенціалу wG . 

 

Шляхом фіксації на поверхні S∗  деякої точки A  та послідовного виконання умовних розрізів 

1 ALMDBLMCΓ =  і 2 ADD A BCC B∗ ∗ ∗ ∗Γ =  вздовж відповідних поверхонь течії (для зручності позначимо 

1 2Γ = Γ ∪ Γ ) задача (1) – (8) зводиться до розв’язання в отриманій однозв’язній кусково-однорідній області 

z \G Γ  – криволінійному паралелепіпеді ABCDA B C D∗ ∗ ∗ ∗ , обмеженому двома еквіпотенціальними поверхнями 

ABB A∗ ∗ , CDD C∗ ∗  і чотирма поверхнями течії ABCD ALMD BLMC= ∪ , A B C D∗ ∗ ∗ ∗ , ADD A BCC B∗ ∗ ∗ ∗=  та розді-

лений деякими заданими еквіпотенціальними поверхнями r r r rE F F E∗ ∗  ( 1, 1r p= − ) на p  підобластей: 
1 1

1 1 1 1\G ABF E A B F E∗ ∗ ∗ ∗Γ =z ;  1 1 ( 1) ( 1)\r r
r r r r r r r rG E F F E E F F E− − ∗ − ∗ − ∗ ∗Γ =z  ( 2, 1r p= − ); 

1 1 ( 1) ( 1)\ pp
p p p pG E F CDE F C D− − ∗ − ∗ − ∗ ∗Γ =z   ( 1 2 ... pΓ = Γ ∪ Γ ∪ ∪ Γ , 1

1 1 1 1AE E A BF F B∗ ∗ ∗ ∗Γ = ; 

1 1 ( 1) ( 1)
r

r r r r r r r rE F F E E F F E− − ∗ − ∗ − ∗ ∗Γ =  ( 2, 1r p= − ), 1 ( 1) 1 ( 1)
p

p p p pE DD E F CC F− ∗ ∗ − − ∗ ∗ −Γ = ) (рис. 1, а), 

які є гладкими і ортогональними між собою в кутових точках та вздовж ребер, з додаванням умови непроникно-
сті 0nϕ Γ′ =�  вздовж розрізу Γ  задачі, що описується системами рівнянь (1), (2) з наступними умовами: 

{ , , 0ABB A CDD C n ABCD A B C D ADD A BCC Bϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗
∗ ∪ ∪ ∪′= = =� ;                                 (9) 

{ 2, 0, 0 ( 1, )j ABB A j j n CDD C j n ADD A BCC B ABCD A B C DC c C C j m
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗
∪ ∪ ∪′ ′= = = =� � ;                   (10) 

{ 1 2, 0, 0 ( 1, )j ABB A j j n CDD C j n ADD A BCC B ABCD A B C DU u U U j m m
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗
∪ ∪ ∪′ ′= = = = +� � ;               (11) 

початковими умовами (6), умовами узгодженості на поверхнях розділу r r r rE F F E∗ ∗  ( 1, 1r p= − ): 

{ 0 0
1, ( 1, 1)

r r r r r r r rr r r r r r r r
r r n E F F E r n E F F EE F F E E F F E

r pϕ ϕ ϕ κ ϕ κ ϕ
∗ ∗ − ∗ ∗ +∗ ∗ − ∗ ∗ +

∗
∗ +′ ′= = ⋅ = ⋅ = −� � ;              (12) 

2 1 2

0 0
, 1, 2

*
, 1, 1

( 1, ), ( 1, );

( 1, );

( 1,

r r r r r r r rr r r r r r r r

r r r r r r r r

r r r r r r r r

j j j E F F E j E F F EE F F E E F F E

r j j n r n j E F F E r j j n r n j E F F E

r j j n E F F E r j j n E F F E

C C j m U U j m m

D C v C D C v C j m

D U D U j m

∗ ∗ − ∗ ∗ +∗ ∗ − ∗ ∗ +

∗ ∗ − ∗ ∗ +

∗ ∗ − ∗ ∗ +

+

∗
+

= = = = +

′ ′⋅ − ⋅ = ⋅ − ⋅ =

′ ′⋅ = ⋅ = +

� �

� �

1 2

1

1 2

1

1 2 1 2

1 1

2

*
, ,

1 1

*
1, 1,

1 1

1 1 1 1

);

( )

( ) ;

( ( )) ( ( ))

r r r r

r r r r

r r r r r r r

m m

r j j n r n j r j j n E F F E
j j m

m m

r j j n r n j r j j n E F F E
j j m

m m m m

j j t E F F E j j t E F F
j j m j j m

m

D C v C D U

D C v C D U

C U C Uσ σ

∗ ∗ −

∗ ∗ +

∗ ∗ − ∗

= = +

+ +
= = +

= = + = = +

′ ′⋅ − ⋅ + ⋅ =

′ ′= ⋅ − ⋅ + ⋅

′ ′⋅ + = ⋅ +

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑

� �

� �

( 1, 1)
rE r p
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= −


              (13) 
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і подальшого «склеювання» берегів умовного розрізу Γ  із використанням умов: 

{ , , ,ALMD BLMC n ALMD n BLMC ADD A BCC B n ADD A n BCC Bϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

′ ′ ′ ′= = = =� � � �                    (14) 

та узгодженості величин концентрацій компонент багатокомпонентної домішки у фільтраційній течії і осаді, ад-
сорбованому на зернах завантаження, на умовних поверхнях розрізу із використанням умов: 

2

, ;

, ( 1, );

j ALMD j BLMC j n ALMD j n BLMC

j ADD A j BCC B j n ADD A j n BCC B

C C C C

C C C C j m
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

′ ′ = =
 ′ ′= = =

� �

� �

                                  (15) 

1 2

, ;

, ( 1, ).

j ALMD j BLMC j n ALMD j n BLMC

j ADD A j BCC B j n ADD A j n BCC B

U U U U

U U U U j m m
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

′ ′ = =
 ′ ′= = = +

� �

� �

                             (16) 

Аналогічно [15, 16] шляхом введення пари функцій ( , , )x y zψ ψ= , ( , , )x y zη η=  (просторово комплексно 

спряжених із функцією ( , , )x y zϕ ) таких, що 0
0 grad grad gradκ ϕ ψ η⋅ = ×  [17] i заміною останніх чотирьох з 

граничних умов (9) на умови: 0ADD Aψ
∗ ∗

= , BCC B Qψ
∗ ∗ ∗= , 0ABCDη = , A B C D Qη

∗ ∗ ∗ ∗
∗= , задача (1), (9), (12), (14) 

замінюється більш загальною прямою задачею на знаходження просторового аналогу кусково-конформного ві-

дображення однозв’язної області \G Γz  на відповідну область комплексного потенціалу – прямокутний парале-

лепіпед G A B C D A B C D∗ ∗ ∗ ∗′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′=w , який розділений заданими поверхнями r r r rE F E F∗ ∗′ ′ ′ ′  ( 1,r p= ) на деякі p  підо-

бластей:  
1

1 1 1 1G A B E F A B E F∗ ∗ ∗ ∗′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′=w ;  1 1 1 1
r

r r r r r r r rG E F F E E F F E+ + ∗ ∗ ∗ + ∗ +′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′=w   ( 2, 2r p= − ); 

1 1 1 1
p

p p p pG E F C D E F C D− − ∗ − ∗ − ∗ ∗′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′=w  (рис. 1, б), 

де ( ){ , , :rG ϕ ψ η= =w w  ( 1)r rϕ ϕ ϕ∗ ∗
∗ − ∗< < , 0 Qψ ∗< < , }0 Qη ∗< <  ( 1,r p= ), rϕ∗

∗  ( 1, 1r p= − ); Q∗ , Q∗  – невідомі 

параметри; Q Q Q∗
∗= ⋅  – повна фільтраційна витрата, і наступного «склеювання» берегів умовного розрізу Γ . 

Алгоритм розв’язання цієї задачі отримано в [18], зокрема, знайдено поле швидкостей v
�

, параметри Q∗ , 

*Q , Q  та ряд інших величин. Здійснивши заміну змінних ( ), ,x x ϕ ψ η= , ( ), ,y y ϕ ψ η= , ( ), ,z z ϕ ψ η=  у рів-

нянні (2) та умовах (10), (11), (6), (13), (15), (16) отримаємо відповідну дифузійну задачу для області w (0, )G × ∞ : 

1 1 1

1 2 3 4 5
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, , , 10
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( ) ( )

( 1, );

( ) ( )
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′− ⋅

∑ ∑ ∑
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m

u u G r pκ µ σ γ ϕ ψ η
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+


 ′ ′= − ⋅ = − ⋅ ∈ =


∑ ∑ wɶ ɶɶ ɶ

                                 (17) 

{ 0 0 2, 0, 0 ( 1, );j j j j j Q j j Q
c c c c c c c j mϕ ϕ ϕ ψ ψ ψ ψ η η ηϕ ϕ η∗ ∗∗ ∗

∗
= = = == =

′ ′ ′ ′ ′= = = = = = =ɶ                   (18) 

{ 0 0 1 2, 0, 0 ( 1, );j j j j j Q j j Q
u u u u u u u j m mϕ ϕ ϕ ψ ψ ψ ψ η η ηϕ ϕ η∗ ∗∗ ∗

∗
= = = == =

′ ′ ′ ′ ′= = = = = = = +ɶ                (19) 

{ 0 0 0 0
0 2 0 1 2 0 0 0 0( 1, ), ( 1, ), , ;j t j j t j t tc c j m u u j m m κ κ σ σ= = = == = = = + = =ɶɶ ɶ ɶ ɶ                          (20) 
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                       (21) 

0, 0, 0, 0,

0 0 2

, ;

, ( 1, );

j j Q j n j n Q

j j Q j n j n Q

c c c c

c c c c j m

η ψ ψ η ψ ψ η ψ ψ η ψ ψ

ψ ψ ψ ψ

∗ ∗

∗ ∗

= = = = − = = = = −

= = = =

 ′ ′= =


′ ′= = =

� �⌢ ⌢ ⌢ ⌢

� �

                                       (22) 

0, 0, 0, 0,

0 0 1 2

, ;

, ( 1, ),

j j Q j n j n Q

j j Q j n j n Q

u u u u

u u u u j m m

η ψ ψ η ψ ψ η ψ ψ η ψ ψ

ψ ψ ψ ψ

∗ ∗

∗ ∗

= = = = − = = = = −

= = = =

 ′ ′= =


′ ′= = = +

� �⌢ ⌢ ⌢ ⌢

� �

                                      (23) 

де ( , , , ) ( ( , , ), ( , , ), ( , , ), )j j jc c t C x y z tϕ ψ η ϕ ψ η ϕ ψ η ϕ ψ η= = , ( , , , )j ju u tϕ ψ η= ; ( , , , )tκ κ ϕ ψ η=ɶ ɶ ; ( , , , )tσ σ ϕ ψ η=ɶ ɶ ; 

( , , )j jc c tψ η∗ ∗=ɶ ɶ ; ( , , )j ju u tψ η∗ ∗=ɶ ɶ ; ( ){ }0 0
, , , , , 1,r

j r jc c G r pϕ ψ η= ∈ =wɶ ɶ ; ( ){ }0 0
, , , , , 1,r

j r ju u G r pϕ ψ η= ∈ =wɶ ɶ ; 

( ){ }0 0
0 , , , , 1,r

r G r pσ σ ϕ ψ η= ∈ =wɶ ɶ ; ( ){ }, , , , , , , 1,r
j k r j ka a G r pϕ ψ η= ∈ =wɶ ɶ ; ( ){ }, , , , , , , 1,r

j k r j ka a G r pϕ ψ η∗∗ ∗∗= ∈ =wɶ ɶ ; 

( ){ }, , , , , , , 1,r
j k r j ka a G r pϕ ψ η∗ ∗= ∈ =wɶ ɶ ; , , , ,r j k r j ka aε= ⋅ ɶɶ , , , , ,r j k r j ka aε∗ ∗= ⋅ ɶɶ ; ( ){ }, , , , , 1,r

j r j G r pα α ϕ ψ η= ∈ =wɶ ɶ ; 

( ){ }, , , , , 1,r
j r j G r pβ β ϕ ψ η= ∈ =w
ɶ ɶ ; ( ){ }, , , , , 1,r

j r j G r pµ µ ϕ ψ η= ∈ =wɶ ɶ ; ( ){ }, , , , , 1,r
j r j G r pγ γ ϕ ψ η= ∈ =wɶ ɶ ; 

, ,r j r jβ ε β= ⋅ ɶɶ , , ,r j r jµ ε µ= ⋅ ɶɶ , , ,r j r jγ ε γ= ⋅ ɶɶ ; ( )0 0
, , , ,r j r jc c ϕ ψ η=ɶ ɶ , ( )0 0

, , , ,r j r ju u ϕ ψ η=ɶ ɶ , ( )0 0 , ,r rσ σ ϕ ψ η=ɶ ɶ ; 

, , , , ( , , , )r j k r j ka a tϕ ψ η=ɶ ɶ ; , , , , ( , , , )r j k r j ka a tϕ ψ η∗∗ ∗∗=ɶ ɶ ; , , , , ( , , , )r j k r j ka a tϕ ψ η∗ ∗=ɶ ɶ ; , , ( , , , )r j r j tα α ϕ ψ η=ɶ ɶ ; , ( , , , )r j j tβ β ϕ ψ η=ɶ ɶ ; 

( ), , , , ,r j r j tµ µ ϕ ψ η=ɶ ɶ ; , , ( , , , )r j r j tγ γ ϕ ψ η=ɶ ɶ ; ( ){ }, , , , 1,r
rv v G r pϕ ψ η= ∈ =wɶ ɶ ; ( ), ,r rv v ϕ ψ η=ɶ ɶ ; { , ,r r sb b=  

( ), , ,rGϕ ψ η ∈ w  }1,r p= ; ( ), , , ,r s r sb b ϕ ψ η=  ( 1,r p= , 1,5s = ); 2 2 2 2 0 2
,1 ( )r x y z r rb vϕ ϕ ϕ κ′ ′ ′= + + = ɶ ; 2

,2r xb ψ ′= +  

2 2
y zψ ψ′ ′+ + ; 2 2 2

,3r x y zb η η η′ ′ ′= + + , ,4r xx yy zzb ψ ψ ψ′′ ′′ ′′= + + , ,5r xx yy zzb η η η′′ ′′ ′′= + + , [0, ]
2

Qψ ∗∈⌢ . 

 
Розв’язання задачі. Аналогічно до [15, 16] знайдено числово-асимптотичне наближення розв’язку 

( ){ }, , , , , 1,r
j r jc c G r pϕ ψ η= ∈ =w  ( 21,j m= ), ( ){ }, , , , , 1,r

j r ju u G r pϕ ψ η= ∈ =w  ( 1 21,j m m= + ), { ,rκ κ=ɶ ɶ  

( ), , ,rGϕ ψ η ∈ w  }1,r p= , ( ){ }, , , , 1,r
r G r pσ σ ϕ ψ η= ∈ =wɶ ɶ  задачі (17) – (23) з точністю 1( )nO ε +  у вигляді таких 

рядів: 
1 1 2 1 2 1

/ 2 / 2
, , , , , , , , , , ,

0 0 0 0 0

n n n n n
i i i i i

r j r j i r j i r j i r j i r j i
i i i i i

c c P P P Pε ε ε ε ε
+ + + +

= = = = =
= ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ +∑ ∑ ∑ ∑ ∑

⌢⌢ ⌢ɶɶ ɶ  

2 1 2 1
/ 2 / 2

, , , , , , 1
0 0

n n
i i

r j i r j i r j n
i i

P P Rε ε
+ +

+
= =

+ ⋅ + ⋅ +∑ ∑
⌣⌣ ⌣

   ( 1,r p= , 21,j m= ); 

1 1 2 1 2 1
/ 2 / 2

, , , , , , , , , , ,
0 0 0 0 0

n n n n n
i i i i i

r j r j i r j i r j i r j i r j i
i i i i i

u u H H H Hε ε ε ε ε
+ + + +

= = = = =
= ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ +∑ ∑ ∑ ∑ ∑

⌢⌢ ⌢ɶɶ ɶ  

2 1 2 1
/ 2 / 2

, , , , , , 1
0 0

n n
i i

r j i r j i r j n
i i

H H Rε ε
+ +

+
= =

+ ⋅ + ⋅ +∑ ∑
⌣

⌣ ⌣ ⌣

   ( 1,r p= , 1 21,j m m= + ); 

1 1 2 1 2 1
/ 2 / 2

, , , , ,
0 0 0 0 0

n n n n n
i i i i i

r r i r i r i r i r i
i i i i i

q q q qκ ε κ ε ε ε ε
+ + + +

= = = = =
= ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ +∑ ∑ ∑ ∑ ∑

⌢⌢ ⌢ɶɶ ɶ ɶ ɶ  
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2 1 2 1
/ 2 / 2

, , , 1
0 0

n n
i i

r i r i r n
i i

q q Rε ε
+ +

+
= =

+ ⋅ + ⋅ +∑ ∑
⌣ ⌢

⌣ ⌣

   ( 1,r p= ); 

1 1 2 1 2 1
/ 2 / 2

, , , , ,
0 0 0 0 0

n n n n n
i i i i i

r r i r i r i r i r i
i i i i i

h h h hσ ε σ ε ε ε ε
+ + + +

= = = = =
= ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ +∑ ∑ ∑ ∑ ∑

⌢⌢ ⌢ɶɶ ɶɶ ɶ  

2 1 2 1
/ 2 / 2

, , , 1
0 0

n n
i i

r i r i r n
i i

h h Rε ε
+ +

+
= =

+ ⋅ + ⋅ +∑ ∑
⌣⌣ ⌣

ɶ    ( 1,r p= ), 

де , , , , ( , , , )r j i r j ic c tϕ ψ η=  ( 1,r p= , 21,j m= , 0,i n= ), , , , , ( , , , )r j i r j iu u tϕ ψ η=  ( 1,r p= , 1 21,j m m= + , 0,i n= ), 

, , ( , , , )r i r i tκ κ ϕ ψ η=ɶ ɶ , , , ( , , , )r i r i tσ σ ϕ ψ η=ɶ ɶ  ( 1,r p= , 0,i n= ) – члени регулярних частин асимптотик; 

, , , , 1( , , , )r j i r j i sP P tφ ψ η−= ɶɶ ɶ  ( 1,r p= , 21,j m= , 0, 1i n= + ), , , , , 1( , , , )r j i r j i sH H tφ ψ η−= ɶɶ ɶ  ( 1,r p= , 1 21,j m m= + , 

0, 1i n= + ), , , 1( , , , )r i r i sq q tφ ψ η−= ɶɶ ɶ , , , 1( , , , )r i r i sh h tφ ψ η−=ɶ ɶ ɶ  ( 1,r p= , 0, 1i n= + ), , , , , ( , , , )r j i r j i sP P tφ ψ η= ɶɶ ɶ ɶɶ ɶ  ( 1,r p= , 

21,j m= , 0, 1i n= + ), , , , , ( , , , )r j i r j i sH H tφ ψ η= ɶɶ ɶ ɶɶ ɶ  ( 1,r p= , 1 21,j m m= + , 0, 1i n= + ), , , ( , , , )r i r i sq q tφ ψ η= ɶɶ ɶ ɶɶ ɶ , 

, , ( , , , )r i r i sh h tφ ψ η=ɶ ɶ ɶɶ ɶ ɶ  ( 1,r p= , 0, 1i n= + ) – функції типу примежового шару відповідно в околах rϕ ϕ∗
∗=  

( 0,r p= ) (поправки на вході, виході і в околі меж шарів фільтру); , , , , ( , , , )r j i r j iP P tϕ ψ η=
⌢ ⌢

ɶ  ( 1,r p= , 21,j m= , 

0,2 1i n= + ), , , , , ( , , , )r j i r j iH H tϕ ψ η=
⌢ ⌢

ɶ  ( 1,r p= , 1 21,j m m= + , 0,2 1i n= + ), , , ( , , , )r i r iq q tϕ ψ η=⌢ ⌢
ɶ , , , ( , , , )r i r ih h tϕ ψ η=

⌢ ⌢
ɶ  

( 1,r p= , 0,2 1i n= + ), , , , , ( , , , )r j i r j iP P tϕ ψ η=
⌢ ⌢⌢ ⌢

ɶɶ  ( 1,r p= , 21,j m= , 0,2 1i n= + ), , , , , ( , , , )r j i r j iH H tϕ ψ η=
⌢ ⌢⌢ ⌢

ɶɶ  ( 1,r p= , 

1 21,j m m= + , 0,2 1i n= + ), , , ( , , , )r i r iq q tϕ ψ η=
⌢ ⌢⌢ ⌢ ɶɶ , , , ( , , , )r i r ih h tϕ ψ η=

⌢ ⌢⌢ ⌢
ɶɶ  ( 1,r p= , 0,2 1i n= + ), , , , , ( , , , )r j i r j iP P tϕ ψ η=

⌣ ⌣
ɶ  

( 1,r p= , 21,j m= , 0,2 1i n= + ), , , , , ( , , , )r j i r j iH H tϕ ψ η=
⌣ ⌣

ɶ  ( 1,r p= , 1 21,j m m= + , 0,2 1i n= + ), , , ( , , , )r i r iq q tϕ ψ η=⌣ ⌣
ɶ , 

, , ( , , , )r i r ih h tϕ ψ η=
⌣ ⌣

ɶ  ( 1,r p= , 0,2 1i n= + ), , , , , ( , , , )r j i r j iP P tϕ ψ η=
⌣ ⌣⌣ ⌣

ɶɶ  ( 21,j m= , 0,2 1i n= + ), , , , , ( , , , )r j i r j iH H tϕ ψ η=
⌣ ⌣⌣ ⌣

ɶɶ  

( 1,r p= , 1 21,j m m= + , 0,2 1i n= + ), , , ( , , , )r i r iq q tϕ ψ η=
⌣ ⌣⌣ ⌣ ɶɶ , , , ( , , , )r i r ih h tϕ ψ η=

⌣ ⌣⌣ ⌣
ɶɶ  ( 1,r p= , 0,2 1i n= + ) – функції типу 

примежового шару відповідно в околах 0ψ = , Qψ ∗= , 0η = , Qη ∗=  (поправки на бічній стінці фільтру і бере-

гах умовного розрізу Γ ); r
r

ϕ ϕφ
ε

∗
∗−

=ɶ  ( 0, 1r p= − ), r
r

ϕ ϕφ
ε

∗
∗ −

=ɶɶ  ( 1,r p= ), 
ψψ

ε
=ɶ , 

Q ψψ
ε

∗ −
=ɶɶ , 

ηη
ε

=ɶ , 

Q ηη
ε

∗ −=ɶɶ  – відповідні їм регуляризуючі перетворення (розтяги;, , , 1( , , , , )r j nR tϕ ψ η ε+  ( 1,r p= , 21,j m= ), 

, , 1( , , , , )r j nR tϕ ψ η ε+
ɶ  ( 1,r p= , 1 21,j m m= + ), , 1( , , , , )r nR tϕ ψ η ε+

⌣

, , 1( , , , , )r nR tϕ ψ η ε+
⌢

 ( 1,r p= ) – залишкові члени. 

Зокрема, для знаходження , ,r j ic  ( 1,r p= , 21,j m= , 0,i n= ), , ,r j iu  ( 1,r p= , 1 21,j m m= + , 0,i n= ), ,r iκɶ , 

,r iσɶ  ( 1,r p= , 0,i n= ) одержано формули: 

( )

( )

( )

1, ,1

, ,1

, ,2

, , ,
, ,0 1

, , ,
, ,0 , ,0 1, ,0

, , , 0 1
, ,0

( ( , , , ) ( , , ( , , ))), ,

( ( , , , ) ( , , ( , , ))), ,

( ( , , , ) ( ( ( , , )

j

r j

r j

t
r j j r

t
r j r j r j r r

t
r j j r r

e g t c t f t f

c e g t c t f t f

e g t c f f

λ ϕ ψ η

λ ϕ ψ η

λ ϕ ψ η

ϕ ψ η ψ η ϕ ψ η

ϕ ψ η ψ η ϕ ψ η

ϕ ψ η ϕ ψ η

− ∗

− ∗
−

− −

⋅ + − ≥

= ⋅ + − ≥

⋅ +

ɶ

ɶ

ɶ

⌢ ɶ ɶɶ

⌢ ɶ ɶɶ

⌢⌢ ɶ ɶɶ , , ), , )), ,rt t fψ η ψ η






 − <


ɶ

 ( 1,r p= , 21,j m= ); 

0
, ,0 , , ,0 ,0

0

1
( , , , ) ( , , , )

t

r j r j r j r j
r

u t c t dt uα ϕ ψ η ϕ ψ η
σ

= ⋅ ⋅ +∫
⌢ ⌢ ⌢

ɶ ɶ

ɶ

   ( 1,r p= , 1 21,j m m= + ); 

0
,0r rκ κ=ɶ ,  0

,0r rσ σ=ɶ ɶ   ( 1,r p= ); 

, ,1

, ,2

( , , , )
, ,

, , ( , , , )
, ,

( , , , ), ,

( , , , ), ,

r j

r j

t
r j i r

r j i t
r j i r

e g t t f
c

e g t t f

λ ϕ ψ η

λ ϕ ψ η

ϕ ψ η

ϕ ψ η

−

−

 ⋅ ≥= 
 ⋅ <

ɶ

ɶ

⌢ ɶ

⌢⌢ ɶ

  ( 1,r p= , 21,j m= , 1,i n= ); 

, , , ,0
0

1
( , , , )

t

r j i r j i
r

u g t dtϕ ψ η
σ

= ⋅ ∫
⌢ ⌢

ɶ

ɶ

  ( 1,r p= , 1 21,j m m= + , 1,i n= ); 

, ,
0

( , , , )
t

r i r ig t dtκ ϕ ψ η= ∫
⌢ ⌢⌣

ɶ ,  , ,
0

( , , , )
t

r i r ig t dtσ ϕ ψ η= ∫
⌣ ⌢ ⌢⌣

ɶ   ( 1,r p= , 1,i n= ); 
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де 

1

( 1)

( 1)

, ,
0 1

12

, ,1

,0
1 22

( , , , ( , , ) ( , , ))

( 1, );
( , , )

( , , , )

( , , , ( , , ) ( , , ))
( 1, );

( , , )

r

r

m

r j k r r
k

r

r j

r j r r
r

a f t f

d j m
v

t

f t f
d j m m

v

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ ψ η ϕ ψ η ϕ ψ η
κ ϕ

ϕ ψ ηλ ϕ ψ η
α ϕ ψ η ϕ ψ η ϕ ψ η

κ ϕ
ϕ ψ η

∗
∗ −

∗
∗ −

∗∗

=


+ −

 ⋅ =
= 
 + − ⋅ = +



∑
∫

∫

⌢ ⌢ɶ ɶɶ

⌢

⌢
ɶ

ɶ

⌢ ⌢ɶ ɶɶ ⌢

⌢
ɶ

 

 , ,1

( 1)

( , , , ), ,
, , 2

( , , , ( , , ) ( , , ) )
( , , , )

( , , )
r j

r

tr j i r r
r j i

g f f t
g t e d

v

ϕ
λ ϕ ψ η

ϕ

ϕ ψ η ϕ ψ η ϕ ψ η
ϕ ψ η ϕ

ϕ ψ η∗
∗ −

− +
= ⋅∫

⌢ɶ

⌢ ⌢ɶ ɶ
⌢⌢

⌢
ɶ

; 

 

1
1

, ,
1

10 1
0, ,2

1
,

0 1
0

( ( ( , , ) , , ), , , )

( 1, );
( ( ( , , ) , , ), , )( , , , )

( ( ( , , ) , , ), , , )

( ( ( , , ) , , ), , )

m

r j k r rt
k

r r rr j

t
r j r r

r r r

a f t f t t

dt j m
f t f tt

f t f t t
dt

f t f t

ϕ ψ η ψ η ψ η

σ ϕ ψ η ψ η ψ ηλ ϕ ψ η
α ϕ ψ η ψ η ψ η

σ ϕ ψ η ψ η ψ η

∗∗ −

=
−

−

−

+ −
=

+ −=

+ −

+ −

∑
∫

∫

⌢ ⌢
ɶ ɶɶ

⌢

⌢
ɶ ɶɶ ɶ

⌢ ⌢
ɶ ɶɶ ⌢

⌢
ɶ ɶɶ

1 2( 1, );j m m







 = +



 

 , ,2

1
( , , , ), ,

, , 0 1
0

( ( ( , , ) , , ), , , )
( , , , )

( ( ( , , ) , , ), , )
r j

t
tr j i r r

r j i
r r r

g f t f t t
g t e dt

f t f t

λ ϕ ψ ηϕ ψ η ψ η ψ η
ϕ ψ η

σ ϕ ψ η ψ η ψ η

−

−

+ −
= ⋅

+ −∫
⌢

ɶ

⌢ ⌢
ɶ ɶ⌢ ⌢⌢

⌢
ɶ ɶɶ

; 

, , , 1 ( , , 1) 2 ( , , 1) 3 ( , , 1) 4 ( , , 1) 5 ( , , 1)( ,1) ( ( )r j i r j r j i r j i r j i r j i r j ig I i d b c b c b c b c b cϕϕ ψψ ηη ψ η− − − − −′′ ′′ ′′ ′ ′= ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ −  

1 1

, ( , , ) , , , 1 , , , , 1 , , , , 1
1 1 1

( ) ( , ) ( )
m mi

r l r j i l t r l t r j i l r j k r j i r k j r k i
l k k

c c I m j a c a cσ σ− − − −
= = =

′ ′− ⋅ − ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ +∑ ∑ ∑ɶ ɶɶ ɶ  

2 2 1

1 1

1 , , , , 1 , , , , 1 , , , 1 1 , , , ,
1 1 1

( , 1) ( ( )) ( , 1)
m m m

r j k r j i r k j r k i r j r j i r k j r k i
k m k m k

I j m a c a c u I j m a cβ ∗∗
− − −

= + = + =
+ + ⋅ ⋅ − ⋅ + ⋅ + + ⋅ ⋅∑ ∑ ∑

ɶɶ ɶ ɶ ; 

, , , , , , 1 ( , , 1) 2 ( , , 1) 3 ( , , 1) 4 ( , , 1) 5 ( , , 1)( ,1) ( ( )r j i r j r j i r j r j i r j i r j i r j i r j ig c I i d b u b u b u b u b uϕϕ ψψ ηη ψ ηα ∗
− − − − −′′ ′′ ′′ ′ ′= ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ +ɶɶ  

2 2

1 1

, , , , 1 , , , , 1 , , , 1 , ( , , ) , , ,
1 1 1

( ))
m m i

r j k r j i r k j r k i r j r j i r l r j i l t r l t r j i l
k m k m l

a u a u u u uβ σ σ∗ ∗
− − − − −

= + = + =
′ ′+ ⋅ − ⋅ − ⋅ + ⋅ + ⋅∑ ∑ ∑

ɶɶ ɶ ɶ ɶ ; 

2

1

, , , , 1
1

( ,1)
m

r i r k r k i
k m

g I i uµ −
= +

= − ⋅ ⋅∑
⌣

ɶ , 
2

1

, , , , 1
1

( ,1)
m

r i r k r k i
k m

g I i uγ −
= +

= − ⋅ ⋅∑
⌣⌣ ɶ ; 

( 1)

0
0

2

( , , )
( , , )

( , , )
r

r
r r r

r

f f d
v

ϕ

ϕ

σ ϕ ψ ηϕ ψ η κ ϕ
ϕ ψ η∗

∗ −

= = ⋅ ∫
⌢

ɶ ⌢ɶ ɶ
⌢

ɶ

 – час проходження відповідною частинкою шляху від точки 

1
( 1) ( 1) ( 1)( ( , , ), ( , , ), ( , , )) r
r r rx y z Gϕ ψ η ϕ ψ η ϕ ψ η∗ ∗ ∗ −

∗ − ∗ − ∗ − ∈ z  до точки ( ( , , ), ( , , ), ( , , )) rx y z Gϕ ψ η ϕ ψ η ϕ ψ η ∈ z  вздовж ві-

дповідної лінії течії, 1
rf
−ɶ  – функція, обернена відповідно до rf

ɶ  відносно змінної ϕ , 
1, ;

( , )
0, .

a b
I a b

a b

≥
=  <

 

 

Висновки. Сформовано математичну модель для прогнозування процесу доочистки води від багатокомпо-
нентних домішок після застосування коагуляції у швидких багатошарових кусково-однорідних фільтрах кону-
соподібної форми при додержанні сталої швидкості фільтрації, що враховує зворотний вплив концентрацій до-
мішок, адсорбованих на зернах завантаження, на характеристики середовища. За умови, що конвективні складо-
ві масоперенесення й адсорбція переважають над вкладом дифузії й десорбції, отримано алгоритм числово-
асимптотичного наближення розв’язку відповідної нелінійної сингулярно-збуреної крайової задачі для модель-
ної області конусоподібної форми, обмеженої двома еквіпотенціальними поверхнями і поверхнею течії та розді-
леної деякими заданими еквіпотенціальними поверхнями на кілька підобластей. 

Запропонована модель аналогічно [13, 14] для заданої сталої швидкості фільтрації дозволяє шляхом прове-
дення комп’ютерних експериментів спрогнозувати не лише зміну характеристик кусково-однорідних пористих 
завантажень, але й визначити оптимальні варіанти використання коагулянтів і фільтрувальних матеріалів, збі-
льшення тривалості роботи швидких багатошарових конусоподібних фільтрів за рахунок вибору їх форми і ви-
соти шарів з урахуванням граничнодопустимих норм по кожній компоненті багатокомпонентних домішок. 
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