
 

 ISSN 2411-2798 Вісник НТУ “ХПІ»    2015. №21(1130)     128 

 

УДК 539.3 

 

О. І. ГУЛЯР, д-р техн. наук, проф., КНУБА, Київ; 

С. О. ПИСКУНОВ, д-р техн. наук, проф., КНУБА, Київ; 

В. П. АНДРІЄВСЬКИЙ, канд. техн. наук, доц., КНУБА, Київ; 

Ю. В. МАКСИМ’ЮК, канд. техн. наук, доц., КНУБА, Київ 

 

ВИЗНАЧЕННЯ ПАРАМЕТРІВ НАПРУЖЕНО-ДЕФОРМОВАНОГО 

СТАНУ ВІСЕСИМЕТРИЧНИХ ТІЛ ПРИ ТЕРМОСИЛОВОМУ  

НАВАНТАЖЕННІ 

 
Проведено узагальнення методики моментної схеми скінченних елементів для розв’язання вісе-

симетричних задач теорії пружності при термосиловому навантаженні в нерівномірному темпе-

ратурному полі. Проведені чисельні дослідження для обґрунтування достовірності результатів і 

ефективності методики. На основі МССЕ розроблена ефективна методика розв’язання вісесиме-

тричних задач при термосиловому навантаженні. Достовірність результатів доведена шляхом 

розв’язання значної кількості тестових прикладів 
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Вступ. В роботі [1] викладена методика розв’язку вісесиметричних задач тео-

рії пружності при силовому навантаженні, в рамках якої отримані розв’язувальні 

співвідношення на основі моментної схеми скінченних елементів (МССЕ) [2]. 

Проведено чисельні дослідження для двох типів скінченних елементів, які дозво-

лили зробити висновок, що при пружному деформуванні їх збіжність практично 

однакова, якщо для модифікованого варіанту використовувати фізичні компонен-

ти тензора деформацій. Це дозволило в роботі [3] обмежитись визначенням темпе-

ратурних деформацій через їх фізичні компоненти в центрах скінченних елемен-

тів.  

Мета роботи. Метою роботи є узагальнення методики МССЕ для розв’язку 

вісесиметричних задач теорії пружності при термосиловому навантаженні в нерів-

номірному температурному полі. 

Розрахункові співвідношення МССЕ при термопружному деформуванні. 

В загальному випадку система лінійних алгебраїчних рівнянь методу скінченних 

елементів може бути подана у вигляді [4]: 

       K U Q R ,                                               (1) 

де  K - матриця жорсткості системи,  U  - вектор невідомих вузлових переміщень, 

 Q  - вектор силових вузлових навантажень,  R  - вектор температурних силових 

навантажень. 

Згідно з методикою МССЕ матриця жорсткості і вузлові реакції чотирикутно-

го вісесиметричного скінченного елемента (рис. 1) з білінійним законом розподі-

лення переміщень і температур [5] 
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обчислюються за формулами [1]: 
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Рис. 1 – Вісесиметричний скінченний елемент: а – в базисній системі коорди-

нат, б – в місцевій системі координат 

 

При термосиловому навантаженні вектори напружень   ,  ,1 ,  ,2  в фор-

мулі (6) визначаються через вектори пружних деформацій 
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Компоненти матриці пружних сталих обчислюються із використанням ком-

понент метричного тензора 

   ijkl ij kl jl ik il jkC g g g g g g  ,                                     (10) 

де коефіцієнти Ляме   та   визначаються через коефіцієнт Пуассона  ' , iz T   і 

модуль пружності матеріалу (модуль Юнга)  ' , iE E z T  [6]: 
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Повні деформації   ,  ,1 ,  ,2  обчислюються через вектори вузлових пере-

міщень скінченного елементу  u : 
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Для зручності представлення розділимо матриці  
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Температурні деформації 
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Значення компонент підматриць 
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для вісесиметричних тіл визначаються відповідно до формул [3] з урахуванням 

обчислених значень компонент метричного тензору для вісесиметричних тіл: 
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Достовірність результатів при дослідженні напружено-деформованого 

стану вісесиметричних тіл при термосиловому навантаженні. В якості контро-

льного прикладу розглянемо розподіл температурних напружень в круглій плас-

тині постійної товщини із центральним отвором [8]. Температурне поле пластини 

визначимо згідно формули: 

2 1
2

1

ln
ln


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T T
T T 


 

де 1T  і 2T  температура пластини на внутрішньому 1   та зовнішньому 1  кон-

турах. На рис. 2 показано порівняння результатів отриманих аналітично в роботі 

[8] (суцільна лінія) та розрахунком за МССЕ (штрихпунктирна лінія). 

Порівняння кривих напружень показує, що вони добре узгоджуються між собою. 

Так вже при чотирьох елементах взятих вздовж радіусу пластини, максима-

льна похибка не перевищує 4-5 %, а вісім елементів забезпечують точність до 1 %.  

Значний інтерес становить порівняння чисельних результатів з експеримента-

льними даними. З цією метою була розглянута задача про термопружний стан 

диску з отвором,який знаходиться під дією нерівномірного нагрівання. 
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Температурне поле змі-

нюється вздовж радіуса диску 

у відповідності з графіком на-

веденим на рис. 3,а.  

На рис. 3, б наведені кри-

ві напружень r  та   отри-

мані експериментально мето-

дом електротензометрії [9] 

(представлені у вигляді круг-

лих позначок), результати чи-

сельних розрахунків, отрима-

них в роботі [9] (представлені 

 
Рис. 2 – Розподілення напружень в круглій пла-

стині ( 1 2( ) TK E T T ) 

суцільними лініями) та результати розрахунку за МССЕ (представлені штрихови-

ми лініями). 

      
а                                                                   б 

Рис. 3 –Диск з центральним отвором: а – розподілення температури, б – розподі-

лення напружень 

 

Порівняння результатів розрахунку за МССЕ та експериментальних даних 

показує, що вони задовільно узгоджуються між собою. Як можна побачити на-

ближені результати МССЕ та результати чисельного розрахунку в роботі [9] кра-

ще узгоджуються між собою ніж з експериментом. Скоріш за все це можна пояс-

нити великою похибкою експериментальних даних. 

Таким чином наведені дослідження показують, що застосування розробленої 

методики визначення термонапруженого стану в дисках і пластинах дозволяє 

отримувати достовірні результати. 

Розглянемо температурні напруження в суцільному диску, що обертається з 

кутовою швидкістю   (1/сек). Нехай температурне поле змінюється лише вздовж 

радіуса, а по товщині диск нагрітий рівномірно. В роботі [10] наведений аналітич-

ний розв’язок цієї задачі при умові незалежності модуля пружності Е та коефіціє-

нта лінійного розширення T  від температури. В цьому випадку формули для об-

числення напружень r ,   мають наступний вигляд [10]: 
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  - щільність матеріалу,   - питома вага  матеріалу. 

Для співставлення результатів розрахунку, отриманих за наведеними форму-

лами і за розробленою методикою, розглянемо термопружний стан стального дис-

ка ( 0.00786 кг/см
3
) при квадратичному розподілі температури 2( ) T r cr . 

Для зручності представимо, що E , 
T , c  дорівнюють одиниці. Кутову швид-

кість приймемо рівною 3.14 1/сек. В табл. 1 наведено порівняння результатів точ-

ного та наближеного розв’язків при квадратичному законі розподілу температури 

вздовж радіуса диска.  

 

Таблиця 1 – Порівняння результатів розрахунку 

  r    

[10] МССЕ похибка [10] МССЕ похибка 

0.05 3.990 3.921 1.7 3.970 3.893 1.95 

0.15 3.910 3.856 1.4 3.730 3.685 1.20 

0.25 3.750 3.710 1.1 3.250 3.216 1.06 

0.35 3.510 3.475 1 2.530 2.503 1.07 

0.45 3.190 3.161 0.9 1.570 1.549 1.34 

0.55 2.790 2.765 0.9 0.370 0.353 4.20 

0.65 2.310 2.289 0.9 -1.069 -1.063 1.30 

0.75 1.750 1.740 1.0 ' -2.749 -2.761 0.43 

0.85 1.110 1.095 1.3 -4.669 -4.674 0.20 

0.95 0.390 0.377 3.2 -6.289 -6.846 0.25 

1.00 0.000 0.000 0.0 -8.000 -8.000 0.00 

 

При порівнянні результатів виходить, що похибка в напруженнях r  за мак-

симальними значеннями дорівнює 1.7%, а максимальні напруження  , що отри-

мані за наведеними формулами та по розробленій методиці співпали, що свідчить 

про високу точність запропонованого варіанту МСЕ.  

Таким чином, наведені результати показують, що методика побудована на 

МССЕ, дозволяє з високою точністю описувати термопружний стан дисків при рі-

зних законах розподілу температури та зовнішнього навантаження. 

В конструкціях та окремих деталях, що працюють під впливом об’ємних та 

поверхових сил при нерівномірному нагріві, фізико-механічні характеристики ма-

теріалів можуть суттєво залежати від температури. Актуальним є апробація розро-

бленої методики для розв’язання такого типу задач. Нижче наводяться результати 

розв’язання задачі про узагальнений деформований стан неоднорідного циліндра. 

Неоднорідність циліндра полягає в залежності модуля пружності Е від радіуса ци-

ліндра і обумовлена впливом нерівномірного нагріву. 

Результати розрахунку порівнювались із розв’язком, отриманим в роботі [10].  
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При розрахунках досліджувалась 

потрібна кількість елементів розбивки 

циліндра по товщині при якій досяга-

ється збіжність результатів. Як випли-

ває із графіків, наведених на рис. 4; до-

статнім виявилось 5 СЕ для співпадін-

ня кривих напружень r  і  . При 

цьому похибка у визначенні максима-

льних напружень не перевищує 3%, що 

свідчить про високу точність розроб-

леної методики стосовно задач із непе-

рервною неоднорідністю. 

Порівняння результатів проведене 

при наступних вихідних даних. 

 
Рис. 4 – Розподілення напружень в не-

однорідному суцільному циліндрі 

0.3,  4 11 10 T град
 , 3 0.0460610  TE e , 71.66( 0.2)  T  . 

 

Висновки. На основі МССЕ розроблена ефективна методика розв’язання ві-

сесиметричних задач при термосиловому навантаженні. Достовірність результатів 

доведена шляхом розв’язання значної кількості тестових прикладів.  
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ПУТИ ПОВЫШЕНИЯ РАБОТОСПОСОБНОСТИ  

ВЫТАЛКИВАЮЩЕГО УСТРОЙСТВА КОКСОВЫТАЛКИВАТЕЛЯ 

Создание выталкивающего устройства, основные параметры и конструктивные решения которо-

го обеспечивают повышенный уровень работоспособности за счет снижения нетехнологических 

нагрузок, является актуальной задачей. Исследовано выталкивающее устройство коксовыталки-

вателя. Изучено формирование величины эквивалентных нагрузок с учетом слеживаемости кок-

са. Проанализировано влияние конструктивных решений выталкивающего устройства на сни-

жение уровня действующих нагрузок.  

Ключевые слова: выталкивающее устройство, динамические нагрузки, конструкция. 

 

Введение. Особенностью коксохимического производства является непре-

рывная работа технологического оборудования. Это приводит к высокой напря-

женности деталей и узлов коксовых машин. 

Современному машиностроению удается повышать уровень допустимых 

напряжений деталей при расчетах на выносливость, однако расход запчастей уве-

личивается и число отказов не уменьшается. 

Одной из причин такого неблагополучного положения является появление в 

машинах нетехнологических нагрузок, в 3-4 раза превосходящих установившиеся 

технологические. Особенно возросли динамические нагрузки. 

Создание работоспособных машин для коксохимического производства в 

условиях интенсивно действующих нагрузок и увеличивающееся в них доли не-

технологических стало острой проблемой, от решения которой в значительной ме-

ре зависят технико-экономические показатели коксохимиков. 

Анализ эксплуатационных условий, в которых работает коксовое оборудова-

ние, показывает, что наиболее напряженными в работе являются детали и узлы 

выталкивающего устройства коксовыталкивателя [1-6]. 

Поэтому создание выталкивающего устройства, основные параметры и кон-

структивные решения которого обеспечивают повышенный уровень работоспо-

собности за счет снижения нетехнологических нагрузок, является актуальной за-

дачей. 

Анализ причин отказов оборудования. По данным ремонтных служб кок-

сохимических заводов отказы деталей и узлов машин являются причиной более 

чем 50% внеплановых простоев оборудования. Основными видами этих отказов 

являются усталостные разрушения. Рабочие поверхности деталей практически  
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