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ИССЛЕДОВАНИЕ ЧУВСТВИТЕЛЬНОСТИ В НЕКОТОРОМ КЛАССЕ СЛОЖНЫХ ДИНАМИЧЕ-
СКИХ СИСТЕМ 

В работе проводится анализ чувствительности позитивной динамической системы балансового типа, поведение которой описывается разо-
мкнутой непрерывной математической моделью с ограничениями, обеспечивающими получение неотрицательных решений на бесконеч-
ном интервале времени. Для исследуемой системы построены уравнения чувствительности по каждому из параметров системы, в результа-
те решения которых получены функции чувствительности системы. По результатам исследования проведены вычислительные эксперимен-
ты, результаты которых соответствуют результатам проведенных в работе теоретических исследований оценивания чувствительности. 

Ключевые слова: позитивная система, продуктивность, непрерывная модель, чувствительность, функция чувствительности, уравне-
ние чувствительности. 

 
В роботі проводиться аналіз чутливості позитивної динамічної системи балансового типу, поведінка якої описується розімкненою непере-
рвною математичною моделлю з обмеженнями, що забезпечують отримання невід'ємних розв'язків на нескінченному інтервалі часу. Для 
досліджуваної системи побудовано рівняння чутливості за кожним з параметрів системи, в результаті розв’язання яких отримано функції 
чутливості системи. За результатами дослідження проведено обчислювальні експерименти, результати яких відповідають результатам про-
ведених в роботі теоретичних досліджень оцінювання чутливості. 

Ключові слова: позитивна система, продуктивність, неперервна модель, чутливість, функція чутливості, рівняння чутливості. 
 

The analysis of the parametric sensitivity of the main characteristics of the positive dynamical system of balanced type, the behavior of which is de-
scribed by opened continuous mathematical model with constraints that ensure the obtaining of non-negative solutions on an infinite intervals of time, 
is given in this work. The dependence of the results obtained from the model on the variation of the parameters of the initial mathematical model of 
the positive dynamical system is determined. 

For the analysis of parametric sensitivity, for the investigated positive system the sensitivity equations for each of the system parameters are 
constructed. According to the results of solving the sensitivity equations, the sensitivity functions are obtained in this work. On the basis of these 
functions it is possible to analyze the changes in the main characteristics of the positive system when the values of the input parameters of the models 
are varied. 

According to the results of research, the computational experiments were conducted for the investigated system. The results of these 
experiments correspond to the results of the theoretical researches of evaluation of sensitivity. 

Keywords: positive system, productivity, continuous model, sensitivity, function of sensitivity, equation of sensitivity, stationary solution. 

 
Введение. В реальных системах управления и 

регулирования достаточно часто встречаются пара-
метры, изменяющиеся в процессе работы систем [1, 
2]. В таком случае в задачах исследования систем 
управления важную роль играет изучение вопроса 
чувствительности систем управления к вариациям их 
параметров [1–7]. Это касается в первую очередь из-
менений параметров в математических моделях, опи-
сывающих поведение исследуемого объекта. Необхо-
димость изучения этих вопросов вызвана, во-первых, 
тем, что реальные значения параметров системы, как 
правило, отличаются от расчетных, что в свою оче-
редь приводит к возникновению параметрических 
ошибок в работе систем, возникающих, как правило, в 
результате параметрических возмущений в объекте 
исследования или в его среде функционирования. Во-
вторых, информация о зависимости характеристик 
системы от изменения ее параметров может исполь-
зоваться для улучшения ее качества. Так, в том слу-
чае, если в процессе исследования выявлены отдель-
ные параметры объекта, изменение которых суще-
ственным образом влияет на его выходные характери-
стики, целесообразным становится переход к задаче 
синтеза, в которой такие изменения будут изначально 
учтены, а, следовательно, будет выработана програм-
ма действий, позволяющая максимально снизить вли-
яние таких параметров на основные характеристики 
объекта исследования, и, тем самым, становится воз-
можным добиться снижения его чувствительности к 
вариациям выделенных параметров и, таким образом, 
уменьшить параметрические ошибки и повысить ка-
чество моделируемых систем управления и регулиро-
вания. Вместе с тем, повышение качества исследуе 

мых систем управления в отдельных случаях (напри-
мер, адаптивные системы, системы с идентификацией 
математических моделей и т.п.) требует целенаправ-
ленного изменения некоторых своих параметров. В 
этих случаях также целесообразно иметь информацию 
о чувствительности системы к изменению указанных 
параметров и о степени влияния таких параметров на 
исследуемую систему управления. 

В данной работе исследование параметрической 
чувствительности проводится применительно к от-
дельному классу сложных динамических систем – 
классу позитивных динамических систем балансового 
типа [6–10], характеризующимся свойством позитив-
ности всех переменных на протяжении всего времени 
[6–23]. К таким системам относятся системы, описы-
вающие поведение сложных экономических, экологи-
ческих, биологических и других объектов [10–16, 20–
23], на основные параметры, характеристики и 
начальные условия которых накладываются ограни-
чения позитивности [10–16], гарантирующие получе-
ние неотрицательных фазовых траекторий и выход-
ных характеристик системы на протяжении всего 
времени. Математическим моделям, описывающим 
поведение указанных систем, присуще наличие боль-
шого числа ограничений на входящие в них парамет-
ры и переменные [10–13], обеспечивающие выполне-
ние требования позитивности входных и выходных 
характеристик систем, а также требование асимпто-
тической устойчивости получаемых решений. В этой 
связи особенно актуальными становятся исследования 
чувствительности исследуемого класса систем к вари-
ациям указанных параметров, позволяющие суще-
ственным образом повысить качество исследуемых  
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систем и снизить возникновение параметрических 
ошибок их функционирования, что в дальнейшем поз-
волит расширить спектр возможных управляющих 
воздействий на объект исследования, а, следовательно, 
расширить функционирование исследуемых систем в 
более широком диапазоне воздействующих факторов 
и, таким образом, повысить их эффективность. 

Анализ литературных данных и постановка 
проблемы. Аппарат теории чувствительности, изу-
чающей влияние вариации параметров (т.е. любые от-
клонения этих параметров от значений, принятых за 
исходные) на динамические свойства исследуемых 
систем, является сильным средством анализа и синте-
за систем управления и теоретической основой по-
строения новых классов систем [1–6, 17, 18]. 

При этом, анализ чувствительности, являющийся 
одним из самых эффективных способов прогнозиро-
вания результатов функционирования систем произ-
вольной природы, позволяет решить одну из важней-
ших проблем моделирования и анализа сложных си-
стем – проблему исследования влияния изменения 
параметров системы на ее основные характеристики 
при изменении различных внутренних и внешних 
факторов – путем выявления важнейших факторов, 
способных наиболее существенно повлиять на эффек-
тивность функционирования исследуемой системы. 
Серьезность этой проблемы нашла свое отражение в 
исследованиях и публикациях отечественных и зару-
бежных ученых [1-6, 17–23]. 

Основу теории чувствительности составляют мето-
ды, позволяющие качественно исследовать влияние вари-
ации параметров на динамические свойства исследуемых 
систем [1–6]. В основе различных методов теории чув-
ствительности в качестве прямых оценок чувствительно-
сти лежит использование функций чувствительности [1–
3, 5, 17], которые играют большую роль в количественной 
оценке степени влияния вариаций параметров системы на 
ее динамические свойства и по сути представляют собой 
градиенты интересных для исследователя показателей ка-
чества системы по некоторым совокупностям параметров, 
характеризующих саму систему и внешнюю среду [3, 4]. 
Поэтому в теории чувствительности важное место зани-
мают различные способы нахождения функций чувстви-
тельности для типовых классов сложных систем [1, 4–6, 
17, 18, 23], в частности и позитивных динамических си-
стем [17–19, 22, 23]. 

Основное внимание в теории чувствительности 
уделяется изучению бесконечно-малых вариаций, ко-
торое дает возможность оценить тенденцию поведе-
ния системы, получить более общие соотношения, не 
связанные с конкретным видом вариации [1, 4, 5]. 
Кроме того, непосредственное сведение оценок для 
бесконечно-малых вариаций до случая конечных, но 
достаточно малых вариаций дает возможность полу-
чить приближенные результаты с некоторой степенью 
точности [1, 2]. 

Для исследования чувствительности систем 
управления различной физической природы исполь-
зуется методика [1, 3, 4–6], позволяющая оценить 
чувствительность всех результативных показателей 
исследуемой системы к изменению каждого ее пара-
метра в отдельности, а также их реакцию на принятие 

любого управленческого решения. Такая методика ак-
тивно используется и при проведении исследования 
позитивных динамических систем [6, 7, 17, 18]. 

Поскольку в данной работе объектом исследова-
ния выступает выделенный впервые в работе [10] 
класс позитивных динамических систем балансового 
типа, то есть систем с положительными (или, по 
крайней мере, неотрицательными) переменными [6–
10, 18–21, 23], характеризующихся специфическим 
свойством (свойством позитивности) [6, 7, 10–12, 22], 
для которых построены впервые в работах [10–14] 
дискретная и непрерывная модели функционирова-
ния, то необходимо отметить, что исследования в об-
ласти чувствительности данного класса систем не 
проводились ранее и предлагаются к рассмотрению в 
данной работе. 

Цель и задачи исследования. Целью исследо-
вания является проведение анализа параметрической 
чувствительности позитивной динамической системы 
балансового типа, поведение которой описывается 
линейным неоднородным векторно-матричным диф-
ференциальным уравнением с матрицами постоянных 
коэффициентов. 

Задачей исследования является определение вли-
яния всех коэффициентов разомкнутой непрерывной 
математической модели позитивной динамической 
системы балансового типа на ее выходные характери-
стики и получение обоснования возможных размеров 
изменения варьируемых коэффициентов модели. 

Для достижения сформулированной цели были 
поставлены следующие задачи: 

а) построить уравнения чувствительности пози-
тивной динамической системы от изменения всех па-
раметров модели, описывающей поведение исследуе-
мой системы; 

б) определить функции чувствительности иссле-
дуемой системы для всех параметров математической 
модели позитивной динамической системы в зависи-
мости от вида задания функций управления; 

в) определить стационарные решения уравнений 
чувствительности; 

г) провести анализ полученных функций чув-
ствительности и стационарных решений уравнений 
чувствительности; 

г) сформулировать выводы по результатам про-
веденного анализа. 

Объект и предмет исследования. Прежде, чем 
перейти к непосредственному исследованию чувстви-
тельности позитивной динамической системы, остано-
вимся на объекте и предмете исследования, а также на 
математической модели, описывающей его поведение в 
условиях непрерывно изменяющегося времени. 

В качестве объекта исследования в данной работе 
рассматривается позитивная динамическая система ба-
лансового типа [10], под которой понимается система, 
характеризующаяся свойством позитивности ее пере-
менных на бесконечном интервале времени [10–12]. 

Поведение объекта исследования в условиях 
непрерывно изменяющегося времени описывается 
линейным неоднородным векторно-матричным диф-
ференциальным уравнением первого порядка с мат-
рицами постоянных коэффициентов [10-12] вида 
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или 

   X AX t BC t   ,    00X X ,                      (2) 

 
где время t  предполагается непрерывным; ( )X t   

n мерный вектор состояния системы,   1nX t R  ; 

,A B   матрицы размерности n n  постоянных коэф-

фициентов;    1
A I B A I

     постоянная матрица 

состояния системы (объекта) размерности n n ; 

  1
B I B

    постоянная матрица управления (вхо-

да) размерности n n ; ( )C t   n мерный вектор 

управления (входа) системы, являющийся либо за-
данным, либо функционально установленным (опре-
деляется в результате обработки экспериментальных 
данных объекта исследования методами регрессион-
ного анализа),   1nС t R  ; I   единичная матрица 

размерности n n ;   00X X   n мерный вектор-

столбец начальных условий системы. 
В представленной непрерывной модели позитив-

ной динамической системы балансового типа, описы-
ваемой уравнением (1) или (2), для обеспечения вы-
полнения свойства позитивности системы и асимпто-
тической устойчивости (по Ляпунову) получаемых 
решений на матрицы постоянных коэффициентов A , 
B  накладываются условия неотрицательности [10–
12] и продуктивности [10–13], а на матрицу постоян-

ных коэффициентов A  накладывается условие непо-

ложительности [10-14]:    1
0I B A I

   . 

Предметом исследования в работе выступают 
параметры непрерывной математической модели, 
описывающей поведение позитивной динамической 
системы балансового типа, доступные для варьирова-
ния в процессе функционирования позитивной систе-
мы, а также степень их влияния на объект исследова-
ния, а именно на его выходные характеристики. 

Для модели, описываемой уравнением (1) или (2) 
в качестве исследуемых параметров выбираются ко-
эффициенты всех матриц, а также параметры, входя-

щие в вектор-функцию         1 2, , ,
T

nC t C t C t C t  . 

При этом в работе рассматриваются вектор-функции 
( )C t , заданные соответственно в линейном, квадра-

тичном и гармоническом видах:   0C t C Ct  ; 

  0 2C t C Ct  ;   0 sinC t C C t  , где 0 , ,C C    

параметры регрессионной модели. 
Материалы и методы исследования парамет-

рической чувствительности позитивной динами-
ческой системы балансового типа. В основе прове-
дения комплексных исследований параметрической 
чувствительности позитивной динамической системы 
балансового типа является реализация следующих 
этапов: 

а) построение уравнений чувствительности для 
исследуемой системы; 

б) отыскание функций чувствительности всех 
параметров математической модели позитивной ди-
намической системы; 

в) проведение анализа функций чувствительности; 
г) формулирование выводов по результатам про-

веденного анализа. 
Исследование чувствительности позитивной си-

стемы проводится в работе на основе построения 

функций чувствительности вида    i
ij

j

X t
U t







, где 

 1,j j s    параметры модели, по которым прово-

дится анализ чувствительности исследуемой системы, 
а также на основе построения уравнений чувстви-

тельности вида    i ij
j

d
X t U t

dt





. 

Результаты исследования параметрической 
чувствительности позитивной динамической си-
стемы балансового типа. Рассмотрим позитивную 
систему, состоящую из одной подсистемы (размер-
ность системы 1n  ). В этом случае поведение ис-
следуемой системы описывается дифференциальным 
уравнением вида 
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Решая уравнение (3) методом вариации произ-

вольных постоянных при начальном условии 

 0 0X t X  и в зависимости от вида функции  C t , 

имеем общее решение уравнения (3): 
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 (6) 

 
Исследуем чувствительность решений (4)–(6) на 

изменение входных параметров 0, , , ,A B C C   непре-
рывной модели. 

Имеем следующие уравнения чувствительности 
по каждому из интересующих нас параметров: 
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1 1
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;                   (7) 
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;                            (8) 
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;                            (9) 
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;        (10) 

 

     , ,1 1

1 1

X
XdU t dF C tA

U t
dt B B d








 

 
,        (11) 

 
де    0 , ,C t C F C t  . 

Решая полученные уравнения чувствительности 
(7)-(11) в зависимости от вида функции  C t , полу-

чаем интересующие нас функции чувствительности: 
а) при 0( )C t C Ct   имеем: 
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;     (15) 

 

  0;XU t                                                             (16) 

 
б) при 0 2( )C t C Ct   имеем: 
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  0;XU t                                                            (21) 

 
в) при 0( ) sinC t C C t   имеем: 

 

 
 

    
    

   
    

 
     

  
    

2 2 2

2 2 22 2 2 22 2

1 1
*1 1

0 2 2 2 22 2 2 2

1 1 2 1 1
sin cos

1 1 1 1 1

1 2 1 1
;

1 1 1 1 1 1

X
A

A A
t t

B B

C A B C A BC
U t t t

A A B A B

C B C A Bt C
e X X e

B A B A A B

 
 

 

 

 

 
 

    
   

      

                      

              (22) 

 

 
   

    
    

    
 

   
    

    

2 2 22 2

2 22 2 2 22 2

2 2 2
1 1

*1 1
0 2 2 22 2 2 2

2 1 1 1 1
sin cos

1 1 1 1

1 111
;

1 1 1 1 1

X
B

A A
t t

B B

C A B C A B
U t t t

A B A B

C A BC BA
te X X e

B A B A B

  
 

 

 

 

 
 

    
   

     

                      

                   (23) 



ISSN 2411-2798 (print)                                                                          Механіко-технологічні системи та комплекси  

Вісник НТУ “ХПІ». 2016. №50(1222)                                                                                                                          51 

   0

1

1
1

1 ;
1

A
tX B

C
U t e

A




 
     

                             (24) 

 

     
   
 

   

2 2 2

1

1
2 2 2

1 sin 1 cos

1 1

1
;

1 1

X
C

A
t

B

A t B t
U t

A B

B
e

A B

  










  
 

  




  

          (25) 

 

 
    

      
    
    
       

      
    

22 2 2

2 2 2

2

2 2 2

2 2 2 2

2 2 2
1

1
22 2 2

1 1

1 1 1 cos

2 1 1 sin 1

1 1 cos

1 1 1 sin

1 1 1
;

1 1

X

A
t

B

C
U t

A B

A A B t t

A B t B

A B t

B A B t t

C B A B
e

A B





 

 

 

  








 
  

      

     

    

     

       
   
 

.    (26) 

 
Стационарные решения  *U t  для уравнений 

чувствительности (7)-(11), в которых достигается 
максимум по направлению изменения чувствительно-
сти по каждому из параметров модели и которые вы-
ступают в роли горизонтальной асимптоты для соот-
ветствующей функции чувствительности, имеют вид:  
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Для позитивной динамической системы балансо-

вого типа с двумя подсистемами ( 2n  ) исследование 
устойчивости проводится аналогичным образом. В 
этом случае уравнения чувствительности получаются 
путем дифференцирования решения уравнения вида 
(1) по каждому из параметров матриц, входящих в 
указанное уравнение: 

а) по параметрам  1,2, 1,2ija i j   имеем: 

 

     
2
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k s
a ki j ks a

s

U t B X t A U t


    , 1, 2k  ; 

 
б) по параметрам  1,2, 1,2ijb i j   имеем: 
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   ,
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в) по параметрам  1,2, 1,2i

jc i j   имеем: 

 

     
2

1

i i
j j

jk s
kj ksic c

sj

dC t
U t B A U t

dc 

    , 1, 2k  ; 

 
где  , 1, 2, 1,2ij ija b i j   – соответствующие элемен-

ты матриц А та В;  , 1,2, 1,2ij ijB A i j   – соответ-

ствующие элементы матриц B  и A . 
Решая эти системы с учетом начальных условий 

 0 0i iX t X   1,2i  , можно получить функции чув-

ствительности и стационарное (равновесное) реше-
ние, для каждого из параметров модели. 

Аналогичным образом проводится и исследова-
ние чувствительности позитивной системы с n  под-
системами. Полученные зависимости для случаев 

1n   и 2n  , сохраняются и на общем случае. 
С целью определения основной характеристики 

математической модели позитивной динамической 
системы, в качестве которой выступает состояние си-
стемы, и выявления влияния на нее различных видов 
функций, проведения анализа чувствительности со-
стояния системы в зависимости от варьирования всех 
параметров математической модели исследуемой си-
стемы, проведем вычислительные эксперименты для 
позитивных систем с одной и двумя подсистемами. 

Проведем вычислительный эксперимент для си-
стемы с одной подсистемой при следующих входных 
параметрах 

 
1n  ,   0, 4A  ,    0,3B  ,    0 2,6C  ;    
0,03C  ;    45  .                                            (27) 

 
и начальным условием 0 3X  , 0 0t  . 

Составляя уравнения чувствительности (4)–(6) с 
учетом имеющихся данных, находятся функции чув-
ствительности для различных видов задания функции 

 C t  и стационарные (равновесные) решения модели. 

Графическое их изображение при линейном виде за-
дания функции  C t  приведено на рис. 1. Остальные 

случаи аналогичны.  
Из рис. 1 видно, что все полученные решения 

(траектории движения динамической сложной систе-
мы) асимптотически приближаются к стационарному 
решению *X . Аналогичные заключения можно сде-
лать и для построенных функций чувствительности: 
их графики также асимптотически приближаются к 
стационарному решению *U . В данном случае оказы-
вается, что исходная позитивная система является 
чувствительной к изменению параметров 0A,B,C ,C  и 
не чувствительной к изменению параметра  . 
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а                                        б                                      в 

    
г                                           д 

Рис. 1 – График функции чувствительности и решения уравнения (1) при 0( )C t C Ct   с учетом (27) и начального усло-

вия  0 0 3X  : а – по параметру А; б – по параметру В; в – по параметру 0C ; г – по параметру C;  д – по параметру   

 
Обсуждение результатов исследования пара-

метрической чувствительности позитивной дина-
мической сис темы балансового типа. Согласно ре-
зультатам проведенного анализа разомкнутой непре-
рывной модели и построенных для нее функции чув-
ствительности, можно сделать вывод, что качествен-
ный характер траекторий выходных характеристик 
систем и траекторий чувствительности к параметрам 
системы для этой модели одинаковый, а, следова-
тельно, закономерности, полученные при исследова-
нии параметрической чувствительности позитивной 
динамической системы балансового типа, а также ре-
зультаты, полученные при проведении вычислитель-
ных экспериментов для непрерывной модели, которая 
описывается уравнением (1) при 1n  , 2n  , сохра-
няются и для общего случая позитивной системы с n  
подсистемами. 

В результате проведенных исследований было 
выявлена чувствительность исследуемой позитивной 
динамической системы к вариации ее параметров. В 
зависимости от ставящихся перед исследователем це-
лей и в соответствии с полученными ранее результа-
тами управления исследуемой системой [10, 15, 16], 
таким образом, становится возможным производить 
определенные целенаправленные управляющие воз-
действия на объект исследования с целью повышения 
его качества. Отдельные случаи таких воздействий 
рассмотрены в работах [10, 15]. 

 
Выводы. В работе проведено исследование па-

раметрической чувствительности основных характе-
ристик исследуемой позитивной динамической си-

стемы балансового типа, определена зависимость ре-
зультатов, полученных по модели, от варьирования 
параметров исходной математической модели пози-
тивной динамической системы. Для осуществления 
анализа параметрической чувствительности построе-
ны уравнения чувствительности по каждому из пара-
метров модели, которые представляют собой линей-
ные дифференциальные уравнения первого порядка с 
постоянными коэффициентами. В результате решения 
уравнений чувствительности в работе получены 
функции чувствительности, на основе которых и про-
водится анализ изменений основных характеристик 
позитивной системы при варьировании значений 
входных параметров моделей. Кроме того, получены 
зависимости, с помощью которых могут быть опреде-
лены равновесные состояния чувствительности, кото-
рые, в свою очередь, позволяют найти асимптотиче-
ские кривые для функций чувствительности и, таким 
образом, определить максимально возможные изме-
нения основных характеристик исследуемой системы. 
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