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ПОКАЗАТЕЛИ ЧУВСТВИТЕЛЬНОСТИ ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ 
ПЕРЕДАЧ К ИЗМЕНЕНИЮ МЕЖОСЕВОГО РАССТОЯНИЯ 

 
Предложена система качественных показателей для количественной оценки чувствительности 
цилиндрических передач к изменению межосевого расстояния aw. Эти показатели характеризу-
ют, как при известных профилях зубьев изменение aw влияет на: передаточное отношение, боко-
вой зазор и положение контактной точки. Приведены формулы для вычисления всех предложен-
ных показателей, а также диаграммы – примеры их использования для конкретных передач. 
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1. Постановка проблемы и актуальность задачи.  
1.1. Проблема. Пару лет назад один из авторов этой статьи был свидете-

лем разговора двух высококлассных специалистов по зубчатым передачам. 
Первому из них – работнику промышленности – нужно было модифицировать 
эвольвентные профили так, чтобы снизились контактные напряжения в на-
чальной стадии пересопряжения зубьев. Второй собеседник – преподаватель 
вуза – предлагал с помощью разработанных им методик и компьютерных про-
грамм создать новую передачу с меньшими контактными напряжениями и 
удельным скольжением, нежели в эвольвентных зацеплениях. Производствен-
ник отказался от такого предложения, сказав: "В наших передачах при про-
греве увеличивается межосевое расстояние, и нужно, чтобы при этом профили 
зубьев оставались сопряженными. Теоретически нечувствительны к измене-
нию межосевого расстояния только эвольвентные профили и ничего, кроме 
них, в этих точных высоконагруженных передачах применять нельзя". Из это-
го разговора можно сделать такие выводы. 1) В некоторых видах цилиндриче-
ских передач важным фактором их работоспособности является малая чувст-
вительность профилей зубьев к изменению межосевого расстояния. 2) В тео-
рии зацеплений используют много разных качественных показателей работы 
передач, но среди них отсутствуют общепризнанные числовые критерии для 
оценки влияния на условия работы зацеплений погрешностей взаимного по-
ложения зубчатых колес, вообще, и погрешностей межосевого расстояния, в 
частности. 3) Создание системы показателей для количественной оценки 
влияния погрешностей взаимного положения зубчатых колес на условия их 
зацепления, является актуальной задачей. 4) Разработку такой системы целе-
сообразно начать с показателей чувствительности цилиндрических передач 
(как самых распространенных) к изменению межосевого расстояния (как од-
ному из важных параметров взаимного положения).  

1.2. Качественные показатели зацеплений. Все показатели делятся на ло-
кальные и на глобальные. Локальные показатели характеризуют свойство в одной 
точке на поверхности зуба (радиус кривизны шестерни, приведенный радиус кри-
визны в контакте, угол давления и т.п.) или внутри зуба (напряжения, деформации 
и т.п.). Глобальные показатели отражают свойства передачи или зубчатого колеса 
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в целом (коэффициент перекрытия, максимальные напряжения внутри зуба, тол-
щина зуба на поверхности вершин и т.п.). Практически все глобальные показате-
ли получают обработкой локальных показателей по поверхности зацепления, или 
по поверхности и по внутреннему объему зубьев. Работы, где широко представ-
лены и использованы качественные показатели зацеплений: [1-8]. Систематиза-
ции качественных показателей сделаны: для пространственных зацеплений в [9-
11], для плоских – в [12, 13]. В последние годы заметны тенденции введения и ис-
пользования новых видов качественных показателей [13, 14], а также применение 
все более сложных с вычислительной точки зрения показателей: толщина масля-
ной пленки, критерии холодного и горячего заедания, площадь и форма пятна 
контакта, напряженно-деформированное состояние зубьев и другие. 

1.3. Возможные пути решения проблемы качественных показателей 
влияния погрешностей взаимного положения зубчатых звеньев. Оценивать 
влияние погрешностей положения звеньев на работу передач можно, исполь-
зуя одним из двух подходов: Подход 1. Провести компьютерное моделирова-
ние работы передачи при измененных параметрах взаимного положения. 
Достоинства способа: простота и универсальность подхода – можно для всех 
видов передач задавать все возможные виды отклонений взаимного положе-
ния звеньев и вычислять изменения любых качественных показателей. Не-
достатки: требуется мощный пакет программ для надежного решения обрат-
ной задачи [1] теории зацеплений в анализируемом виде передачи; большой 
объем вычислений; сложности в анализе результатов. Подход 2. Ввести сис-
тему качественных показателей влияния погрешностей взаимного положения 
зубчатых колес на работу передачи: вначале локальных показателей, а на их 
основе и глобальных. Получить необходимые расчетные уравнения (кстати, 
достаточно простые) и реализовать их в качестве надстройки той программы, 
которая используется при проектировании данного вида передач. Заметим, 
что и при использовании первого подхода придется вводить и использовать 
критерии влияния погрешностей положения на качество передачи.  

1.4. Предложенное решение. В настоящей статье использован второй подход 
применительно к цилиндрическим передачам: а) предложена система качествен-
ных показателей для количественной оценки чувствительности передач к измене-
нию межосевого расстояния; б) построены математические модели для предло-
женных показателей; в) проведено исследование чувствительности конкретных 
цилиндрических передач с помощью программы, в которой реализованы разрабо-
танные математические модели. Предлагая систему качественных показателей: 

Во-первых, ввели три основных геометро-кинематических локальных по-
казателя чувствительности цилиндрических передач к изменению межосевого 
расстояния. Это следующие коэффициенты: 

• изменения передаточного отношения, %/мм:   
 

wi aiik ∆⋅∆= /%100/ 121212 ;                                      (1а) 
 

• увеличения бокового зазора:                                     
               wak ∆∆= /δδ ;                                               (1б) 

 

• перемещения точки контакта по профилю зуба:        
 

           wS aSk ∆∆=∆ / .                                               (1в) 
 

Здесь (см. рисунок 1) ∆i12 – приращение передаточного отношения i12 в дан-
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ном положении зубчатых колес, вызванное смещением полюса зацепления W 
из-за увеличения межосевого расстояния aw на ∆aw; ∆δ – зазор между профи-
лями (с одной стороны зуба), обусловленный тем же увеличения межосевого 
расстояния aw на ∆aw; ∆S – перемещение точки контакта по профилю зуба, 
обусловленное увеличением aw на ∆aw (∆S>0 при перемещении точки контак-
та в сторону головки зуба; для шестерни и колеса перемещения ∆S1 и ∆S2 раз-
ные; коэффициентов k∆S два: k∆S1 и k∆S2). 

 

 
Рисунок 1 – Фазы изменения межосевого расстояния: 

a – исходное плотное зацепление; b – зубчатые колеса отодвинуты без их поворота; 
c) сделан поворот колеса до касания зубьев 

 

Во-вторых, ввели три вспомогательных геометрических и силовых ло-
кальных качественных показателя. Это еще три коэффициента: 
• отставания колеса по начальной окружности:              

 

*cos/ α= δ∆ kk Sw ;                                            (2а) 

• изменения угла зацепления:                                 
  π⋅∆α∆=α /180/* wak ;                                       (2б) 

• увеличения радиальной силы:                   
                 %100/ ⋅∆∆= wrFr aFk .                                        (2в) 

 

В-третьих, в качестве главных глобальных показателей чувствительности 
цилиндрических передач к изменению межосевого расстояния предлагаем ис-
пользовать: минимальные, максимальные и средние значения шести предложен-
ных локальных показателей (прежде всего – трех основных геометро-кинемати-
ческих). В качестве дополнительного глобального показателя предлагаем взять 
коэффициент изменения торцового коэффициента перекрытия (1/мм):     

 

wa ak ∆ε∆= αε / .                                              (2г) 

2. Расчетная схема, исходные данные и требуемые результаты. На 
рисунке 2 приведена схема цилиндрической зубчатой передачи (см. точку K 
контакта профилей шестерни и колеса с радиусами кривизны ρ1 и ρ2 соответ-
ственно) и заменяющий механизм с низшими парами (см. шарнирный четы-
рехзвенник O1N1N2O2, в котором вращательные кинематические пары N1 и N2 
расположены в центрах кривизны двух сопряженных профилей зубьев). На-
помним, что в заменяющем механизме в заданном положении угловые скоро-
сти и угловые ускорения ведущего и ведомого звеньев 1 и 2 те же, что и в ис-
ходной зубчатой передаче [15]. Отметим также, что сопряженные профили в 
цилиндрических передачах обеспечивают постоянство передаточного числа, 
т.е. при ω1=const, будет и ω2=const. Но для этого радиусы кривизны ρ1 и ρ2 
профилей должны удовлетворять известному уравнению Эйлера-Савари [1]:  
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где rw1, rw2 – радиусы начальных окружностей; L – расстояние точки контакта 
K от полюса зацепления W; α – угол зацепления (см. рисунки 1,а и 2).  

Любой паре сопряженных профилей в каждый момент их касания соответст-
вует один заменяющий механизм – существует метод построения такого механиз-
ма, предложенный Бобилье [1]. Заметим, что на рисунках 2 и 3 изображены в мас-
штабе: профили зубьев, их радиусы кривизны и заменяющий механизм для кон-
кретной синтезированной передачи, показанной на рисунке 5 в конце этой статьи. 

 

    
Рисунок 3 – Расчётная схема  
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Т.к. заменяющий механизм с точки зрения кинематики и геометрии есть 
аналог зубчатой передачи (до вторых производных включительно), то одинакова 
и чувствительность этих двух механизмов к изменению межосевого расстояния 
aw. Что позволяет, анализируя поведение рычажного механизма, получить рас-
четные уравнения для вычисления всех показателей чувствительности цилинд-
рических передач к изменению aw. На рисунке 3 дана расчетная схема, предна-
значенная для этой цели. На ней показан заменяющий механизм в двух положе-
ниях: в исходном положении – при расчетном межосевом расстоянии aw (см. 
схему O1N1N2O2 и рисунок 1,а), и при увеличении aw на ∆aw (см. схему O1N1N3O2, 
построенную при тех же длинах шатуна 3 и ведомого звена 2). Точка N4 – поло-
жение центра кривизны профиля колеса, когда колесо отодвинули от шестерни 
на величину ∆aw (см. рисунок 1,b), но еще не довернули на угол ∆φ2, чтобы зубья 
шестерни и колеса соприкоснулись. На рисунках 3 и 1,c изображено, как при из-
менении aw смещается полюс зацепления – переходит из точки W в W2: увеличи-
вая начальный радиус rw1 на ∆rw1, увеличивая угол зацепления α на ∆α и создавая 
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боковой зазор ∆δ на одной стороне зуба (малые перемещения показаны в круп-
ном масштабе в левой части рисунка 3). Углы φ2* и α*, присутствующие в тре-
угольнике N2N3N4, есть средние значения этих углов до и после изменения межо-
севого расстояния aw. Т.е. следует полагать: 2/22*2 ϕ∆+ϕ=ϕ  и 2/* α∆+α=α . 

Исходные данные для расчета: 1) Параметры передачи: aw – межосевое рас-
стояние; i12 – передаточное отношение (i12=z2/z1=ω1/ω2>0). 2) Положение точки 
контакта: L – расстояние точки контакта K от полюса зацепления W (направле-
ние отсчета – в направлении окружной скорости); α – угол зацепления в этой 
точке контакта. 3) Радиусы кривизны профилей в точке контакта: ρ1 и ρ2 (радиус 
кривизны положителен для выпуклого профиля). 4) Вычислительный параметр 
∆aw – приращение межосевого расстояния aw, равное, например, полю допуска на aw.  

Иногда точка контакта K может быть задана на линии зацепления не по-
лярными координатами L и α, а декартовыми: x0K и y0K в системе X0WY0. 
Приведем формулы пересчета исходных данных x0K и y0K в L и α. 

 

 )Sign( 2
0

2
00 KKK yxxL +⋅= ;   )/arctg( 00 KK xy=α ,                     (4) 

 

где функция Sign(x0K)=+1 при x0K≥0 и Sign(x0K)=–1 при x0K<0. 
Требуемые результаты – формулы для вычисления всех показателей чувстви-

тельности передачи к изменению межосевого расстояния: ki12, kδ, k∆S1, k∆S2, k∆SW, kα, kFr. 
 

3. Расчетные уравнения. Приводим их без вывода и с минимумом пояснений. 
Радиусы начальных окружностей: 

 

         ( )1/ 121 += iar ww ;   1212 irr ww ⋅= .                                  (5) 
 

Координаты центров кривизны профилей (точек N1 и N2 в системе X0WY0): 
 

α⋅ρ−= cos)( 110 Lx N ;   α⋅ρ−= sin)( 110 Ly N .                   (6a) 
α⋅ρ+= cos)( 220 Lx N ;   α⋅ρ+= sin)( 220 Ly N .                  (6б) 

Длина звена 2:   
2

202
2

2022 )( NwN yrxNO −+= .                                   (7) 

Угол поворота звена 2: 
),arctan( 202022 NNw xyr −=ϕ .                                     (8) 

 

Заметим, что функция arctan(x,y) находит полярный угол точки, отмеряемый 
от оси OX, по двум ее координатам x и y; угол лежит в интервале {–π<φ≤π}. 
 Начальные размеры треугольника N2N3N4:  

 

)cos(

cos

2

2

ϕ−α

ϕ⋅∆
= wa

ñ ;   
)cos(

sin

2ϕ−α

α⋅∆
=δ∆ wa

.                                (9) 

 

Начальные приращения углов α и φ2: 
 

 )/( 21 ρ+ρ=∆ сa ;   222 / NOδ∆−=ϕ∆ .                             (10) 
 

 Углы в треугольнике N2N3N4:  
 

            2/* α∆+α=α ;    2/22*2 ϕ∆+ϕ=ϕ .                              (11) 
 

 Размеры треугольника N2N3N4: 
 

  
)cos(

cos
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*2
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ϕ−α

ϕ⋅∆
= wa

ñ ;   
)cos(
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ϕ−α

α⋅∆
=δ∆ wa

.                          (12) 
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 Приращения углов α и φ2:         
 

)/( 21** ρ+ρ=∆ сa ;   22**2 / NOδ∆−=ϕ∆ .                            (13) 
 

 Приращение начального радиуса шестерни: 
 

*1*1 cos/)( α−ρ⋅α∆=∆ Lrw .                                    (14) 
 

 Приращение передаточного отношения: 
 

         [ ] 111212 /)1( www rrii ∆⋅+−α∆=∆ .                                (15) 
 

 Приращение радиальной силы в процентах: 
 

 [ ] %1001/tg)tg( * ⋅−αα∆+α=∆ rF .                              (16) 
 

 Показатели чувствительности передачи к изменению межосевого расстояния: 
• коэффициент изменения передаточного отношения: 

 

wi aiik ∆⋅∆= /%100/ 121212 ;                                     (17) 
 

• коэффициент бокового зазора: 

wak ∆δ∆=δ /* ;                                               (18) 
 

• коэффициенты перемещения точки контакта по профилям зубьев шестерни и колеса: 
 

                 wS ak ∆ρ⋅α∆=∆ /1*1 ;   wS ak ∆ρ⋅α∆=∆ /2*2 ;                      (19) 
 

• коэффициент доворота колеса по начальной окружности: 
 

*cos/ α= δ∆ kk Sw ;                                             (20) 
 

• коэффициент изменения угла зацепления: 
 

                 π⋅∆α∆=α /180/* wak ;                                        (21) 
 

• коэффициент увеличения радиальной силы: 
 

wrFr aFk ∆∆= / .                                              (22) 
 

4. Пример исследования чувствительности передачи к изменению aw. 
Формулы (4-22) реализованы на компьютере. На рисунках 4-5 и в таблице 
приведены результаты исследования по созданной программе двух передач с 
профилями зубьев, синтезированными по методике, изложенной в [16]. На 
рисунке 4 даны параметры и вид передачи, названной равнопрочной, т.к. в 
ней профили найдены из условия постоянства контактных напряжений вдоль 
всей линии зацепления. В средней части рисунка 4 видно, что на ножке шес-

Рисунок 4 – Передача с σH=1000МПа=const при u=9, aw=500мм, b2=36мм, P=100кВт, 
n1=1111,1об/мин: R кривизны профилей; влияние ∆aw на передаточное отношение i12 
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терни профиль зуба близок к дуге окружности радиуса R1≈31мм (при началь-
ном радиусе rw1=50мм!). При этом дуга заходит внутрь основной окружности 
эвольвентной шестерни с таким же rw1. Эта передача вполне работоспособна: 
при угле зацепления в полюсе αw=25,57°, угол давления на колесо (без учета 
сил трения) плавно уменьшается от αMAX=44,3° до αMIN=8,8°. Справа на ри-
сунке 4 показано влияния межосевого расстояния aw на передаточное отно-
шение i12. Видно, что наибольшее отклонение i12, равное ≈–0,016 (при i12=9), 
будет в начальный момент касания зубьев, если увеличим aw на 1мм. Если же 
aw увеличим на 0,2мм, то отклонение i12 будет равно –0,016×0,2=–0,0032.  

 

На рисунке 5 и в таблице приведены данные исследования модифициро-
ванной равнопрочной передачи, также с небольшими числами зубьев z1=10 и 
z2=15. В ней профили зубьев найдены из условия, что на основной части ли-
нии зацепления контактные напряжения по Герцу σH=1000Па. А в начальной 
и конечной фазах зацепления σH=750МПа (полагая контакт однопарным). На 
рисунке 5 показаны графики всех предложенных локальных качественных 
показателей. Слева под изображением картины зацепления приведены диа-

Рисунок 5 – Модифицированная передача с σH=1000/750МПа, aw=100мм, b2=23,44мм, 
P=100квт, n1=4000об/мин: R кривизны профилей; влияние ∆aw на работу передачи 
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граммы изменения радиусов кривизны синтезированных профилей: с лога-
рифмической шкалой для показа больших значений радиусов кривизны на 
участках пересопряжения зубьев, и с линейной шкалой – для показа наиболее 
важного диапазона изменения радиусов кривизны. При этом на диаграмме с 
линейной шкалой приведены для сравнения и графики изменения радиусов 
кривизны в эвольвентной передаче с σH=1000Па в полюсе зацепления. В таб-
лице – все предложенные глобальные качественные показатели. 

 

 
 

Выводы. Предложена система качественных показателей для оценки чувст-
вительности цилиндрических передач к изменению межосевого расстояния aw; раз-
работаны их математические модели; создана компьютерная программа; проведено 
исследование нескольких передач, позволившее сделать следующие выводы:  

1. При модификации любых профилей (в том числе, эвольвентных) на 
участках начала и окончания контакта зубьев, с целью снижения контактных 
напряжений σН за счет увеличения приведенного радиуса кривизны, всегда 

получаем существенное увеличение важного качественного показателя – ко-
эффициента изменения передаточного отношения ki12. 

2. Величину роста ki12 можно уменьшить за счет подбора величины и за-
кона изменения σН вдоль модифицируемых отрезков профилей зубьев. 

3. В принципе, можно синтезировать основные участки профилей зубьев 
по комплексному критерию качества F=F(ki12, σН) так, чтобы и σН стало при-
емлемым, и ki12 увеличивалось менее резко. 

4. Предложенная и рассмотренная система коэффициентов качества мо-
жет послужить основой более полной системы локальных и глобальных каче-
ственных показателей для оценки влияния погрешностей взаимного положе-
ния зубчатых звеньев на условия контакта зубьев и работу передач. 
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Запропоновано систему якісних показника для кількісної оцінки чутливості циліндричних передач до 
зміни міжосьової відстані aw. Ці показники характеризують, як при відомих профілях зубців зміна aw впливає 
на: передавальне число, бічний зазор і положення контактної точки. Наведено формули для обчислення всіх 
запропонованих показників, а також діаграми – приклади їх використання для конкретних передач. 

Ключові слова: циліндрична передача, похибки зачеплення, якісні показники. 
 

Offer a system of quality indicators for quantity evaluation of sensitivity of cylindrical gearings 
from change center distance aw. Indicators are characterizing how changing of aw with known tooth pro-
file is affect to: transmission ratio, backlash and meshing point position. Approved formulas for calcula-
tion all presented indicators, also diagrams – as examples of using for concretely gears. 

Keywords: cylindrical gearing, gearing error, gearings qualitative indicators. 
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