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Розміри різців, які не стосуються профілю, виконуються відповідно до 
корпуса зуборізної головки, а їх розрахунок приведено в [8]. 

 

Висновки: 
1. Ширина западини плоского спіроїдного колеса, визначена за формулою (1), 

суттєво менша, ніж визначений як для конічного колеса з криволінійними зуб‘ями; 
для колеса z2=23, mn=5, β=46,021° – збільшення становить майже 1мм. 

2. Ширина вершинної різальної кромки різців зуборізної головка, яка обро-
блює угнуту сторону зуба, відповідним чином зменшується, що треба враховува-
ти при конструюванні зуборізної головки та призначенні режимів обробки колеса. 
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Введение. Актуальность задачи. Несмотря на значительное количество 

исследований, посвящённых контактной прочности зубчатых передач Новикова, 

© В.И. Короткин, Ю.Д. Харитонов, 2014 
ISSN 2079-0791. Вісник НТУ "ХПІ". 2014. № 31 (1074) 70 

остаются ещё в этом направлении важные вопросы, требующие изучения, одним из 
которых является вопрос о контактной напряжённости поверхностей зубьев в си-
туации близкого к торцу зубчатого венца расположения площадки контакта. Такая 
ситуация постоянно возникает в моменты пересопряжения зубьев, и здесь сущест-
венным образом сказывается влияние торцов. Исследования в данном направлении 
позволят существенно уточнить картину контактных напряжений на площадках кон-
такта в зубчатых передачах Новикова, что и определяет актуальность этой задачи. 

 

Анализ литературы. В многочисленных источниках отечественных [1-3 
и др.] и зарубежных [4 и др.] достаточно подробно рассмотрены контактные 
напряжения, форма и размеры площадок контакта, питтинг поверхностей 
зубьев и т.д., однако нигде не учтено влияние торцов, которое весьма сущест-
венно на определённых фазах зацепления, что снижает объективность полу-
чаемых результатов, поскольку полностью исключает подход к зацеплению 
Новикова как принципиально многопарному. 

 

Цель статьи. Получение объективных данных по контактным напряже-
ниям в любой фазе зацепления, т.е. с учётом влияния торцов зубчатого венца, 
выявление опасных по разрушению зон зуба и представление полученных ре-
зультатов в виде, удобном для проведения инженерных расчётов. 

 

Постановка задачи. Поставлена и решена пространственная контактная за-
дача взаимодействия зубьев с применением моделирования в конечно-элементном 
пакете ANSYS. Инженерное представление результатов моделирования с расчёт-
ными формулами, графиками и таблицами выполнено с использованием разрабо-
танных приближённых степенных функций между параметрами контакта.  

 

Материалы и результаты исследований. Прежде всего отметим, что 
многолетними испытаниями установлено [1], что зубья передач Новикова (в 
том числе в высокотвёрдом исполнении) достаточно быстро прирабатывают-
ся, разность Δρ=ρf–ρa профильных радиусов кривизны ножки (ρf) и головки 
(ρa) парных зубьев при этом существенно уменьшается, а высотный размер 
площадки контакта, если его характеризовать величиной bH малой полуоси 
условного эллипса, становится равным некоторой величине 

 

                                              kllH lKZlb 5,05,0  ,                                            (1) 
 

где lk – хордальная высота активной головки зуба исходного контура; Kl – коэф-
фициент, учитывающий сокращение высоты активной головки зубьев при их на-
резании; Zl – коэффициент приработки, зависящий от твёрдостей поверхностей 
зубьев [1]. Поэтому длительную (т.е. при больших циклах) контактную напря-
жённость и выносливость поверхностей зубьев  следует определять с учётом 
приработки, что и принято нами при моделировании. Для рассматриваемых ниже 
передач, выполненных на базе исходного контура по ГОСТ 30224-96 [5], имеем 
lk=0,776m [1] (m – модуль зацепления), что в соответствии с (1) даёт некоторую 
усреднённую величину *

Hb 0,33, которая введена в вычислительную програм-
му. (Здесь и далее звёздочкой помечены параметры, отнесённые к модулю). 

Известно, что для передач Новикова, имеющих теоретически точечный 
контакт, в качестве критериальных используются т.н. эффективные контакт-
ные напряжения σHэ (в дальнейшем везде помеченные индексом "э"), опреде-
ляемые в соответствии с энергетической теорией прочности и учитывающие 
форму площадки локального контакта [6]. 

Пространственная контактная задача решена нами при условии заранее неиз-
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вестных формы и размеров площадки кон-
такта. Винтовой зуб колеса Новикова за-
менен эквивалентным прямым. В целях 
упрощения задачи без потери точности 
решения активная ножка парного колеса 
заменена упругим индентором (рисунок 1), 
действующим на зуб с нормальной силой 
Fn под расчётным углом. Рабочая поверх-
ность индентора состоит из точек K  ги-
перболического типа, имеющих в контакте 
профильный радиус ρf кривизны (вогнутая 
часть) и приведенный главный продоль-
ный радиус ρβ кривизны (выпуклая часть). 
Плавный переход от одной фазы зацепле-
ния к другой осуществляется перекатыва-
нием индентора по зубу и перемещением 
контактной точки K от одного торца к другому на текущее расстояние ±S от середи-
ны зубчатого венца (в середине зубчатого венца имеем S=0, на торцах – S=±0,5bw, где 
bw – рабочая ширина зубчатого венца, или длина зуба). 

Моделирование проведено в конечно-элементном пакете ANSYS. Ком-
плекс программ разработан на макроязыке APDL версии 11,0 и выше, позво-
ляющих решать задачу с введением параметрических входных данных. При 
моделировании в приповерхностном слое обоих контактирующих тел была 
выделена зона регулярного разбиения, которая в виде соответствующих экви-
дистантных поверхностей углублялась внутрь тел на некоторую величину. 
Для построения самой поверхности зуба была использована сплайн-
интерполяция второго порядка. КЭ-модель была сформирована с применени-
ем квадратичных элементов SOLID95 и контактной пары CONTA174 – 
TARGE170. Граничные условия для зуба были аналогичны таковым в задаче 
о действии на зуб сосредоточенной силы [7]. Нагрузка прилагалась к верхней 
поверхности индентора, которая перемещалась параллельно самой себе строго 
в направлении действия нормальной силы, т.е. по нормали к поверхности зуба. 

При фиксированной ширине bH площадки контакта влияние на контакт-
ное напряжение оказывает её продольная протяжённость вдоль зуба. В дейст-
вительности площадка контакта отличается от эллипса, а её продольная про-
тяжённость, как показало моделирование, несколько превышает герцевскую 
величину aH большой полуоси эллипса (что связано с влиянием деформации 
изгиба зуба). Анализ показал, однако, что тесная корреляция между полудли-
ной реальной площадки контакта и расчётной величиной *

Ha  позволяет вести 
расчёт эффективных напряжений по Герцу с внесением установленного модели-
рованием некоторого поправочного коэффициента (о котором – ниже). 

Пусть 0
Hэ  – расчётное эффективное напряжение в положении теоретической 

точки контакта посредине длины зуба (S=0), т.е. без учёта влияния торцов. Это на-
пряжение назовём базовым, при коэффициенте Пуассона μ=0,3 оно равно [6]: 

 

                                        0
Hэ  = 

)1(

16,0 2





HH

n

ba

F
,                                           (2) 

 

где β – т.н. коэффициент эллиптичности, равный отношению bH / aH. 
Задаваясь отношением ψ=aH / bH, с помощью полных эллиптических интегра-

 
Рисунок 1 – Общий вид упругого индентора, 
K – одна из теоретических точек контакта 

гиперболического типа 
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лов K,F найдём [6] отношение Cαβ=ρα / ρβ профильного приведенного главного ра-
диуса ρα кривизны контактирующих поверхностей зубьев к продольному ρβ, а так-
же сам радиус ρβ из (4) при модуле упругости E=2∙105МПа: 

 

 ))(( 2 KFFKC  
 ;        (3)                 31)( /

neH /EFna  ,        (4) 
 

где 312 )]1()[(2023,1 /
e /FKn  .   
Тогда необходимый для моделирования радиус ρf индентора ρf=ρa+Δρ, 

где Δρ=(ρa)
2/(ρα–ρa), ρα=Cαβ∙ρβ. 

В таблице 1 даны исходные параметры и результаты расчёта. Здесь же при-
ведены соответствующие результаты моделирования максимальных по длине зу-
ба базовых эффективных напряжений σHэ (Ft – окружное усилие, zv – приведен-
ное число зубьев, x* – смещение исходного контура при нарезании зубьев). 

 

Таблица 1 – Исходные параметры и базовые (при S*=0) эффективные контактные напряжения 
расчётные ( 0

Hэ ) и полученные в процессе моделирования как максимальные по длине зуба (σHэ) 

Ft=100H; m=1мм; zv=18; x*=0; *
Hb 0,33; *

wb 20  

*
w

*
H /ba  *

Ha  β *
  

*
  *Δ  *

f  0
Hэ , МПа σHэ, МПа 

0,05 1 0,33 58,9 10,947 0,1923 1,550 469 363 
0,10 2 0,165 338,6 21,031 0,0937 1,452 282 256 
0,15 3 0,11 973,5 31,198 0,0618 1,420 202 175 
0,20 4 0,0825 2084 41,402 0,0461 1,404 157 131 
0,25 5 0,066 3784 51,622 0,0367 1,395 128 107 

 

Из таблицы 1 видно, что во всех случаях Hэ < 0
Hэ , что объясняется 

увеличенной реальной длиной площадки контакта в сравнении с расчётной. 
Для перехода от расчётного эффективного напряжения к полученному моде-
лированием введём поправочный коэффициент, описываемый интерполяци-
онным полиномом, содержащим отношение ψ: 

 

          13,063,2067,18967,70633,933/ 2340  HэHэK .    (5) 
 

Из зависимости (2) следует, что передачи с одинаковым параметром Ft / m
2 имеют 

(при прочих равных условиях) одну и ту же расчётную контактную напряжённость. 
Как показало исследование, тот же принцип сохраняется и при моделировании. Этот 
параметр носит универсальный характер и назван нами фактором напряжённости.  

На рисунках 2, 3 приведены компьютерные графики нормальных (σH) и эффек-
тивных базовых напряжений для двух вариантов: ψ=0,10, 6,338*   и ψ=0,25 

3784*   передачи: H1000,33,0,20,18,0,мм1 ***  tHwv Fbbzxm . 

Отметим, что если в передаче ψ=0,25 (рисунок 3) максимумы базового 
как нормального, так и эффективного напряжений приходятся на центр кон-
тактной площадки (т.е. на сечение зуба, в котором расположена точка теоре-
тического контакта), то в передаче ψ=0,10 (т.е. при более короткой площадке) 
максимум нормального напряжения остаётся в центре площадки, а эффектив-
ного приходится на её крайние участки (рисунок 2). 

Исследование напряжённого состояния по фазам зацепления показало, 
что оно зависит не только от положения S точки (площадки) контакта по дли-
не зуба по отношению к средней (базовой), но и от отношения ψ.  

Моделирование по фазам зацепления проведено в диапазоне 
*5,00 w

* b...S  , т.е. с учётом зацепления на торце. 
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Рисунок 2 – Полученные при моделирова-

нии компьютерные графики при 
0,6,338,10,0 *   S  

Рисунок 3 – Полученные при моделирова-
нии компьютерные графики при 

0,3784,25,0 *   S  
 

На рисунках 4, 5 показаны компьютерные графики фазовых нормальных 
σHs и эффективных σHэs напряжений при положении последних близко к торцу 
(S*=9,75) для тех же указанных выше двух вариантов передачи. Здесь картина 
следующая: нормальное напряжение на торце существенно ниже, чем вблизи не-
го, а максимум эффективного напряжения приходится практически на торец. 

 

Рисунок 4 – Полученные при моделиро-
вании компьютерные графики при 

75,9,6,338,10,0 **   S  

Рисунок 5 – Полученные при моделирова-
нии компьютерные графики при 

75,9,6,338,10,0 **   S  
 

Графическое изображение функции максимального эффективного фазо-
вого напряжения σHэs=f(S*) при различных значениях ψ представлено на рисун-
ке 6, из которого видно, что влияние торцов на эффективные напряжения начи-
нает сказываться только при S*>5,5 для ψ=0,10, но уже при S*>3 для ψ=0,25. 

Чтобы иметь возможность определения σHэs в любой фазе зацепления, разработана 
таблица 2 коэффициентов KHэs=σHэs/σHэ в зависимости от ψ и универсального парамет-
ра tH, равного отношению 

       wH bSt / ,                                                    (6) 
 

что позволяет вести расчёт при любом заданном bw. 
Проводить оценочные инженерные расчёты с использованием эллиптических 

интегралов сложно и неудобно. Ниже предлагается система формул, разработанная 
для E1=E2=E=2∙105МПа, μ1=μ2=μ=0,3 с помощью достаточно точной аппроксима-
ции теоретических зависимостей степенными функциями вида y=Axa [8]: 
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Для составления условия 
контактной прочности необхо-
димо располагать значением 
допускаемого эффективного 
напряжения. С этой целью, как 
показано в [6], можно использо-
вать допускаемое напряжение 
σHP для линейного контакта [9], 
переводя его в эффективное 

        σHPэ, равное при μ1=μ2=μ=0,3 
 

      НРHPэ  4,0 .       (11) 
Теперь условие контактной проч-

ности для любой фазы зацепления: 
 

HPНэsHes  5,2 ,      (12) 
 

где σHPes – т.н. приведенное (критери-
альное) эффективное контактное на-
пряжение для любой фазы зацепле-
ния, которое на основании (5), (10), 
(12) и таблицы 2 может быть оконча-
тельно записано в виде: 

 

31,069,0074,193,19 



  nНэsHes FlKK , (13) 

или 
3/23/157,025,641 



  nНэsHes FCKK . (14) 

 

Выводы: 
1. При сложном напряжённом 

состоянии, в котором находятся поверхности зубьев колёс передач Новикова, 
оценку контактной напряжённости следует проводить не по нормальным, а 
по эффективным напряжениям, учитывающим форму площадки контакта. 

2. Выполняя приведение эффективного напряжения умножением на 
множитель 2,5 (при коэффициенте Пуассона 0,3) можно в условии контакт-
ной прочности воспользоваться допускаемым нормальным напряжением, ус-
тановленным в стандарте для теоретически линейного контакта. 

3. При удалении площадки контакта от середины зубчатого венца во 
время её перемещения по длине зуба (т.е. при прохождении различных фаз 
зацепления) начинает сказываться влияние торца на напряжённое состояние 
зубьев, постепенно усиливаясь по мере приближения площадки к торцу.  

Таблица 2 – Значения отношений 
KHэs=σHэs/σHэ в различных фазах зацепления 

в зависимости от ψ и tH 
ψ=0,05 ψ=0,10 ψ=0,15 ψ=0,20 ψ=0,25 

tH 
KHэs KHэs KHэs KHэs KHэs 

0,500 3,82 2,64 2,75 2,92 2,96 
0,488 3,15 2,45 2,51 2,63 2,65 
0,475 2,46 2,20 2,37 2,53 2,57 
0,463 1,66 1,97 2,21 2,43 2,49 
0,450 1,52 1,72 2,05 2,32 2,39 
0,425 1,31 1,26 1,82 2,09 2,22 
0,400 1,19 1,18 1,41 2,03 2,05 
0,375 1,12 1,11 1,17 1,72 1,85 
0,350 1,06 1,08 1,12 1,34 1,80 
0,325 1,02 1,04 1,09 1,13 1,54 
0,300 1,01 1,04 1,06 1,08 1,26 
0,275 1,00 1,03 1,05 1,05 1,13 
0,250 1,00 1,02 1,03 1,03 1,09 
0,200 1,00 1,01 1,02 1,02 1,05 
0,150 1,00 1,01 1,01 1,02 1,02 

0 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 

Рисунок 6 – Графики функций фазового 
эффективного напряжения σHэs=f(S*): 

1 – ψ=0,05; 2 – ψ=0,1; 3 – ψ=0,15; 4 – ψ=0,2; 5 – ψ=0,25 
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4. При среднем (базовом) положении площадок контакта максимум нормаль-
ных напряжений находится в центре площадок, в то время как максимум эффек-
тивных напряжений находится либо в центре площадок (для сравнительно длин-
ных площадок), либо смещается к их краю (для сравнительно коротких площадок). 

5. Для площадок, расположенных близко к торцу и на самом торце нор-
мальное напряжение на торце существенно ниже, чем вблизи него, а макси-
мум эффективного напряжения приходится практически на торец. 

6. Обработка результатов моделирования позволила предложить расчёт-
ные инженерные формулы для определения максимальных приведенных 
(критериальных) эффективных контактных напряжений в любой фазе зацеп-
ления, что имеет принципиальное значение при оценке напряжённости зубьев 
в условиях их многопарного зацепления. 

 

Работа выполнена при частичной финансовой поддержке РФФИ, грант 13-08-00386. 
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