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На основі розробленої моделі визначення спектру головних частот планетарного колісного редук-
тора (ПКР) визначено форми коливань, досліджено пружні зв’язки між парціальними системами. 
Встановлено суттєве зниження перших двох головних частот при збільшенні числа сателітів, а та-
кож за наявності тріщини в епіциклі. Вищі частоти практично не змінюються. Підвищення жорст-
кості опор сателітів зменшує критерій пов’язаності коливань поступальних парціальних систем 
сателітів з обертальними удвічі, що сприяє послабленню пружних зв’язків коливальної системи 
ПКР. Аналогічний, але значно менший, ефект спричиняє зниження куту зачеплення. 
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Вступ. Актуальність задачі. Дослідження механічних коливань планета-

рних зубчастих передач є складною науковою задачею, перманентно актуаль-
ною внаслідок бурхливого зростання питомої потужності машин (на одиницю 
маси або об’єму) та швидкодії складових передаточних механізмів, а також че-
рез жорсткі вимоги споживачів щодо рівня вібрацій та шуму, надійності, стій-
кості функціонування та керованості всіх об’єктів нової техніки.  

Актуальною також є задача вібраційної безрозбірної діагностики техніч-
ного стану планетарних колісних редукторів (ПКР) у складі трансмісії автобу-
сів, тролейбусів, кар’єрних самоскидів, позашляховиків, військової техніки та 
ін. транспортних засобів, рішення якої потребує моделюванні динаміки коли-
вальної системи із врахуванням особливостей прояву типових ушкоджень [1, 2]. 

 

Аналіз відомих досліджень. Одними з самих найменш надійних елементів 
силової трансмісії тролейбусів є планетарні зубчасті редуктори у складі тихохід-
них провідних мостів, що навантажені крутним моментом, значно перевищуючим 
момент тягового двигуна. Вплив окремих параметрів розрахункової моделі плане-
тарної передачі на власні частоти крутних та поперечних коливань зубчастих коліс 
розглянуто у низці сучасних досліджень [3-5]. Розроблені як циклічно симетричні, 
так і асиметричні динамічні моделі, що враховують змінну жорсткість зубчастих 
зачеплень, усереднену жорсткість підшипників, нерівномірне колове розташування 
сателітів та ін. параметри пружної системи. Однак отримані результати та рекомен-
дації безпосередньо не застосовні для цілей вібраційної діагностики технічного 
стану ПКР, оскільки не враховують елементи самовстановлення конструкції, а та-
кож системний вплив змінної жорсткості епіциклу при виникненні втомної тріщини. 

 

Постановка завдання. Метою дослідження є формування математичної 
моделі коливань системи ПКР з "плаваючою" конструкцією сонячної шестерні, 
опорами якої є сателіти, з урахуванням поперечних і крутних коливань шесте-
рні, водила, епіциклу і сателітів. Основними завданнями дослідження є визна-
чення спектру головних частот ПКР з урахуванням впливу змінної колової жо-
рсткості епіциклу за наявності пошкоджень, форм коливань та пов’язаності ко-
ливань основних парціальних систем.  
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Визначення спе-
ктру головних частот 
ПКР. Залежно від кон-
струкції передачі та 
мети дослідження роз-
рахункова динамічна 
модель коливальної 
системи ПКР може 
враховувати як пружні 
так і демпферні власти-
вості складових елеме-
нтів та мати від 10 до 
20, або більше степенів 
вільності. Розглянуто 
узагальнену динамічну 
модель ПКР, кожна з 
основних ланок якої 
має дві поступальні та 
одну обертальну рух-
ливості (рисунок 1). 

Прийнято наступні позначення: s – (sun) сонячна шестерня; c – (carrier) 
водило; r – (ring) епіцикл; p – (planet) сателіт; и – колова (зведена крутна) де-
формація; sp і rp – пружні з’єднання (зачеплення) сонячної шестерні (s) і епі-
циклу (r) з сателітами (p); iirrccss nyxyxyx ,,,,,,,  (і=1…N) – поперечні змі-

щення осей шестерні, водила, епіциклу та сателітів внаслідок пружних дефор-
мацій; N – число сателітів; prcs rrrr ,,,  – радіуси основних кіл шестерні, водила, 

епіциклу та сателітів відповідно; prc ccc ,,  – коефіцієнти жорсткості підшипни-

ків опор водила, епіциклу та сателітів; rpsp cc ,  – коефіцієнти жорсткості зачеп-

лень сонячної шестерні та епіциклу з сателітами; rucusu ccc ,,  – коефіцієнти зве-

дених крутних жорсткостей шестерні, водила та епіциклу; iprc ,,,   – попере-

чні деформації осей водила, епіциклу та сателітів; irpisp ,, ,   – деформації зачеп-

лення сателітів з шестернею та епіциклом; ircs uuuu ,,,  – пружні переміщення за 

дугами основних кіл шестерні, водила, епіциклу та сателітів. 
Використовуючи розрахункові схеми пружних переміщень, визначено де-

формації елементів ПКР у вигляді   
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де 1  та i  – кутова орієнтація осі першого та і-го сателітів відносно осі х; 

w  – кут зачеплення. 

Рисунок 1 – Узагальнена схема розрахункової моделі ПКР: 
1 – сонячна шестерня; 2 – водило; 3 – сателіти; 4 – епіцикл 
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У подальшому для узагальнених координат коливальної системи ПКР ви-
користано наступні позначення: 
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Підстановкою (1) і (2) у вираз для потенціальної енергії коливань, отри-

мано квадратичну форму у вигляді  
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Для спрощення подальших перетворень у формули (2) і (5) додатково уведено 
наступні умовні позначення:  
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2, 2, 3,sin ; cos ; sin ; cos ; sin ;w w w w i i i i i i ws k s k s          

 

     3, 4, 4,cos ; sin ; cos .i i w i i w i i wk s k           
  

 

Значення інших елементів матриці узагальнених коефіцієнтів жорсткості 
 jicC , , що не входять до (3), (4) і (5), дорівнюють  нулю. 

Елементи діагональної матриці  jiaA ,  узагальнених коефіцієнтів інерції, що 

входять до виразу кінетичної енергії системи  
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де ji qq  ,  – узагальнені швидкості відповідно до (2); sm , cm , rm , pm  і 

prcs JJJJ ,,,  – відповідно маси і осьові моменти інерції шестерні, водила, епі-

циклу та сателітів. 
Наведений спектр головних частот, (с–1), системи ПКР визначено як ко-

рені частотного рівняння 02  AC  з урахуванням формул (3)-(6) та певних 

параметрів моделі ПКР типу RABA 118/77 (таблиця 1): 
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Форми і 
критерій пов'я-
заності коли-
вань ПКР. Ві-
домо, що на екс-
плуатаційні нава-
нтаження багато-
ланкової констру-
кції механічного 
приводу суттєво 
впливає динамі-
чна зв’язаність 

коливань рухомих ланок, тобто степінь взаємного впливу коливань одних мас 
на коливання інших. На етапі проектування уявляється ефективним знизити 
динамічні навантаження трансмісії за рахунок цільового формування сукупно-
сті пружно-інерційних параметрів її елементів, що визначає характер поши-
рення крутильних коливань уздовж трансмісії. Для цього побудовано динамі-
чну модель силової передачі ПКР, визначено пружні та інерційні параметри її 
ланок та спектр головних частот. Кожній головній (власній) частоті ωi відпові-
дає вектор i , що характеризує форму коливань системи ПКР з цією головною 

частотою. Вектори 1 2, ... N    формують власні форми коливань ПКР. Число 

Таблиця 1 – Параметри елементів динамічної моделі ПКР 

Параметр Позначення 
Елемент моделі 

Сонячна 
шестерня (s) 

Епіцикл 
(r) 

Водило 
(c) 

Сателіт 
(p) 

Маса, кг m 1,9 6,8 13,8 0,85 
Зведена маса, кг I/r2 1,16 5,36 13,88 0,52 

Основний діаметр, мм d 79,404 195,45 157,5 58,026 
Жорсткість зубців, Н/м csp=crp 3,0·108 

Жорсткість опор, Н/м cp=cr=cc 108 
Зведена крутна 
жорсткість, Н/м 

cru 106 

Кут зачеплення, град αw 25,28 
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форм коливань дорівнює числу степенів вільності коливальної системи. Спектр 
головних частот розробленої моделі ПКР з трьома сателітами має 12 різних зна-
чень (співпадають – 3 і 4; 5 і 6; 9 і 10; 11 і 12; 13 і 14; 16 і 17) головних частот (7), 
тому система ПКР має 12 незалежних власних форм коливань, які визначаються 
з точністю до константи. Форми коливань відрізняються тим, що частина коор-
динат змінюється в одній фазі, а друга частина у протифазі. Наприклад, перша 
форма: координати  1 1 1 2 2 2 3 3 3, , , , , , , , , , , , ,s c r s su n u n u n u u u x y    змінюються в 

одній фазі (рисунок 2,а). Друга форма: координати  1 1 1, ,u n  змінюються у 

протифазі до координат  2 2 2, ,u n  (рисунок 2,б), і так далі. 

Система ПКР типу RABA 318/78 з 5-ма сателітами має 24 степені вільності 
(N=24), через це до узагальнених коефіцієнтів жорсткості (3)-(5) додаються на-
ступні складові: 
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До узагальнених коефіцієнтів інерції (6) також додаються складові 
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Визначено спектр головних частот для моделі ПКР з 5-ма сателітами: 
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  (12) 

 

При зменшенні колової жорсткості епіциклу, зокрема, при появі втомної 
тріщини, друга та особливо перша головні частоти зменшуються (рисунок 3). 
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а б 

Рисунок 2 – Схеми реалізації форм коливань системи, що відповідають: 
а – першій головній частоті ПКР; б – другій головній частоті ПКР 

 

Між парціальними системами (ПС) існує постійний взаємозв’язок у формі 
обміну кінетичною енергією коливань. Вирізнено та розглянуто три характерні ПС 

(для сонячної шесте-
рні, водила і епіци-
клу), що здійснюють 
6 поступальних рухів 
за координатами 

rrccss yxyxyx ,,,,,  та 

3 обертальних рухи за 
координатами rcs uuu ,, . 

Також необхідно 
враховувати ПС ко-
жного з сателітів, що 
здійснює 3 рухи за 
координатами , ,i i in u . 

За певних початко-
вих умов у початко-
вий момент часу кі-
нетична енергія ко-
ливань є зосередже-
ною в одній або декі-
лькох ПС. Коли-

вання початково збурених ПС відіграють роль зовнішніх сил для інших парці-
альних систем. Під дією таких сил амплітуди коливань інших ПС можуть зро-
стати, що призводить до зменшення амплітуди коливань у початково збурених 
ПС. Таким чином ініціюється періодичний процес обміну енергією між різ-
ними ПС. Для коливальної системи ПКР матриця узагальнених коефіцієнтів 
інерції  jiaA ,  є діагональною, через що відсутня інерційна пов’язаність коли-

вань ПС. Отже параметри коливального процесу залежить від взаємної 
пов’язаності параметрів жорсткості системи.  

 
Рисунок 3 – Графіки функцій 1-ї та 2-ї головних частот ПКР 

від колової жорсткості епіциклу при трьох сателітах 
(криві 1, 2) та п’яти (криві 3, 4) 
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Для запису матриці узагальнених коефіцієнтів жорсткості  jicC ,
 запро-

поновано наступну структуру: 
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де прийнято наступні позначення субматриць узагальнених коефіцієнтів жорсткості: 

TC  – поступальної ПС (Translation); RC  – обертальної (Rotation); 321 ,, PPP CCC  – 

сателітів (Planeten); 3,2,1, ,, PTPTPT CCC  – пружного зв'язку між поступальними і 

сателітними ПС; 3,2,1, ,, PRPRPR CCC  – між обертальними і сателітними ПС. 

Нульові елементи в структурі (13) вказують на відсутність пружного 
зв’язку між поступальними та обертальними ПС, а також між планетарними ПС. 
Розмірність матриць вказана у дужках: для  6 6TC   ;  3 3RC   ; 

 , 1 , 2 , 3, , 6 3T P T P T PC C C   ;  , 1 , 2 , 3, , 3 3R P R P R PC C C   . 

Рівень взаємного впливу коливань ПС запропоновано оцінювати за критерієм 

ji, , що залежить від жорсткості основних елементів системи ПКР, та має вигляд 

jjii

ji
ji

cc

c

,,

2
,

,  ,     9...1,  Nji .                              (14) 

 

Критерій (14) набуває значень в межах від 0 до 1,0. Якщо його значення 
близьке до одиниці, то динамічна пов’язаність коливань ланок ПКР є "силь-
ною", тобто, коливання однієї ланки суттєво впливають на коливання інших 
ланок. Якщо ж критерій ji,  близький до нуля, то динамічна пов’язаність ко-

ливань ланок ПКР є "слабкою", тобто кожна ланка здійснює коливання так ніби 
вона не має зв’язків з іншими ланками. Такі системи ( ji, ~0) уявляються ідеаль-

ними з точки зору ізоляції поширення коливань уздовж силової трансмісії, а та-
кож зниження динамічного навантаження усіх ланок і кінематичних пар.  

Для певної конструкції ПКР (див. таблицю 1) розрахунками встановлено 
максимальні значення критерію пов’язаності коливань поступальних ПС 
 rrccss yxyxyx ,,,,,  з сателітними  iii un ,, , а також обертальних ПС 

 rcs uuu ,,  з сателітними ПС  iii un ,,  (таблиця 2). 

Розрахункові значення коефіцієнтів пов’язаності визначаються складо-

3,2,1, ,, PTPTPT CCCвими елементами структури (13):  та 3,2,1, ,, PRPRPR CCC . 

ISSN 2079-0791. Вісник НТУ "ХПІ". 2015. № 35 (1144) 54

Аналіз результатів ро-
зрахунків свідчить, 
що коефіцієнти пруж-
ної пов’язаності коло-
вої координати епіци-

 ruq 9клу  (див. таб-

лицю 2 передостанній стовпець) з коловими координатами сателітів  iii un ,,  не 

перевищують значення 0,17. Найбільш значна передача енергії пружних коли-
вань  52,012,11   для дослідженого ПКР здійснюється через пов’язаність ко-

ливань поступальних ПС кожного із сателітів (за координатами ni) з оберталь-
ними (за координатами ui). Аналіз діаграми пов’язаності коливань ПС (рисунок 
4) вказує, що значення критерію 11,12  для поступальних і обертальних ПС усіх 

сателітів є практично однаковим.  
  

 
Рисунок 4 – Діаграма пов’язаності коливань парціальних систем ПКР: 

(стовбці з цифрами 1, 2, 3 відповідають сателітним ПС за координатами iii un ,, )  
 

З урахуванням формул (3) і (5) критерій (14) отримав наступний вираз:  
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Послабленню пружного зв’язку між ПС за критерієм (15) сприяє підви-
щення жорсткості опор сателітів, зменшення жорсткості усіх зубчастих зачеп-
лень, а також зменшення кута зачеплення w  (рисунок 5).  

 

Висновки:  
1. Збільшення числа сателітів від 3 до 5 (за умови незмінності інших па-

раметрів коливальної системи ПКР) зменшує перші дві головні частоти на 11%. 
Інші частоти залишаються практично незмінними. 

2. Зниження крутної жорсткості епіциклу у діапазоні значень (106…105)Н/м 
внаслідок розвитку утомної тріщини спричиняє зниження першої головної ча-
стоти ПКР вдвічі (з 380 до 190)с–1. Вищі частоти практично не змінюються. 

Таблиця 2 – Максимальні значення критерію γi,j 
пов’язаності коливань ПС 

i=1,2,3 xs, ys xc, yc  xr, yr us uc ur ui 
τi 0,277 0,0423 0,2265 0,1383 0,0563 0,1383 0 
ni 0,174 0,1194 0,1425 0,0870 0 0,0870 0,52 
ui 0,333 0 0,2727 0,1665 0 0,1665 0 
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3. Підвищення 
жорсткості опор 
сателітів у діапа-
зоні значень 
(108…3∙108)Н/м зме-
ншує критерій 
пов’язаності ко-
ливань поступа-
льних ПС сателі-
тів з оберталь-
ними  52,012,11   

удвічі, що сприяє 
послабленню пру-
жних зв’язків ко-
ливальної сис-
теми ПКР. Анало-
гічний, але значно 
менший, ефект 
спричиняє зни-
ження куту зачеп-
лення w . 
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Рисунок 5 – Графіки функцій критерію 11,12  коливань ПС 

сателітів від жорсткості їх опор cp та кута зачеплення αw 

(крива 1 при αw=25,28º; 2 – 20,28º) 


