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В статье представлен профиль исходного контура обкатных арочных передач смешанного зацеп-
ления. Головка зуба шестерни и ножка зуба колеса образованы отрезком прямой, т.е. представляют 
собой традиционное квазиэвольвентное зацепление. Ножка зуба шестерни и головка зуба колеса 
образованы кривой, полученной на основе синтеза по заданному значению приведенной кривизны. 
Приведена сравнительная оценка гоеметро-кинематических показателей таких передач с традици-
онными квазиэвольвентными передачами.  
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Введение. Актуальность задачи. Зубчатые передачи получили широкое 
распространение в приводах современных машин и во многом определяют их 
качество. Поэтому задача совершенствования зубчатых приводов есть, без-
условно, актуальной. Одним из путей решения этой задачи является поиск ра-
циональной геометрии зацепляющихся зубьев, который может быть сведен к 
задаче синтеза геометрии по заданным значениям качественных показателей 
работоспособности. Такая задача относится к проблеме многокритериальной 
оптимизации машиностроительных конструкций [1]. 

 

Анализ последних исследований и литературы. Основным критерием 
работоспособности зубчатых передач является контактная прочность рабочих 
поверхностей зубьев, которая зависит от приведенной кривизны рабочих по-
верхностей. Уменьшение приведенной кривизны приводит к снижению интен-
сивности износа зубьев, повышению толщины масляного слоя в зоне контакта 
рабочих поверхностей, уменьшению потерь в зацеплении и теплонапряженно-
сти в зоне контакта [2]. Решению задачи совершенствования зубчатых передач 
из условия контактной прочности выбором рациональной геометрии рабочих 
поверхностей зубьев посвящено значительное количество работ специалистов 
в области исследования передач зацеплением [3,4,5]. В этих работах предлага-
ются различные способы уменьшения приведенной кривизны рабочих поверх-
ностей зубьев. В работе [5] предложен метод синтеза исходного контура режу-
щего инструмента по заданной постоянной величине приведенной кривизны 
рабочих поверхностей зубьев.  

Синтез сводится к решению дифференциального уравнения, связываю-
щего геометрические параметры передачи с приведенной кривизной. Однако 
получаемые при этом передачи имеют высокую чувствительность к погрешно-
стям изготовления и монтажа по сравнению с традиционными. Устранить дан-
ный недостаток можно применением смешанного зацепления [6], в котором 
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головка зуба шестерни и ножка зуба колеса образованы отрезком прямой, т.е. 
представляют собой квазиэвольвентное зацепление, а ножка зуба шестерни и 
головка зуба колеса образованы кривой, полученной на основе синтеза по за-
данному значению приведенной кривизны, например по методу [7].  

 

Цель статьи. Получить исходный контур для реализации смешанного за-
цепления в арочной передаче и для нее определить геометро-кинематические 
показатели работоспособности. 

 

Постановка задачи. Исходный контур смешанного зацепления в работе 
[6] представлен в параметрическом виде соответственно для головки и ножки. 
Учитывая, что половина исходного контура, предназначенная для образования 
квазиэвольвентного зацепления, представляет собой отрезок прямой, ее удоб-
нее представить в явном виде, т.е.   nffff  tg1122  (рисунок 1). Поэтому 

и синтезированную часть далее получим в виде  122  . 
 

 
а                                                                             б 

Рисунок 1 – Исходный контур смешанного зацепления:  
а – для образования зуба шестерни (головка –  12 ff , ножка –  12  ); 

б – для образования зуба колеса (головка –  12  , ножка –  12 ff ) 
 

Для успешной реализации смешанного зацепления необходимо при синтезе, 
т.е. при определении зависимости  122  , выбирать угол профиля на 

начальной прямой равным углу профиля прямобочного участка. Такое равенство 
означает и равенство значений относительной приведенной кривизны, т.к. в по-
люсе она зависит только от угла профиля. Наибольшее распространение в приво-
дах машин общего назначения получили передачи с углом зацепления  20n . 

Такой угол соответствует значению относительной приведенной кривизны 
 

 92,220sin1sin10 c n . (1) 
 

Следовательно, синтезировать участок для образования ножки зуба ше-
стерни и головки зуба колеса будем по значению (1). 
 

Материалы исследований. Уравнение для синтеза передач с зубьями по 
заданной приведенной кривизне рабочих поверхностей получено в работе [6], 
приведем его к виду 
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где 21, RR  – радиусы делительных окружностей шестерни и колеса соответ-

ственно; u – передаточное отношение передачи, равное 12 RRu  ; 11 R ; 

 sin ,   – угол профиля исходного контура, '  – производная   по 1f . 

Для осуществления синтеза передач по заданному значению 0c  необхо-

димо уравнение (2) разрешить относительно 1 . Рассмотрим алгоритм син-

теза исходного контура на примере головки зуба колеса (рисунок 1,б), где 1  

принимает положительные значения. Здесь и далее параметры зацепления 
(например 21, RR ) задаются в долях модуля. 

1. Задаем постоянное значение 92,20 c . 

2. Принимаем, что синтез осуществляется для передачи с минимальным 
числом зубьев, поэтому ,521  RR  1u . 

3. Задаем начальные значения 05,010  ; 020  ;  200 . 

4. После преобразования равенства (2) получаем дифференциальное уравнение 
 

   0'' 2  CBA , (3) 
 

где 
4
120 c bAA ;   BbAbB 22 12

3
10 c ;  21

6
0

5 bCbBC c ; 
32

1A ; 
4

1B ; 
22

1C ;  11 1 uRub  ;  2
12 1 uRb  . 

5. Решение дифференциального уравнения представляем в виде ряда 
( 1 , 0 ) 

           ...6121 3
03

2
02010  aaaa  (4) 

 

где 0  – значение переменной   в точке, в окрестности которой   раскладывается 

в ряд; ''';'';';sin 030201000  aaaa  – значение функции   и 

первых трех ее производных в точке 0 ; 0  – угол профиля в этой точке. 

Последовательно дифференцируя левую часть (4) получаем при 0  
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'',' 00 cc  – первая и вторая производные 0c  по   (в общем случае заданная 

относительная приведенная кривизна может зависеть от  ). 
6. Определяем функцию  2  решением дифференциального уравне-

ния 2
2 1'  . 

Решение этого уравнения представим в виде ряда ( 0 ) 
 

          ...'''61''21' 3
020

2
020020202     (6) 

 

где ''','',', 20202020   – значение функции 2  и ее первых трех про-

изводных при 0 . 

Последовательным дифференцированием уравнения (6) получаем 
 

  5,02
0020 1'


 aa ;   5,12
0120 1''


 aa ;     5,22
0

2
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5,12
0220 131'''


 aaaaa . 

 

На этом шаг вычислений закончен. Исходными данными для следующего 
шага являются конечные данные предыдущего. Например, второй шаг произво-
дится при 1,00  ; при 20 , равном значению 2 , вычисленному по фор-

муле (6); при 0  равном значению  , вычисленному по формуле (4) с учетом (5). 

Последним является шаг при 10  , что соответствует вершине зуба колеса. 

Чтобы получить синтезиро-
ванный участок для ножки ше-
стерни (рисунок 1,а), нужно прини-
мать отрицательные значения 

1...00  . Тогда исходный 

контур будет иметь параметры, 
приведенные в таблице 1. 

Для полученных  122   

проверим, выполняется ли для полу-
ченного контура условие отсутствия 
заострения 3,05,0 aS  (рисунок 1) 

 
.3,048207,014,325,0

25,05,0 max
12



aS
 

 

Полученное значение допу-
стимо, заострения не будет. 

Ширину кругового зуба опре-
делим для максимального угла 

Таблица 1 – Параметры исходного контура для 
образования арочных зубьев передачи смешанного 
зацепления (для образования зубьев шестерни) 

Головка зуба рейки 
( nff  tg12 ) 

Ножка зуба рейки 
(  122  ) 

,  
1f  2f  ,  

1  2  

20 1 0,36397 20* 0 0 

20 0,9 0,327573 20,3 –0,1 –0,03663 
20 0,8 0,291176 20,7 –0,2 –0,07395 
20 0,7 0,254779 21,3 –0,3 –0,11229 
20 0,6 0,218382 21,9 –0,4 –0,15187 
20 0,5 0,181985 22,6 –0,5 –0,19283 
20 0,4 0,145588 23,4 –0,6 –0,23528 
20 0,3 0,109191 24,1 –0,7 –0,27927 
20 0,2 0,072794 24,9 –0,8 –0,32484 
20 0,1 0,036397 25,6 –0,9 –0,3720 

20* 0 0 26,4 –1 –0,42078 
Примечание: * – значение профильного угла на 

начальной прямой 
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наклона  50max  при радиусе инструмента 10uR  

66,750sin10sin5,0 max  uRB . 

Определим геометро-кинематические показатели работоспособности 
арочных передач смешанного зацепления с круговым зубом в сравнении с тра-
диционными. 

На рисунке 2 представлены проекции линий контакта на плоскость XOZ, 
касательную к окружности, описывающую продольную форму зуба. Пунктир-
ными линиями показаны границы поля зацепления *1f  и *1 , определенные 

при 181 Z  и 902 Z из соотношений 
 

             221
2

21
2

2
2
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2

11
2

1 '**22;'**22  RZffRfZ . 
 

 

а 

 

б 

Рисунок 2 – Проекции контактных линий (угол поворота шестерни от –15° до 35°) 
 

На рисунках 3-10 приведены значения геометро-кинематических показа-
телей работоспособности, определенных по зависимостям [6]. 
 

Результаты исследований. Сравнение значений показателей работоспо-
собности, приведенных на рисунках 3-10 для синтезированных участков (ножка 
зуба шестерни и 
головка зуба ко-
леса), с соответ-
ствующими им 
значениями ква-
зиэвольвентной 
передачи пред-
ставлено в таб-
лице 2. 
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Таблица 2 – Соотношение показателей работоспособности на  
границе поля зацепления (ножка зуба шестерни и головка зуба колеса) 
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от 1,14 
до 1,18 

от 2,17 
до 5,06 

от 1,45 
до 1,56 

от 1,68 
до 2,06 

от 2,5 
до 5,95 

от 1,68 
до 1,83 

от 2,49 
до 6,23 

от 0,92 
до 0,99 

от 1,15 
до 1,18 

Примечание: индексы "k" и "с" относятся к квазиэвольвентному и 
смешанному зацеплению соответственно 

ISSN 2079-0791. Вісник НТУ "ХПІ". 2015. № 35 (1144) 130

 

а 

 

б 

Рисунок 3 – Значения скорости скольжения по высоте профиля зуба 
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Рисунок 4 – Скорость качения на шестерне 
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б 

Рисунок 5 – Скорость качения на колесе 
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б 

Рисунок 6 – Суммарная скорость качения 
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Рисунок 7 – Удельные скольжения ( 1h  – на шестерне; 2h  –на колесе) 
 

 

а 

 

б 

Рисунок 8 – Приведенная кривизна рабочих поверхностей 
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Рисунок 9 – Угол между вектором скорости скольжения и контактной линией 
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Рисунок 10 – Проекция вектора 12V на нормаль к мгновенной контактной линии 
Примечания к рисункам 2-10: 1. а – традиционное зацепление; б – смешанное зацепление. 

2. Рядом с линиями указаны соответствующие им углы поворота шестерни в градусах. 
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Анализ данных таблицы 2 показывает, что значения показателей работоспо-
собности синтезированной зубчатой передачи на границах поля зацепления в ос-
новном превосходят по своей величине показатели квазиэвольвентной передачи. 
 

Выводы:  
1. Получен исходный контур смешанного арочного зацепления, в котором 

головка зуба шестерни и ножка зуба колеса представляют собой квазиэволь-
вентную передачу, а ножка зуба шестерни и головка зуба колеса образованы 
кривой, полученной на основе синтеза по заданному значению приведенной 
кривизны. Предложена методика синтеза, определены геометро-кинематиче-
ские показатели работоспособности при 181 Z , 902 Z . 

2. Приведена сравнительная оценка показателей таких передач с традици-
онными квазиэвольвентными, которая показала, что на границах поля зацепле-
ния значения большинства показателей смешанного зацепления выше, чем у 
некоррегированного традиционного в 1,14…6,23 раза. Меньше на 1…8% 
только угол ν, однако это уменьшение не сказывается на значении проекции 
скорости скольжения. 

3. Наибольший эффект от применения смешанного зацепления наблюда-
ется в основании зуба шестерни. Это связано с тем, что ее число зубьев 181 Z  

близко к минимально допустимому из условия отсутствия подрезания. Повыше-
ние показателей работоспособности на зубьях колеса, напротив, незначительное 
по сравнению с шестерней. Поэтому наибольший эффект от применения сме-
шанного зацепления ожидается в передачах с минимальными числами зубьев. 
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