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машиноведения и роботомеханических систем НАКУ "ХАИ", Харьков 
 
УСЛОВИЯ ПРОЧНОСТИ И ОЦЕНКА НЕСУЩЕЙ 
СПОСОБНОСТИ ОПТИМАЛЬНОЙ ПО МАССЕ КОНСТРУКЦИИ 
ПРОСТОГО ПЛАНЕТАРНОГО МЕХАНИЗМА ТИПА AI  
 

Рассмотрена методика оценки несущей способности оптимальной по массе конструкции простого 
планетарного механизма типа AI  с учетом различных условий прочности. Методика основана на 
исследовании экстремальных свойств целевых функций аналога массы и коэффициента несущей 
способности конструкции механизма. Целевые функции задают как функции передаточного отно-
шения механизма и параметров его конструкции. В качестве параметров конструкции механизма 
принимают число сателлитов, коэффициент приведения массы эпицикла, число зубьев централь-
ного подвижного зубчатого колеса и коэффициент параметров прочности внешнего зубчатого за-
цепления. Аналог массы конструкции механизма определяют для трех условий прочности внеш-
него зубчатого зацепления – контактной, изгибной, контактной и изгибной равнопрочности.  

Ключевые слова: простой планетарный механизм типа AI , условия прочности, несущая спо-
собность, конструкция оптимальная по массе, аналог массы, контактная и изгибная равнопрочность. 

 
Введение. Актуальность задачи. Практика проектирования и создания 

приводов систем управления летательных аппаратов показывает, что требова-
ние обеспечения наименьшей массы конструкции привода и требование к его 
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нагрузочной способности могут быть не совместимы. Иногда такие требования 
могут быть взаимно противоречивыми. Разрешение такого противоречия быть 
выполнено двумя различными подходами. При первом подходе критерий ми-
нимума массы считается основным, а оценка несущей способности выполня-
ется по найденным параметрам оптимальной по массе конструкции. Для вто-
рого подхода условие обеспечение заданной несущей способности учитыва-
ется при оптимизации массы конструкции привода. Оба подхода имеют свои 
плюсы и минусы. Поэтому оценка несущей способности конструкции вышена-
званных приводов, имеющих минимальную массу, является актуальной задачей. 

 

Анализ литературы. Минимизации массы планетарных механизмов по-
священо достаточно много работ, в частности [3-5]. Однако в этих работах не 
рассматриваются вопросы оценки несущей способности этих механизмов при-
менительно к их оптимальным конструкциям. В работах [6-7] рассмотрены ме-
тодики оценки несущей способности оптимальной по массе конструкции мно-
гоступенчатых планетарных механизмов типа AIn . Эти методики относятся 
к первому подходу решения вышеназванной проблемы. Оценка несущей спо-
собности простого планетарного механизма типа AI  рассмотрена в работе [2]. 
Но и в этой работе нет исследования этой оценки применительно для конструк-

ции механизма с наименьшей массой. 
 

Цель статьи. Разработка методики оценки не-
сущей способности оптимальной по массе кон-
струкции двухступенчатого планетарного меха-
низма типа AIn . 

 

Материалы исследований. На рисунке 1 при-
ведена схема рассматриваемого планетарного меха-
низма типа AI . Моменты, действующие на входе и 
выходе механизма, обозначены, как 1T  и HT  соответ-

ственно. Символом 1Г  указан диаметральный габарит 

механизма. Суммарную массу 
AI

M  простого плане-

тарного механизма типа AI  определим в виде [5] 
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где 1 , 1b , 1d  – плотность материала, ширина зубчатого венца и диаметр делитель-

ной окружности центрального зубчатого колеса z1; k – число сателлитов z2 меха-
низма; nM – коэффициент приведения масс корпуса, водила и неподвижного зубча-
того колеса z3 к массе условного диска, диаметр которого равен удвоенному межо-
севому расстоянию внешнего зацепления z1-z2, а ширина равна ширине b1 зубчатого 

венца центрального подвижного зубчатого колеса z1; 
3
1Huu   – передаточное отно-

шение механизма; 
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Формула (1) получена в предположении, что материалы всех зубчатых ко-
лес одинаковы и одинаковы их ширины зубчатых венцов. При заданных зна-
чениях параметров k, nM и передаточного отношения u суммарная масса меха- 

 
Рисунок 1 – Схема простого 

планетарного механизма 
типа AI 
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низма определяется массой условного объема 2
1125,0 db  центрального по-

движного зубчатого колеса z1.  
Условный объем 2

1125,0 db  центрального подвижного зубчатого колеса 

z1 может быть найден из различных условий прочности. Введем в рассмотре-
ние коэффициент массы icC   

 icic dbC 2
11

1

4



 .                                             (2) 

 

В формуле (2) нижний индекс "ic" указывает на обозначение критерия прочно-

сти, из которого находят соответствующую величину  icdb 2
11 . 

С учетом (2) формулу (1) перепишем в безразмерном виде 
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Рассмотрим контактную прочность внешнего зацепления простого плане-
тарного механизма AI .  

Для внешнего зацепления z1-z2 условие контактной прочности имеет вид [1] 
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где  12H  – контактное напряжение в полюсе зацепления зубчатых колес z1 и 

z2; 1T  – вращающий момент на входе механизма; pzzuu H  11 13
3
1  – 

передаточное отношение механизма; 
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212

EE
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
  – приведенный модуль 

упругости материалов зубчатых колес z1 и z2; HK  – коэффициент, учитываю-

щий неравномерность распределения нагрузки по длине контактных линий; 

HvK  – коэффициент, учитывающий внутреннюю динамическую нагрузку; t  

– делительный угол профиля в торцовом сечении; 12tw  – угол внешнего за-

цепления зубчатых колес z1 и z2; H  – коэффициент неравномерности распре-

деления нагрузки между сателлитами z2 при расчете на контактную прочность; 
k – число сателлитов z2;  12HP  – допускаемое контактное напряжение для за-

цепления зубчатых колес z1 и z2. 
В формуле (4) размерности величин 1T , прE , b1 и d1 такие, как в работе [1]. 

Из (4) получим наименьшее значение параметра   min
2
11 Hdb  из расчета на 

контактную прочность внешнего зацепления механизма 
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С учетом формулы (5) массу условного объема 2
1125,0 db  центрального 

подвижного зубчатого колеса z1 при расчете на контактную прочность запи-
шем в виде 

ISSN 2079-0791. Вісник НТУ "ХПІ". 2015. № 35 (1144) 148

 
       22tgcos

7,0

44 12
2

12
2

12112
11

1















 

uk

u
C

u

u

k

KKET
db H

twtHP

HvHпрH
,    (6) 

 

где 
 

     12
2

12
2

1211

tgcos

7,0

4 twtHP

HvHпрH
H

KKET
C









  – коэффициент массы при расчете на 

контактную прочность. 
Аналог массы HM  простого планетарного механизма типа AI  при рас-

чете на контактную прочность внешнего зацепления z1-z2 находим по формуле 
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При заданных значениях параметров k и Mn  конструкции механизма ана-

лог его массы HM  является функцией передаточного отношения механизма u, 

т.е.  uMM HH  . На рисунке 2 приведены графики этой функции. Из пред-

ставленных графиков видно, что функция аналога массы HM  планетарного 

механизма типа AI  при расчете на контактную прочность его внешнего зацеп-
ления имеет явный минимум. При этом с увеличением числа сателлитов k или с 
уменьшением значения параметра Mn  значение этого минимума уменьшается. 

 

 
а                                                                                        б 

Рисунок 2 – График зависимости функции аналога массы  uMM HH   

при различных значениях: а – параметра k; б – параметра Mn   
 

Значение передаточного отношения механизма Hoptu  , при котором зна-

чение аналога массы HM  будет минимальным, находим из решения следую-
щего уравнения 
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Уравнение (8) – кубическое уравнение, которое можно решить численным 
методом или с помощью формулы Кардана. Например, если k=3 и Mn =7, то 
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Hoptu  =2,974. При значениях k=6 и Mn =7 находим Hoptu  =2,908. 

Из формулы (4) находим значение допускаемого момента на входе меха-
низма НT ][ 1  
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Полученная формула (9) подобна той, что приведена в [2], если сделать такие 
замены: величину передаточного отношения u поменять на параметр 1 up ; 

ввести коэффициент ][ 0k  согласно [1].  

Значение допускаемого момента нагрузки механизма НHT ][  находим из (9) 
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Перепишем формулу (10) следующим образом 
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где 1112 wbd db  – коэффициент ширины зубчатого венца относительно диа-

метра для внешнего зубчатого зацепления механизма. 
Представим соотношение (11) так, как это сделано в [2] 
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где 
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 – коэффициент, характеризующий несущую способность меха-

низма при расчете на контактную прочность его внешнего зацепления, 
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В формуле (12) учтено замечание, приведенное в [2] относительно величины 
параметра 12bd . 

При заданных значениях HK , HvK , t , 12tw , прE , HP  для внешнего 

зацепления механизма и значении диаметра эпицикла d3 несущая способность 
механизма зависит от значения коэффициента 

HAI
K

_
. На рисунке 3 приведен 

график зависимости коэффициента 
HAI

K
_

 от величины параметра p. При этом 

значение параметра 12bd  было принято равным 0,7 [2]. При увеличении зна-

чения параметра 12bd  свыше 0,7 до 1.4 значение коэффициента 
HAI

K
_

 тоже 

растет. Однако при этом увеличивается осевой размер механизма. 
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Анализ графиков, приведенных 
на рисунках 2 и 3, показывает, что 
значение передаточного отношения 
механизма maxu , при котором его не-

сущая способность будет наиболь-
шей, больше значения передаточного 

отношения Hoptu  , когда его масса бу-

дет наименьшей. Например, если k=3, 

Mn =7 и 12bd =0,7, то Hoptu  =2,974 

(p=1,974), а maxu =4 (p=3). При этом 

 HoptH uuM   =17,496,  maxuuMH  =21,333, 

)(  HoptAI
uuK  =6,645 и )( maxuuK

AI
 =7,778. 

Таким образом, несущая способность 
конструкции простого планетарного 

механизма типа AI , имеющая наименьшее значение аналога массы при рас-
чете на контактную прочность, на 16% меньше максимально возможной несу-
щей способности этого механизма. 

Рассмотрим изгибную прочность внешнего зубчатого зацепления про-
стого планетарного механизма AI .  

Для внешнего зацепления z1-z2 условие изгибной прочности имеет вид [1] 
 

 
   

  12
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1111
1  

  2
 FP

FSFvFF
F

kdb

zYKKT
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;  (13)        

 
 

  2

1 

2 
22    FP

FS

FS
FF

Y

Y
 ,  (14) 

 

где  iF  – расчетное местное напряжение при изгибе (i=1,2);   iFSY  
 – коэф-

фициент, учитывающий форму зуба и концентрацию напряжений;  iFP  – до-

пускаемые напряжения при изгибе зубьев. 
В формуле (13) с нижним индексом "F" указаны параметры, аналогичные 

тем, что указаны в формуле (4) соответственно с нижним индексом "H". При 
записи формул (13) и (14) принято, что b1=b2. 

Из формулы (13) находим наименьшее значение параметра   min
2

11 Fdb  из 

расчета на изгибную прочность внешнего зацепления механизма 
 

     
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1111
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2
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FSFvFF

F k

zYKKT
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
.                       (15) 

 

С учетом формулы (10) массу условного объема 2
1125,0 db  центрального 

зубчатого колеса z1 при расчете на изгибную прочность запишем в виде 
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  k

z
C

k

zYKKT
db F
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
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 
,             (16) 

 

где 
   

  1

1111

 

  

2 FP

FSFvFF
F

YKKT
C










 – коэффициент массы при расчете 

на изгибную прочность. 

Рисунок 3 – График зависимости коэффици-
ента 

HAI
K

_
 от величины параметра p 
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Аналог массы FM  простого планетарного механизма типа AI  при рас-
чете на изгибную прочность внешнего зацепления z1-z2 находим по формуле 
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При заданных значениях параметров z1, k и Mn  конструкции механизма 

аналог его массы FM  является функцией передаточного отношения меха-

низма u, т.е.  uMM FF  . На рисунке 4 приведены графики этой функции. Из 

представленных графиков видно, что функция аналога массы FM  планетар-

ного механизма типа AI  при расчете на изгибную прочность его внешнего за-
цепления имеет явный минимум. Оптимальное значение передаточного отно-

шения Foptu  , при котором целевая функция  uM F  принимает минимальное 

значение, находим из решения следующего уравнения  
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1 .              (18) 

 

Из формулы (18) следует, что для принятых диапазонов изменения пара-
метров k ( ]8 ,2[k ) и Mn  ( ]8,0 ,6,0[Mn ), значение передаточного отношения 

Foptu   будет в диапазоне [0,4, 1,143]. Следовательно, такие значения переда-

точного отношения Foptu   не попадают в область возможных значений переда-

точного отношения простого планетарного механизма типа AI  [2]. Поэтому 
решение о значении передаточного отношения Foptu   приходится принимать 

исключительно из конструктивных соображений. 
 

 
а                                                                                    б 

Рисунок 4 – График зависимости функции аналога массы  uMM FF   

при различных значениях: а – параметра k; б – параметра z1 

 

Из графиков, приведенных на рисунке 4 видно, что с увеличением числа 
сателлитов k или с уменьшением значения параметра Mn  или с уменьшением 

ISSN 2079-0791. Вісник НТУ "ХПІ". 2015. № 35 (1144) 152

числа зубьев центрального подвижного зубчатого колеса z1 значение аналога 
массы FM  механизма уменьшается.  

Выполним оценку несущей способности простого планетарного механизма 
типа AI  при расчете на изгибную прочность подобно тому, как это было сделано 
ранее. Из (13) находим значение допускаемого момента на входе механизма FT ][ 1  
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Величину допускаемого момента нагрузки механизма FHT ][  получим из 

формулы (19) 
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Выполним преобразование формулы (20), подобно тому, как это было 
сделано при выводе формулы (11) 
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С учетом соотношения pdd 31   получим 
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Формулу (22) представим в виде 
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где 
FAI

K
_

 – коэффициент, характеризующий несущую способность меха-

низма при расчете на изгибную прочность его внешнего зацепления, 
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Заметим, что при записи формулы (23) учтено замечание относительно пара-
метра 1bd , сделанное при выводе формулы (12). 

При заданных значениях FK , FvK , t , 12tw , FSY  и FP  для внешнего 

зацепления механизма и значении диаметра эпицикла d3 несущая способность 
механизма зависит от значения коэффициента 

FAI
K

_
. На рисунке 5 приведен 

график зависимости коэффициента 
FAI

K
_

 от величины параметра p. При этом 

значение параметра Mn =7, а значение параметра Mn  было принято равным 0,7 

[2]. При увеличении значения параметра bd  свыше 0,7 до 1,4 значение  
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коэффициента 
FAI

K
_

 тоже растет.  

Особенность графиков, приве-
денных на рисунке 5 в том, что они 
имеют максимум при одном и том же 
значении p. Это значение параметра 

p равно 3 =1,732, что соответствует 
передаточному отношению меха-
низма Fumax =2,732. Данное значение 

превышает величину Foptu  . С учетом 

этого можно принять в качестве пере-
даточного отношения FFopt uu max  . 

Например, если k=3, Mn =0,7, z1=18 и 

bd =0,7, то получим 781,86FM  и 

FAI
K

_
=20,207. 

Рассмотрим случай контактной 
и изгибной равнопрочности внешнего зацепления z1-z2 простого планетарного 
механизма типа AI .  

Учитываем, что 
 
 wt

t
bd db





cos

cos
11  и 11 zmd  . Подставив эти соотно-

шения в (5) и (15) и приняв условие равенства значений модулей при расчете 
на контактную и изгибную прочности, получим 
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В формуле (24) отсутствуют нижние индексы "12" и "1" так, как все величины 
в этой формуле относятся к внешнему зацеплению z1-z2 механизму. 

С учетом формул (6) и (16) соотношение (24) примет вид 
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u
C FH 


 .                                            (25) 

 

Выражение (25) есть условие выполнения контактной и изгибной равно-
прочности внешнего зацепления z1-z2 механизма применительно к аналогам 
массы HM  и FM  механизма. 

Подобно (7) и (17) введем аналог массы простого планетарного механизма 
типа AI  при расчете на контактную и изгибную равнопрочность внешнего за-
цепления z1-z2. Однако этот аналог может быть задан двумя способами. Для 
обозначения этого аналога задаем два символа. Первый символ будет указы-
вать на аналог контактной или изгибной прочности, а второй символ – на 
оставшийся аналог. Таким образом, получим 
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В формулах (26) верхним символом "*" обозначены величины, которые 

 
Рисунок 5 – График зависимости коэффици-

ента 
FAI

K
_

 от величины параметра p 
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удовлетворяют условию (25). 
Задав величины *

HC  и *
FC  из (25), получим следующую зависимость 

 
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1

*
1
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** 11
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
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
 ,                       (27) 

где **
FHHF CCC   – коэффициент. 

На рисунке 6 показан график зависимости передаточного отношения 

 HFCzuu ,*
1

**   от величины числа зубьев *
1z  при заданном значении коэффи-

циента HFC . Коэффициент HFC  находим по формуле 
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Выполним оценку значения ко-
эффициента HFC , если принимаем 

следующие условия:   FH KK , 

FvHv KK  , FH  ,  20twt , 

4FSY , 5101,2 прE МПа, 250FP МПа 

и 500HP МПа. Тогда получим 

HFC =114,346. Из (28) следует, чем 

больше отношение    2
HPFPпрE  , 

тем меньше будет значение коэффи-
циента HFC .  

Анализ зависимости 

 HFCzuu ,*
1

**   показывает, чем 

меньше будет значение коэффици-
ента HFC  или чем больше будет от-

ношение    2
HPFPпрE  , тем больше будет передаточное отношение *u , и 

значение числа зубьев *
1z  будет ближе к минимальному числу, равному 18.  

На рисунке 7 показаны графики зависимостей аналогов масс HFM  и 

FHM  соответственно от величины числа зубьев *
1z  для случая контактной и 

изгибной равнопрочности внешнего зацепления z1-z2 простого планетарного 
механизма типа AI . Вид этих зависимостей такой же, как и на рисунках 2 и 4. 
Поэтому для нахождения минимума этих зависимостей все справедливо то, что 
было показано для зависимостей  uM H  и  uM F  соответственно. Например, 

для данных, которые были приняты при определении оценки величины коэф-

фициента HFC , и параметрах k=3 и Mn =0,7, получим значения *
1optHFz ≈35, 

*
optHFu =2,898 и HFM =3,207. Но при данных значениях k и *

1optHFz  получим зна-

чение z2<18. Поэтому примем *
1optHFz =38, тогда имеем z2=19, z3=76, *

optHFu =3 и 

 
Рисунок 6 – График зависимости 

 HFCzuu ,*
1

**   
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HFM =3,325. 

На рисунке 7,б приведена зависимость отношения   ***
1

** 2 uuzCСMM FHHFFH  . 

Для данных, приведенных выше, имеем HFFH MM =12,628, откуда находим 

HFM ≈42. 
 

 
а                                                                                        б 

Рисунок 7 – Графики зависимостей: 
а –  *

1zMM HFHF  ;  б –  *
1zMM FHFH   

 

Для оценки несущей способности конструкции простого планетарного 
механизма типа AI  при расчете на контактную и изгибную равнопрочность 
его внешнего зацепления введем следующие величины допускаемого момента 
на выходе механизм: HFHT ][ , FHHT ][ . Эти величины задаем в виде 
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Очевидно выполнение следующих соотношений 
 

 HFHT =  FHHT ; 
*

*

__

2

u

u
KK

FAIHAI


 .                         (31) 

 

Заметим, что для введенных допускаемых моментов с двумя нижними 
символами справедливо правило, которое было принято выше применительно 
для аналогов масс. 

На рисунке 8,а приведены графики зависимостей коэффициентов 

 *
1__

zKK
HAIHAI

  и  *
1__

zKK
FAIFAI

  соответственно, которые характери-

зуют нагрузочную способность конструкции простого планетарного меха-
низма типа AI  при расчете его внешнего зацепления на контактную и изгиб-
ную равнопрочность. Зависимость отношения этих коэффициентов показана 
на рисунке 8,б. Графики, приведенные на рисунке 8, построены для данных, 
которые были приведены в примере оценки величины HFC , а также данных из 
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примера по определению значения *
optHFu .  

Вид зависимостей  *
1_

zK
HAI

 и  *
1_

zK
FAI

, показанных на рисунке 8, та-

кой же как, и вид зависимостей  pK
HAI _

 и  pK
FAI _

 соответственно, кото-

рые показаны на рисунках 3 и 5. Поэтому с учетом значений параметра p, при 
которых функции  pK

HAI _
 и  pK

FAI _
 имеют максимум, получим  

2
*
max1

HF
H

C
z  ;   

13

13*
max1




 HFF Cz .                             (32) 
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Рисунок 8 – Графики зависимостей: 
а –  *

1__
zKK

HAIHAI
 ;  б –  *

1__
zKK

FAIFAI
  

 

Применительно для зависимостей, приведенных на рисунке 8, по формуле 
(32) находим *

max1 Hz ≈57 и *
max1 Fz ≈31. При этом значения коэффициентов, опре-

деляющих нагрузочную способность механизма, составили  *
max1_ HHAI

zK

=7,778 и  *
max1_ FFAI

zK =20,207. Если вернуться, к примеру по определению зна-

чения *
optHFu =3, то получим  38*

1_
zK

HAI
=6,548 и  38*

1_
zK

FAI
=19,702. По-

лученные значения меньше максимальных не более, чем на 15%. 
В заключение сделаем ряд замечаний. В работе рассмотрены условия 

прочности применительно к внешнему зацеплению z1-z2 простого планетар-
ного механизма типа AI  и ничего не было сказано о внутреннем зацеплении 
z2-z3 механизма. Связано это с тем, что внутреннее зацепление данного меха-
низма прочнее внешнего [2]. Поэтому его прочность не лимитирует прочность 
всего механизма. Зубчатые колеса внешнего и внутреннего зацеплений дан-
ного механизма имеют один и тот же модуль. Поэтому можно говорить о кон-
тактной равнопрочности или об изгибной равнопрочности зацеплений меха-
низма. Все приведенные графики в виде непрерывных кривых следует рассмат-
ривать как данные, характеризующие свойства тех или иных зависимостей, 
приведенных в работе. Все эти зависимости на самом деле являются дискрет-
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ными функциями и, следовательно, вместо непрерывной кривой надо приво-
дить дискретное множество точек. Следует учитывать связь величин k, p и z1, 
которые, так или иначе, учитываются в приведенных в работе зависимостях. 

Выводы: 
1. Разработана методика оценки несущей способности конструкции про-

стого планетарного механизма типа AI , конструкция которого удовлетворяет 
критерию минимума массы. 

2. Приведены графики зависимостей аналогов масс и соответствующих 
коэффициентов, определяющих несущую способность конструкции меха-
низма. Эти графики позволяют быстро оценить потребные значения парамет-
ров конструкции механизма, как его передаточное отношение, так и число 
зубьев центрального подвижного зубчатого колеса. 

3. Сопоставление графиков, относящихся к аналогам масс, с одной стороны, 
и графиков, характеризующих несущую способность, с другой стороны, позволяет 
конструктору выбрать желаемый диапазон возможных значений передаточного 
отношения механизма, для которого условия минимума массы и максимума нагру-
зочной способности механизма будут реализованы с требуемой точностью. 

4. Разработанная методика может быть применима и к другим конструк-
циям простых планетарных механизмов. 
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