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УДК 531.43 
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МЕХАНИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ КИНЕМАТИКИ СКОЛЬЖЕНИЯ ЗУБЧАТЫХ КОЛЕС РЕДУКТОРА 

Розроблений метод механічного моделювання кінематики ковзання прямозубих коліс евольвентного профілю за допомогою двох тіл з плос-
кою поверхнею контакту, які кінематично пов'язані між собою і відображають характер відносного ковзання зубців коліс редуктора. Дослі-
дження умов рівномірного руху тіл моделі при "сухому законі" тертя ковзання дозволило уточнити закономірність ковзання зубця шестерні 
відносно зубця колеса. 

Ключові слова: зубчаста пара, кочення з ковзанням, механічна модель, тертя ковзання, рівномірний рух, відносне ковзання. 

Разработан метод механического моделирования кинематики скольжения прямозубых колес эвольвентного профиля с помощью двух тел с 
плоской поверхностью контакта, которые кинематически связаны между собой и отражают характер относительного скольжения зубьев колес 
редуктора. Исследование условий равномерного движения тел модели при "сухом законе" трения скольжения позволило уточнить закономер-
ность скольжения зуба шестерни относительно зуба колеса. 

Ключевые слова: зубчатая пара, качение со скольжением, механическая модель, трение скольжения, равномерное движение, относи-
тельное скольжение. 

A method has been developed for mechanically modeling of the sliding kinematics of spur gears of the involute profile by means of two bodies with 
a plane contact surface that move relative to each other with a sliding speed which is directly proportional to the sliding speed of the teeth of the 
gear wheels. The carried out researches of sliding conditions of bodies of a mechanical model allowed to determine the function of relative sliding 
of a surface of a tooth of a gear wheel with respect to the tooth of the wheel while points of contact surfaces of a teeth are moving along a working 
part of a line of action.  

Keywords: pair of gears, rolling with sliding, mechanical model, sliding friction, uniform motion, relative sliding. 

Введение. Исследование процесса трения зубча-
тых колес, обуславливающего износ поверхностей кон-
тактирующих зубьев, снижение КПД передачи, повы-
шение динамических нагрузок в процессе работы ре-
дуктора и, как следствие, выход редуктора из строя, 
представляет актуальную задачу [1–3]. Процесс взаи-
модействия зубьев зубчатых колес редуктора при пере-
даче момента сил FM ,1  со стороны ведущего колеса 

(шестерни) с числом зубьев 1z  ведомому колесу с чис-

лом зубьев 12 zz   для преодоления момента сопротив-

ления QM ,2 , представляет процесс трения качения со 

скольжением двух эвольвентных поверхностей различ-
ной конфигурации [4, 5]. Разработка и совершенство-
вание методов расчета зубчатых передач определяет 
дальнейшее совершенствование как математических 
моделей, описывающих процессы взаимодействия зуб-
чатых колес математическими формулами с последую-
щим решением полученных уравнений формальными 

методами, так и различных физических и механиче-
ских моделей процесса качения, позволяющих иссле-
довать эти процессы на моделях-аналогах [2, 3, 6]. 

Цель работы. Разработка теоретических основ 
создания механических моделей кинематики трения 
качения со скольжением прямозубых колес редуктора 
эвольвентного профиля. 

Изложение основного материала. Характерная 
особенность процесса скольжения (рис. 1) зубьев колес 
z1 и z1, вращающихся соответственно с угловыми ско-
ростями 1  и 

 
12

1
2

u


 , (1) 

где 1212 zzu   – передаточное отношение вращающихся 

колес 1z  и 2z , состоит в том, что для абсолютно жест-

ких зубьев колес [4, 5]: 

 
а                                              б                                                 в 

Рис. 1 – Кинематика скольжения зубьев зубчатых колес z1 и z2: а – на участке PL/
1  рабочей части  

линии зацепления /
2

/
1LL  в текущей точке контакта (

pi ккк ...1 ); б – в полюсе зацепления P (точка 
pк ); 

в – на участке /
12PL  линии зацепления /

2
/
1LL  в текущей точке контакта ( Mpj ккк ... ) 

1. Перемещение каждой из точек контакта M  

протяженностью 0/
2

/
1  MLLds  зубьев колес z1 и z2 на 

рабочем участке линии зацепления /
2

/
1LL  общей нормали 

NN, вдоль которой передается сила давления ( 21,FP ; на 

рис. 1 силы PF,21 и PQ,12 условно не показаны) зубу колеса 
z2 со стороны зуба шестерни z1 для преодоления силы со-
противления ( 21,12, FQ PP  ) шестерни z1 со стороны ко-

леса z2, происходит с постоянной скоростью 

© И. В. Добров, А. В. Семичев, А. В. Коптилый, И. И. Гетьман, 2017



ISSN 2079-0791 Проблеми механічного приводу 

Вісник НТУ "ХПІ". 2017. № 25 (1247) 49 

,coscoscos

coscoscos

2,2,2,1,1,2

,1,2,2,1,11

n
jjjjsP

sPiiii
n

vvvv

vvvv




 (2) 

где nv1  и nv2  – проекции на линию зацепления NN ско-

ростей зубьев колес z1 и z2 в любой точке  
( Mjpi ,...,,...,,...,,...,1 ) контакта на линии зацепления 21LL ; 

i,1 , i,2  – соответствующие углы между радиу-

сами векторами i,1 , i,2  зубчатых колес z1, z2 в теку-

щей точке контакта зубьев iк  ( pi ...1 ) на участке 

PL /
1  и перпендикулярами 11LO , 22LO , опущенными 

из центров вращения зубчатых колес 1O , 2O  на нор-

маль NN в точках 1L  и 2L , образующих теоретиче-

скую линию зацепления /
2

/
121 LLLL  ; 

s  – угол зацепления колес 1z  и 2z  с радиусами 

основных окружностей 1r  и 2r ; 

j,1 , j,2  – соответствующие углы между радиу-

сами векторами j,1 , j,2  зубчатых колес z1, z2 в 

текущей точке контакта зубьев jк  ( Mpj ... ) на 

участке /
2PL  и перпендикулярами 11LO , 22LO ; 

1,1,1  iiv , 2,2,2  iiv , 11,1  rv p , 22,2  rv p , 

1,1,1  jjv , 2,2,2  jjv  – соответствующие ско-

рости точек контакта ( iк , pк , jк ) поверхностей 

зубьев колес 1z  и 2z  на рабочей части линии за-

цепления /
2

/
1LL . 

2. Тангенциальные составляющие скоростей 

iii vv ,1,1,1 sin , iii vv ,2,2,2 sin , spp vv  sin,1,1 spp vv   sin,2,2 , 

jjj vv ,1,1,1 sin , jjj vv ,2,2,2 sin  направленные по ка-

сательной к эвольвентным поверхностям зубьев z1 и z2, 
определяют относительную скорость скольжения зубьев 
в точках контакта ( iк , pк , jк ) линии зацепления /

2
/
1LL  

0,2,1,  
iiiск vvv , 0, pскv  и 0,2,1,  

jjjск vvv ,  (3) 

которые по мере перемещения точек контакта ( iк , pк , 

jк ) по различным участкам /
2

/
1LL  меняют свою вели-

чину и направление (рис. 1 а, б, в), определяя при этом 
направление линии действия силы трения ("Сила тре-
ния: сила сопротивления при относительном переме-
щении одного тела по поверхности другого тела под 
действием внешней силы тангенциально направленной 
к общей границе между этими телами" [7]) между по-
верхностями зубьев колес z1 и z2. 

Анализ кинематики скольжения зубьев колес (п. 1 и 
п. 2) в условиях действия "сухого трения" по закону Аман-
тона-Кулона, согласно которому сила трения скольжения 
не зависит ни от скорости скольжения, ни от площади кон-
тактной поверхности скользящих тел, позволяет сформу-
лировать исходную задачу (рис. 1) в следующем виде.  

Два тела 1 и 2, равномерно перемещаются в одном 
направлении под действием нормальной силы, прижимаю-
щей эти тела друг к другу, что аналогично действию нор-
мальной силы, прижимающей эти дела друг к другу, когда 
они не перемещаются в направлении линии действия нор-
мальной силы. В свою очередь контактные поверхности 
этих тел могут перемещаться (скользить) друг относи-
тельно друга как в одном направлении, так и во взаимно 
противоположном, несмотря на то, что внешняя сила, дви-
жения, действующая на тело 1 параллельно контактной по-
верхности этих тел, не изменяет направления линии дей-
ствия, а силы трения изменяют направление на 180°.  

Для разработки механической модели кинематики 
скольжения зубчатых колес будем использовать следующую 
классификацию сил табл. 1, в том числе и сил трения (рис. 2). 

Для классификации сил трения скольжения в по-
ступательных кинематических парах [9] рассмотрим 
(рис. 2) поступательную пару трения твердых тел, рас-
положенных на роликах Р, установленных на непо-
движной поверхности О. При этом учитывается, что 

сила трения )(
21

iT  , действующая в точке NK  между те-

лами 1 и 2, является внутренней силой сопротивления 
относительному движению тел 1 и 2 и не оказывает 
влияние на равновесие внешних сил пары трения, но 
составляющие этой силы, действующие на каждое от-
дельно взятое тело пары трения в точке NK  равны по  
 

Таблица 1 – Классификация сил для решения задач прикладной механики [8, 9] 
Внешняя сила* – сила, действующая на какое-
либо материальное тело механической системы со 
стороны тела, не принадлежащего этой системе. 
Источник энергии внешней силы находится за пре-
делами системы тел.  

Внутренняя сила** – сила, действующая на какое-либо материальное 
тело (точку тела) механической системы со стороны других материаль-
ных тел (точек тела), принадлежащих рассматриваемой механической 
системе (телу). Источник энергии внутренней силы расположен внутри 
рассматриваемой системы тел.  

Активные силы 
совершают механическую работу, связанную с перемещением тела, на которое они действуют. 

Сила движения (PF или F) – сила, точка приложе-
ния которой к подвижному телу перемещается в 
направлении движения этого тела. 

Сила сопротивления движению (PQ или Q) – сила, точка приложения 
которой к подвижному телу перемещается в сторону противоположную 
направлению движения этого тела. 

Потенциальная сила – сила, точка приложения которой неподвижна относительно поверхности (объема) подвижного тела, 
на которое она действует, не изменяя направления линии действия.  
Непотенциальная сила (F(н), Q(н)) – сила, точка приложения которой к подвижному телу перемещается относительно точки 
поверхности (объема) этого тела  и (или) направление линии действия силы изменяет свое положение в пространстве. 

Пассивные силы, 
приложенные к телу, не совершают механическую работу по перемещению этого тела: 

диссипативная сила (P(D)) – сила, действующая на тело таким образом, что точка приложения силы перемещается относи-
тельно поверхности (объема) неподвижного тела, на которое она действует;  
сила реакции (R) – сила, действующая на неподвижное тело, при этом точка приложения силы не перемещается относи-
тельно точки поверхности (объема) этого тела;  
нормальная сила (N) – сила, действующая на тело в направлении, перпендикулярном перемещению тела. 
*  В обозначении внешней силы может использоваться нижний индекс из одной или двух цифр. Первая цифра индекса, 

указывает номер тела, на которое действует внешняя сила, вторая – номер тела, со стороны которого действует сила.  
** В обозначении внутренней силы используется верхний индекс (i) и нижний индекс из двух цифр, разделенных дефисом, 

указывающих на номера тел между которыми действует эта сила. 
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а                                                                б                                                            в 

Рис. 2 – Схемы действий составляющих сил силы трения скольжения  
в зависимости от кинематики относительного скольжения тел пары трения:  

а – сил трения покоя; б – диссипативных сил трения; в – непотенциальных сил трения 

величине и противоположны по направлению. Вели-
чина и направление линии действия каждой составля-
ющей силы трения определяет величину и направление 
действия внешних сил пары трения в зависимости от 
кинематики относительного скольжения тел (рис. 2).
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где f – коэффициент трения скольжения; 

ff п  )(0  – коэффициент трения покоя, опреде-

ляющий величину силы трения покоя )(
12

пT  и )(
21

пT . 

Из (4) для условия 21 vv   (рис. 2 в) получим 
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где 121
)(

12 vvfNT м   – потенциальная составляющая 

силы трения скольжения, обеспечивающая пере-
дачу механической энергии со стороны ведущего 
тела 1 ведомому телу 2 для его перемещения со 
скоростью 120 vv  ; 

1211
)(

12 )( vvvfNT D   – составляющая силы тре-

ния скольжения, обуславливающая диссипацию 
части механической энергии, которую получает 
ведущее тело 1 за счет работы внешней силы 1F  

при перемещении тел пары трения. 
Таким образом, процесс трения скольжения 

зубьев колес z1 и z2 (рис. 1 а) может быть реализован 
механической моделью, представленной на рис. 3 а. В 
данной модели зубья колес z1 и z2 представлены на 
рис. 3, а в виде тел 1 и 2, которые нагружены силой дав-
ления 1N  и перемещаются друг относительно друга с 

различными скоростями  ivv ,11  и  jvv ,22  за счет 

внешней силы движения 1F , приложенной к телу 1 и 

кинематической связи между телами 1 и 2 в виде шар-
нирно установленного на теле 2 блока шестерен 3 с ра-
диусами начальных окружностей /

3r  и 3r  (выноска I) и 

зубчатых реек, неподвижно связанных с телами 1 и 2. 
Тело 2 перемещается без трения (на роликах Р) относи-
тельно неподвижной горизонтальной опоры 4, на кото-
рой расположен источник энергии (действия) силы 1F  

(на рис. 3 условно не показан). При скольжении по-
верхностей зубьев z1 и z2 (рис. 1 а) на участке рабочей 

части линии зацепления PL/
1 , когда   ii vv ,2,1 , в модели 

(рис. 3, а) используют блок шестерен 3 с радиусами 
начальных окружностей  ivr ,1

/
3  и  ivr ,23 . 

 
а                                                             б                                                                  в 
Рис. 3 – Механические модели кинематики скольжения зубьев зубчатых колес: 

а – на участке PL/
1  рабочей части линии зацепления /

2
/
1LL ; б – в полюсе зацепления P;  

в – на участке /
12PL  рабочей части линии зацепления /

2
/
1LL  

Следовательно, модель, представленная на 
рис. 3, а с точки зрения взаимосвязи кинематических 
параметров движение тел 1 и 2 модели соответствует 
кинематике трения скольжения зубьев колес z1 и z2 

(рис. 1, а) на участке линии зацепления PL/
1 . 

На основании равновесия каждого из тел 1, 2 и 3 
механической модели (рис. 3, а) в системе координат 
XOY (  0X ,   0Y  и   0M ) с учетом опреде- 
 

лений сил согласно табл. 1, рис. 2 и уравнений (4), (5), 

при 3
/

3 rr  , получим: 

для тела 1 

0)(
121311  мTQFX ;                    (6) 

для тела 2 

021
/

23232  TFFX ;                    (7) 

для тела 3 
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где 1331 QF   – составляющие внутренней силы зуб-

чатой рейки, связывающей блок шестерню 3 и 
тело 1;  

2332 QF   – составляющие внутренней силы 

зубчатой рейки, связывающей блок шестерню 3 и 
тело 2;  

/
23F  – сила, действующая на тело 2 со стороны 

блок шестерни 3 в шарнирном соединении блок 
шестерни 3 и тела 2;  

/
23

/
32 FQ   – сила, действующая на блок ше-

стерню 3 со стороны тела 2 в шарнирном соедине-
нии блок шестерни 3 и тела 2.  
На основании решения системы уравнений (6)–(8), 

следует 
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
 ,   (9) 

где  м,12  – относительная скорость скольжения тел 

модели (рис. 3, а), соответствующая относитель-
ной скорости скольжения зубьев колес 1z  и 2z  

на участке PL/
1  линии зацепления (рис. 1 а); 
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Для механической модели (рис. 3, б), соответству-
ющей кинематике зубьев колес z1 и z2 (рис. 1, б), урав-
нения равновесия тел 1, 2 и 3, при 3

/
3 rr  , составят:  

 0)(
12

/
13

/
11  пTQFX ; (11) 

 0)(
12

/
232  пTFX ; (12) 

 0/
32

/
313  QFX , (13) 

где верхним индексом (|) обозначены значения сило-
вых параметров модели (рис. 1, б) при скольжении ко-
лес z1 и z2 в полюсе зацепления P (точка pк ). 

Из (14)–(16) следует при 021  vv  

00 /
,12

2

12
12

/
1 


 мскfN

v

vv
fNF ,         (14) 

что соответствует условию (рис. 1 б) 

0, pскv  и 0,12  p .                      (15) 

Для механической модели (рис. 3, в), соответству-
ющей кинематике зубьев колес z1 и z2 (рис. 1, в), урав-

нения равновесия тел 1, 2 и 3, при 3
/

3 rr  , составят: 

 012
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где верхним индексом (||) обозначены значения сило-
вых параметров модели, при скольжении зубчатых ко- 

лес z1 и z2 в текущей точке jк  на участке /
2PL  линии 

зацепления (рис. 1, в). 
Из (16)–(18) следует 
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где //
,12 м  – относительная скорость скольжения тел мо-

дели (рис. 3, в), соответствующая относительной ско-

рости скольжения зубьев колес z1 и z2 на участке /
2PL  

линии зацепления (рис. 1, в) 
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На основании анализа условий скольжения тел 
механической модели (9), (14), (19) получены уравне-
ния (10), (15), (20) для определения относительного 
скольжения поверхностей прямозубых колес редук-
тора эвольвентного профиля (рис. 4). 

 
Рис. 4 – Эпюра относительного скольжения ( 12 ) поверхно-

стей зубьев шестерни 181 z  и колеса 342 z : а – ножки 

зуба шестерни (───) относительно головки колеса; б – го-
ловки зуба шестерни (- – - -) относительно ножки колеса 

Выводы: 
1. Разработан метод механического моделирования 

кинематики скольжения прямозубых колес эвольвент-
ного профиля с помощью двух тел с плоской поверхно-
стью контакта, перемещающихся друг относительно 
друга со скоростью скольжения прямо пропорциональ-
ной скорости скольжения зубьев колес редуктора. 

2. Проведенные исследования условий скольже-
ния тел механической модели позволил установить ха-
рактер относительного скольжения поверхности зуба 
шестерни относительно зуба колеса при перемещении 
точек контакта поверхностей зубьев вдоль рабочей ча-
сти линии зацепления. 
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