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УДК 621.833 
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ЯКІСНІ ПОКАЗНИКИ ПРАЦЕЗДАТНОСТІ СИНУСОЇДАЛЬНИХ ЦИЛІНДРИЧНИХ 
ПРЯМОЗУБИХ ПЕРЕДАЧ 

Представлені співвідношення для визначення якісних показників працездатності циліндричних прямозубих передач, зубці яких утворено рей-
ковим інструментом із синусоїдальним вихідним контуром. З використанням результатів даної роботи можна проводити подальші дослі-
дження працездатності таких передач, вибирати раціональні параметри синусоїдального вихідного контуру, виконувати порівняльну оцінку 
синусоїдальних передач із різними параметрами. 

Ключові слова: синусоїдальний вихідний контур, рейковий інструмент, прямозуба передача, якісні показники працездатності. 

Представлены соотношения для определения качественных показателей работоспособности цилиндрических прямозубых передач, зубья ко-
торых образованы реечным инструментом с синусоидальным исходным контуром. С использованием результатов данной работы можно про-
водить дальнейшие исследования работоспособности таких передач, выбирать рациональные параметры синусоидального исходного контура, 
выполнять сравнительную оценку синусоидальных передач с разными параметрами. 

Ключевые слова: синусоидальный исходный контур, реечный инструмент, прямозубая передача, качественные показатели работоспособности. 

Qualitative indicators of the operability of gears include contact strength, scuffing resistance, wear resistance, thickness of the oil layer, the relative work 
of frictional forces, loss in meshing. These indicators are related to empirical formulas with geometric and kinematic parameters, such as sliding and 
rolling speeds, sliding coefficient and relative curvature of tooth working surfaces. The functional relationships of all these indicators with two parameters 
(the profile height and the angle λ) which determine the cutting rack geometry are established. The obtained results are the basis for determining for 
further studies of sinusoidal transmissions which related with the choice of rational parameters of the initial loop and an assessment of the operability of 
such transmissions. 

Keywords: sine basic rack, cutting rack, spur gear, qualitative indicators of the operability.

Вступ. Вплив працездатності зубчастих приводів 
на надійність машин в цілому є визначальним. Зубчасті 
передачі, що входять до складу приводів, активно дос-
ліджуються і напрями цих досліджень досить різнома-
нітні. Отже завдання підвищення якості передач зачеп-
ленням є актуальним. 

Аналіз літератури. Одним із шляхів підвищення 
працездатності передач є удосконалювання їхньої гео-
метрії на основі узагальнених моделей. Такий спосіб 
застосовується для евольвентних передач починаючи з 
перших робіт з узагальнення геометричних параметрів 
[1, 2]. Аналогічний підхід використовується і до тепе-
рішнього часу [3]. Ефективність узагальнених матема-
тичних моделей при вирішенні завдань удосконалю-
вання геометрії підтверджено також результатами ро-
біт із синтезу геометрії за якісними показниками пра-
цездатності [4–6].  

Особливістю як традиційних передач [1–3], так і 
синтезованих [4–6] є відокремлений підхід до перехід-
ної поверхні, яка визначає згинальну міцність зуба. Згі-
дно з новим підходом, що запропоновано автором ро-
боти [7], перехідну і робочу поверхні можна розглядати 
у рамках розв’язку єдиної задачі.  

Підходу, що описано у [7], задовольняють будь-які 
гладкі криві, що дозволять описати обидві ділянки вихі-
дного контуру однією функцією. Наприклад, застосу-
вання в якості профілю вихідного контуру кривих дру-
гого порядку (еліпсу, параболи і гіперболи) розглянуто в 
роботі [8]. Крім того, одночасно розглядати робочу і пе-
рехідну поверхні можна при застосуванні в якості вихі-
дного контуру гладкої безперервної кривої – синусоїди. 

Перші дослідження синусоїдальної передачі вико-
нані у роботі [9], де визначено переваги таких передач 
у порівнянні з традиційними за віброактивністю. Зни-
ження шуму і вібрацій у роботі зубчастих передач є ва-
жливим завданням і понині. Наприклад, для досяг-
нення цієї мети у евольвентному зачепленні у роботах 
[10, 11] пропонується модифікація профіля зуба. Мож-
ливості такої модифікації є досить обмеженими. Нато-
мість синусоїдальне зачеплення забезпечує значно ме-

ншу віброактивність завдяки своїм властивостям ство-
рювати менші удари при вході зубців у зачеплення [9]. 
Такі переваги відкривають можливість для застосу-
вання синусоїдального зачеплення як альтернативу 
традиційному. Але для техніко-економічного обгрун-
тування такої можливості необхідно визначити якісні 
показники працездатності нового зачеплення. 

Мета статті: встановити функціональний зв'язок 
показників працездатності з параметрами синусоїдаль-
ної виробної поверхні. 

Постановка завдання. Для якісної оцінки праце-
здатності передач зачепленням зазвичай використову-
ються такі показники: 

– контактна міцність; 
– заїдання; 
– спрацювання; 
– товщина масляного шару; 
– питома робота сил тертя; 
– утрати у зачепленні; 
– згинальна міцність. 
Основою виробної поверхні  є синусоїдальний вихі-

дний контур, оскільки він утворює її нормальний переріз. 
Внутрішню геометрію виробної поверхні досліджено у 
роботі [12]. Подальше визначення показників працездат-
ності буде спиратися на результати цієї роботи. 

У системі координат, що пов’язана з вихідним ко-
нтуром, рівняння профілю має вид [12]  

 ,2/;sin  кк yhx  (1) 

де  λ – параметр, що для синусоїди дорівнює куту λ, 
та змінюється від 0 до p  для робочої частини 

профілю ph , від p  до 2/  – для перехідної кри-

вої (рис. 1);  
h – висота профілю, що дорівнює радіусу утворю-
ючого кола. 
Отже для досягнення поставленої мети необхідно 

зв’язати зазначені вище показники працездатності з па-
раметром λ та висотою h.  
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Рис. 1 – Виробна поверхня та вихідний контур  

синусоїдальної передачі 

1. Контактна міцність. Визначається контакт-
ними напруженнями за Герцом. Будемо вважати, що пі-
сля приробляння по всій довжині миттєвої контактної 
лінії вони приймають постійні значення [13] 

 npnpnH Eq  418,0 , (2) 

де nq  – сила, що діє на одиницю довжини контактної 

лінії (спрямована по нормалі до робочих повер-
хонь зубців);  

npE  – приведений модуль пружності матеріалів 

зубчастих коліс;  

np  – приведена кривизна робочих поверхонь у 

напрямку, перпендикулярному до миттєвої конта-
ктної лінії. 
Очевидно, що питомий тиск уздовж контактної лінії 

змінюється пропорційно приведеній кривизні поверхонь 
зубців у напрямку, перпендикулярному лінії контакту 
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k  – коефіцієнт пропорційності з (2). 

Тоді, з урахуванням (3) нормальна сила, що прик-

ладена до ділянки лінії контакту довжиною dL , визна-
чається за формулою: 
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а крутний момент, створюваний силою (4) на ведучому 
валі [14] 
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де   1Z11 er   – проекція вектора 1e  нормалі до пове-

рхні зубця шестірні, на вісь шестірні;  

1r  – радіус-вектор поверхні зубця шестірні.  

Для синусоїдальної твірної поверхні обидва век-
тори описано у роботі [12]. 

Елемент довжини лінії можна визначити через пе-
ршу квадратичну форму поверхонь зубців [15] 

 2
1111

2
1 2  dGddFdEdL ,  

де 1E , 1F  і 1G  – коефіцієнти квадратичних форм 

поверхні зуба шестірні. 

Рівняння лінії контакту ми одержимо за умови, що 
кут повороту шестірні const1  , а отже 01 d , тому 

 dEdL 1 . Співвідношення для визначення коефіцієнту 

першої квадратичної форми E1 отримано у роботі [12]. 
Тоді крутний момент на валу шестірні з урахуван-

ням вищезазначених результатів [12] дорівнює 
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де 1R  – радіус ділильного кола шестірні. 

Відзначимо, що інтегрування (5) виконується з 
урахуванням всіх миттєвих контактних ліній при 

const1  . Межами інтегрування є значення 1  і 2  

параметра λ, що відповідають вершинам зубців шесті-
рні та колеса. Співвідношення для визначення 1  і 2  

отримано у роботі [12]. 
Введемо позначення інтеграла та позначимо його як 

коефіцієнт навантаження за контактними напруженнями 
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Оскільки крутний момент із умови контактної мі-
цності (навантажувальна здатність передачі) пропор-
ційний коефіцієнту навантаження H , останній може 

служити показником контактної міцності зубчастих пе-
редач. Передача з більшим значенням H  буде мати бі-

льшу навантажувальну здатність. Як випливає з (6), по-
казник H  залежить від геометрії робочих поверхонь 

зубців, зокрема, від приведеної кривизни. Тому при ви-
борі геометричних параметрів синусоїдальної передачі 
слід забезпечувати якомога менше її значення. 

Залежність (6) справедлива для однопарного заче-
плення. При 1  значення H  слід помножити на 

коефіцієнт торцевого перекриття  . 

2. Заїдання. Для визначення теплостійкості робо-
чих поверхонь у зоні контакту необхідні значення тем-
ператури поверхонь. Однак, для порівняльної оцінки 
різних передач у якості показника заїдання можна ви-
користати значення миттєвого підвищення темпера-
тури в зоні контакту з роботи [13], що базується на те-
орії Блока 
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де kV  – швидкість ковзання в зачепленні; 

1V , 2V  – швидкості переміщення точок контакту 

по поверхні зубців шестірні й колеса в напрямку, 
перпендикулярному до лінії миттєвого контакту; 
f – коефіцієнт тертя ковзання в зоні контакту зуб-
ців [16], 
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де nq  – у кгс/см; npE  – у кг/см2; np  – у 1/см;  

HB – твердість менш твердого з контактуючих зу-
бців, кг/см2;  
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aR  – шорсткість більш твердого з контактуючих 

зубців, см;  

к  – в’язкість масла, сСт;  

V  – сумарна швидкість кочення робочих повер-

хонь, см/с;  
V – проекція швидкості ковзання kV  на перпенди-

куляр до лінії контакту зубців, см/с. 
Формула (8) справедлива за умов 1 k сСт; 

300nq  кгс/см; 100V  см/с; 5000HB  кг/см2; 

20V  см/с; 5,0/1 np см; 510aR см. Якщо дані 

умови не виконуються, коефіцієнт тертя ковзання ви-
значається за формулою [13] 

 
  4,13,01,0008,0

1




 кHк VV
f , (9) 

де   kHkH   34 104,01013,047,0, ;  

H  – у кг/см2. 

Проекція швидкості ковзання на перпендикуляр 
до лінії контакту зубців для прямозубої передачі дорів-
нює kVV  . Одиниці виміру параметрів, що входять у 

залежності (8) і (9), наведені відповідно до [13, 16]. 
Питоме навантаження nq , що входить до залеж-

ностей (7) і (8), з урахуванням співвідношень (3) і (5) 
дорівнює 
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3. Спрацювання. Для оцінки спрацювання актив-
них поверхонь зубців можна використати відносне зна-
чення товщини спрацьованого шару [16] 

 i
np

n
ci

q
Ih 


 , (11) 

де I – інтенсивність зношування поверхонь;  
Ω – коефіцієнт, що залежить від властивостей мас-
тильного матеріалу і не враховує геометрію зубців;  

i  – питомі ковзання шестірні ( 1i ) і колеса ( 2i ). 

Інтенсивність зношування прироблених повер-
хонь, згідно з рекомендаціями І.В. Крагельского, оці-
нюється залежністю [16] 

 yt
н fKI  , (12) 

де K – коефіцієнт, що залежить від пружних власти-
востей і твердості матеріалу зубчастих коліс;  

yt  – параметр кривої фрикційної втоми. 

Співвідношення (11) з урахуванням (10), (12) і (2) 
можна представити у вигляді 
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Для порівняльної оцінки зубчастих пар, що мають 
різні профілі зубців, але виготовлені з однакових мате-
ріалів та працюють в однакових умовах при однако-
вому навантаженні, можна використовувати відносне 
значення спрацювання у вигляді: 

 
Hnp

i
t

np

ci
ci

yf

ETK

Rh
h









1

1

418,0
* . (13) 

4. Товщина масляного шару. Для визначення то-
вщини масляного шару скористаємося залежністю, на-
веденою в роботі [17] 

 15,04,075,06,075,0
017,3 

  nnpм qVh , (14) 

де 0  – динамічна в’язкість мастила при атмосфер-

ному тиску;  
α – п’єзокоефіцієнт в’язкості мастила, що зале-
жить від температури та контактного напруження 
в зоні контакту зубців. 
Для порівняльної оцінки передач, що відрізня-

ються лише профілями зубців, можна використовувати 
відносне значення товщини масляного шару, отримане 
зі співвідношення (14) у вигляді 
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5. Питома робота сил тертя. Робота сил тертя на 
ділянці контактної лінії одиничної довжини визнача-
ється залежністю [13] 
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6. Критерій утрат у зачепленні. Для евольвент-
них передач цей показник досліджено у роботах [13, 
16], для передач із узагальненою геометрією без ураху-
вання багатопарності зачеплення – у роботі [18]. У за-
гальному випадку утрати у зачепленні на основі резуль-
татів [18] з урахуванням багатопарності можуть бути ви-
значені як 
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де z1 – число зубців шестірні;  

1  – кутова швидкість шестірні;  

j1 , j2  – кути повороту шестірні, що відповіда-

ють початку та кінцю j-ї фази зачеплення (однопа-
рного чи багатопарного);  
n – кількість таких фаз; 
L – довжина миттєвої контактної лінії, що для пря-
мозубої передачі дорівнює ширині зачеплення wb . 

7. Згинальна міцність. Попередню оцінку згина-
льної міцності синусоїдального зуба можна виконати 
за співвідношенням для прямозубої рейки, що отри-
мана у роботі [19] для визначення згинальних напру-
жень в корені зуба 

FnF F  , 

де nF  – нормальна сила в зачепленні; 

F  – геометрична характеристика форми зуба, що 

визначена у роботі [19], де позначена як коефіцієнт 
навантаження за згинальними напруженнями 

 
  25,0cos5,0

125,025,02sin6

22 




pp

pp
F

h

h
. 

Результати дослідження. З аналізу співвідношень 
(5)–(7), (10), (13), (15)–(17) випливає, що критерії праце-
здатності зубчастих передач залежать від показників, що 
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згідно з [20] відносяться до геометро-кінематичних, та 
прийняті для оцінки якості зубчатих зачеплень  
 швидкість ковзання робочих поверхонь kV ; 

 швидкості переміщення точок контакту в напря-
мку, що перпендикулярний лінії миттєвого конта-
кту на зубцях шестірні й колеса (швидкості ко-
чення) 1V  і 2V ; 

 сумарна швидкість переміщення точок контакту в 
напрямку, перпендикулярному лінії миттєвого ко-
нтакту (сумарна швидкість кочення) V ; 

 коефіцієнти питомих ковзань 1  і 2 ; 

 приведена кривизна поверхонь зубців у напрямку, 
перпендикулярному до лінії контакту 

np . 

Одержимо співвідношення, що визначають зазна-
чені показники для циліндричних синусоїдальних пе-
редач, утворених рейковим інструментом з синусоїда-
льним профілем (1) у залежності від його параметрів з 
використанням результатів [12] 

 1cos4sin
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де u – передатне число передачі. 

Висновки:  
1. Встановлено функціональний зв'язок якісних по-

казників, які прийнято використовувати для оцінки пра-
цездатності зубчастих передач, з параметрами синусоїда-
льного вихідного контуру для утворення прямих зубців. 

2. Отримані співвідношення (18)–(22) є основою 
для подальших досліджень працездатності синусоїда-
льних передач, зокрема порівняльної оцінки синусоїда-
льних передач із різними параметрами, за результатами 
якої можна визначати раціональні параметри синусої-
дального вихідного контуру. 
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