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УДК 621.833   

А. В. УСТИНЕНКО, Р. B. ПРОТАСОВ, С. В. АНДРИЕНКО 

ИССЛЕДОВАНИЕ КОНТАКТНЫХ НАПРЯЖЕНИЙ ПО ВЫСОТЕ ЗУБА В ПЕРЕДАЧАХ  
С ЭВОЛЮТНЫМ ЗАЦЕПЛЕНИЕМ 

У статті розглядається процес зачеплення зубів в еволютній передачі і зміна контактного тиску, що виникає при цьому, по висоті зуба з урахуванням 
однопарного та двопарного зачеплення. За отриманими раніше геометричними та твердотільними моделями побудовано скінченно-елементну модель 
зубчастого сектора. Побудовано графіки контактних тисків по висоті зуба з урахуванням переспряження. Також отримані напруження по Мізесу, що 
виникають в глибині зуба. Аналіз результатів розрахунку показав, що зона однопарного зачеплення з високими контактними тисками у еволютної 
передачі вище, ніж у евольвентної. Однак на периферії головки і ніжки зуба контактні тиски істотно нижче, ніж у евольвентної передачі. 

Ключові слова: контактний тиск, еволютне зачеплення, приведений радіус кривизни, метод скінченних елементів. 

В статье рассматривается процесс зацепления зубьев в эволютной передаче и изменение возникающих при этом контактных давлений по высоте зуба 
с учетом однопарного и двупарного зацепления. По полученным ранее геометрическим и твердотельным моделям построена конечно-элементная модель 
зубчатого сектора. Построены графики контактных давлений по высоте зуба с учетом пересопряжения. Также получены напряжения по Мизесу, возника-
ющие в глубине зуба. Анализ результатов расчета показал, что зона однопарного зацепления с высокими контактными давлениями у эволютной передачи 
выше, чем у эвольвентной. Однако на периферии головки и ножки зуба контактные давления существенно ниже, чем у эвольвентной передачи. 

Ключевые слова: контактные давления, эволютное зацепление, приведенный радиус кривизны, метод конечных элементов. 

The article discusses the process of teeth meshing in the evolute gear and the resulting contact pressures on the height of the tooth, taking into account one-pair 
and two-pair gearing. Based on the previously obtained geometric and solid models, a finite-element model of the tooth sector is constructed. The graphs of contact 
pressures on the height of the tooth are constructed with allowance for over-coupling. Also, stresses along the von Mises formed in the depth of the tooth were 
obtained. Analysis of the calculation results showed that the zone of single-pair meshing with high contact pressures in the evolute gear is higher than in the 
involute gear. However, at the periphery of the tooth addendum and dedendum, the contact pressures are significantly lower than in involute gear. 

Keywords: contact pressure, evolute meshing, reduced radius of curvature, finite element method. 

Введение. Актуальность задачи. Повышения 
контактной прочности зубчатой передачи можно до-
стичь путем увеличения ее размеров либо повышением 
приведенного радиуса кривизны, то есть применяя вы-
пукло-вогнутый контакт зубьев (ВВК). 

Очевидно, что первый путь приводит к негативным 
последствиям – увеличению массы и габаритов приво-
дов машин. В тоже время применение ВВК является 
весьма перспективным. Поэтому последние 70 лет ве-
дутся интенсивные работы по созданию новых видов за-
цеплений с выпукло-вогнутым контактом зубьев, в част-
ности эволютное зацепление, предложенное А. И. Пав-
ловым. В монографии [1] и работах [2, 3] подробно рас-
смотрены методы синтеза исходных контуров и геомет-
рии эволютных зацеплений, однако оценка их качествен-
ных показателей и нагрузочной способности выполнена 
только ориентировочно. Поэтому их подробное исследо-
вание является важной научно-практической задачей.  

1. Моделирование процесса работы эволют-
ного зацепления. Контактная прочность в зубчатом за-
цеплении является одним из факторов, определяющим 
работоспособность передачи. На возникающее в про-
цессе работы контактное выкрашивание зуба влияет 
несколько параметров: приведенный радиус кривизны, 
относительная скорость скольжения, смазка и т.д. В 
традиционных эвольвентных передачах контактное 
выкрашивание происходит в зоне ниже полюса зацеп-
ления [4]. Новые перспективные зубчатые передачи с 
эволютным зацеплением, имеющие выпукло-вогнутый 
контакт, позволяют снизить контактные давления в по-
люсе зацепления. Однако рассматриваемые передачи в 
приполюсной зоне имеют двояковыпуклый контакт 
(ДВК), а на ножке и головке зуба – выпукло-вогнутый. 
Очевидно, что пересопряжение зубьев в процессе ра-
боты передачи существенно влияет на значение кон-
тактных давлений на каждом из зубьев [6–8].  

Для подробного исследования данной задачи необ-
ходимо построить трехмерную твердотельную модель 
пары зубчатых колес. Затем, опираясь на возможности 
современных CAE-систем, провести анализ напря-
женно-деформированного состояния (НДС), что позво- 

лит: 1) определить контактные давления по высоте зуба 
с учетом многопарности зацепления; 2) определить 
напряжения по Мизесу в глубине зуба; 3) построить гра-
фик зависимости контактных давлений от высоты зуба. 

2. Подготовка модели к расчету. Для моделирова-
ния работы зубчатого зацепления был взят сектор ше-
стерни и колеса с количеством зубьев, равным 5. Толщина 
обода зубчатых колес составила 2 модуля. Такая твердо-
тельная геометрическая модель при расчете контактной 
задачи даст адекватные результаты с невысокими затра-
тами вычислительной мощности компьютера [9]. 

Для расчета использовалась пара зубчатых колес 
с такими параметрами: число зубьев шестерни – 32, 
число зубьев колеса – 33, модуль 5 мм, ширина венца 
15 мм, коэффициент разновидности эволютной пере-
дачи k равен 5, угол зацепления в полюсе – 15 градусов, 
крутящий момент – 280 Н·м. 

На рис. 1 показан общий вид расчетной модели, а 
на рис. 2 – зоны контакта на одном из трех зубьев, ко-
торые будут рассчитаны. 

Также в контактной паре было создано отдельное 
тело в виде полуцилиндра (рис. 3). При создании ко-
нечно-элементной модели это позволит уменьшить 
размер сетки в зоне контакта, не затрагивая при этом 
остальную часть зубчатой пары.  

 
Рис. 1 – Расчетная модель зубчатого зацепления 
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Рис. 2 – Расчетные зоны контакта на рабочей  

поверхности зуба 

 
Рис. 3 – Зона контакта, выделенная отдельными  

твердыми телами 

3. Построение конечно-элементной модели. Тип 
конечно-элементной сетки, примененный к контактирую-
щим телам – hex dominant, размер элемента – 0,1 мм (рис 
4); для остальной части модели тип конечных элементов 
– tetrahedrons с размером элемента 1 мм (рис. 5).  

 
Рис. 4 – Конечно-элементная сетка  

контактирующей пары тел 
 

 
Рис. 5 – Конечно-элементная сетка зубчатой пары 

На рис. 6 показана совместная конечно-элемент-
ная сетка исследуемой модели. 

Для расчета НДС к ступице шестерни был приложен 
крутящий момент, а ступица колеса была жестко зафикси-
рована. После первого расчета зубчатая пара поворачива- 
лась на заданный угол и проводился новый расчет; всего 

было вычислено 19 положений, что является достаточным 
для общей оценки НДС зубчатой передачи. Расчет прово-
дился в программном комплексе ANSYS Workbench. 

 
Рис. 6 – Совместная конечно-элементная сетка зуба колеса 

4. Результаты расчета контактных давлений в пе-
редаче с эволютным зацеплением приведены в табл. 1. 

Для сравнительного анализа полученных данных 
был проведен расчет аналогичной эвольвентной пере-
дачи. Результаты расчета приведены в табл. 2 

Таблица 1 – Контактные давления в зубьях  
эволютной передачи при ее работе 

Положение Контактное 
давление в 

первом зубе, 
МПа 

Контактное 
давление во 
втором зубе, 

МПа 

Контактное 
давление в 

третьем зубе, 
МПа 

1 470 300 0 

2 480 210 0 

3 443 200 0 

4 407 218 0 

5 364 240 0 

6 309 326 0 

7 226 393 0 

8 223 461 0 

9 0 727 0 

10 0 800 0 

11 0 847 0 

12 0 855 0 

13 0 834 0 

14 0 768 0 

15 0 470 200 

16 0 368 250 

17 0 280 347 

18 0 215 408 

19 0 220 465 

Таблица 2 – Контактные давления в зубьях  
эвольвентой передачи при ее работе 

Положение Контактное 
давление в 

первом зубе, 
МПа 

Контактное 
давление во 
втором зубе, 

МПа 

Контактное 
давление в 

третьем зубе, 
МПа 

1 2 3 4 

1 800 520 0 

2 550 500 0 

3 554 510 0 

4 556 530 0 

5 544 553 0 

6 526 541 0 

7 518 552 0 
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Продолжение таблицы 2 

1 2 3 4 

8 527 592 0 

9 480 574 0 

10 680 588 0 

11 0 765 0 

12 0 785 0 

13 0 766 0 

14 0 581 560 

15 0 560 550 

16 0 565 550 

17 0 536 550 

18 0 522 551 

19 0 577 577 

На рис. 7 показаны напряжения по Мизесу в од-
ном из расчетных положений. 

 
Рис. 7 – Напряжения по Мизесу в одном из рабочих  

положений зубчатой пары 

На рис. 8 приведен график зависимости контакт-
ных давлений по высоте зуба. Высота зуба показана в 
относительных единицах. 

 
Рис. 8 – Контактные давления по высоте зуба в передачах  

с эволютным и эвольвентным зацеплением 

Как видно из графиков, зона однопарного зацепле-
ния и, соответственно, зона высоких контактных давле-
ний у эволютной передачи выше, чем у эвольвентной. 

Сопоставим графики удельной скорости скольже-
ния со значениями контактных давлений по высоте 
зуба для эволютной передачи (рис. 9) и для аналогич-
ной эвольвентной (рис. 10). 

Анализ графиков (рис. 9–10) показывает, что зона 
высоких контактных давлений у эволютной передачи в 
значительной мере совпадает с зоной высокой удельной 
скорости скольжения. В эвольвентной передаче данная 
комбинация также совпадает, однако за счет меньшей 

зоны однопарного зацепления и меньших контактных 
давлений эти показатели играют менее важную роль, чем 
в эволютном зацеплении. В свою очередь головка и ножка 
зуба эволютной передачи, наряду с меньшими контакт-
ными давлениями, испытывает меньшую удельную ско-
рость скольжения, что приведет к более высокому КПД и 
меньшему износу рабочей поверхности зуба. Такие свой-
ства эволютного зацепления могут быть более эффектив-
ными в косозубой передаче либо при модификации про-
филя зуба, предложенной в работе [7]. 

 
Рис. 9 – Контактное давление и удельная скорость  

скольжения в эволютной передаче 

 
Рис. 10 – Контактное давление и удельная скорость  

скольжения в эвольвентной передаче 

Выводы:  
1. Построена твердотельная параметрическая мо-

дель эволютной зубчатой пары, а на основании упро-
щенной геометрии построена КЭ модель. 

2. Выполнен анализ НДС эволютного зуба, опре-
делены контактное давление и эквивалентные напря-
жения по Мизесу при перемещении линии контакта по 
высоте зуба.  

3. Анализ результатов расчета показал, что зона 
однопарного зацепления с высокими контактными дав-
лениями у эволютной передачи выше, чем у эвольвент-
ной с аналогичными конструктивными параметрами. 

4. Отметим, что зона однопарного зацепления в 
эволютной передаче практически совпадает с зоной 
ДВК, что негативно сказывается на контактной проч-
ности околополюсной зоны. Однако на периферии го-
ловки и ножки зуба контактные давления существенно 
ниже, чем у эвольвентной передачи. 

5. Полученные результаты еще раз подчеркивают 
актуальность дальнейших исследований предложенной 
в [7] модификации эволютного профиля в приполюс-
ной зоне, которая обеспечивает отсутствие зоны ДВК  
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