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ОБРАЩЕНИЕ ЛИНЕЙНЫХ ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ В КЛАССЕ ПОЛИНОМИАЛЬНЫХ 

СИГНАЛОВ  

Предложен метод и алгоритм решения задачи обращения линейных динамических систем в среде полиномиальных сигналов. Решение 

задачи получено на основе матричных представлений полиномиальных вектор - функций входа, выхода и состояния и статических 

матричных преобразований, что позволило свести поставленную задачу к решению линейной системы алгебраических уравнений. 
Предложен метод анализа робастности полученных результатов. Разработано соответствующее программное обеспечение. 

Ключевые слова: обращение динамических систем, линейная система, полиномиальный сигнал, матричное уравнение, число 

обусловленности, программное обеспечение. 

Запропоновано метод і алгоритм розв’язання задачі обернення лінійних динамічних систем в середовищі поліноміальних сигналів. Рішення 

задачі отримано на основі матричних уявлень поліноміальних вектор - функцій входу, виходу і стану і статичних матричних перетворень, 

що дозволило звести поставлену задачу до вирішення лінійної системи алгебраїчних рівнянь. Запропоновано метод аналізу робастности 
отриманих результатів. Розроблене відповідне програмне забезпечення.  

Ключові слова: обернення динамічних систем, лінійна система, поліноміальний сигнал, матричне рівняння, число обумовленості, 

програмне забезпечення. 

There has been proposed a method, algorithm and software solving the problem of inversion of linear dynamical systems in the polynomial signal 

environment. The solution of the problem was obtained on the basis of matrix representations of polynomial input, output, and state vector functions 

and static matrix transformations, which made it possible to reduce the problem posed to the solution of a linear system of algebraic equations. Also, 
there has been proposed a method for analyzing the robustness of the results obtained. There has been developed the software for implementing the 

proposed methods. The software includes the approximation of the initial information by polynomials of a given degree by the method of least squares, 

the formation of matrix analogs of the polynomial task by the output of the system, the formation of a matrix of a system of linear algebraic equations, 
and its solution. The maximum degree of approximating polynomials is corrected on the basis of estimation of the number of conditionality. The 

software contains a block for estimating the accuracy of the result of the call.  

Keywords: inversion of dynamical systems, linear system, polynomial signal, matrix equation, condition number, software.

Введение. Одним из эффективных методов 

теории управления, играющим одну из ключевых 

ролей при синтезе комбинированных регуляторов, 

является метод обратных операторов, детально 

исследованный в работах [1–5]. По существу решение 

задачи программного управления  динамической 

системой эквивалентно решению обратной задачи: 

нахождения управляющего воздействия, 

обеспечивающего заданную цель управления. Таким 

образом, метод обратных операторов является одной 

из форм постановки и решения основой задачи 

управления. Принципиальной особенностью метода 

является поиск решения на основе построения 

оператора, на вход которого подается требуемая 

функция выхода объекта управления, а на выходе 

формируется соответствующая управляющая функция 

времени. Как известно из [2, 6, 7] при реализации 

метода обратных операторов возникает множество 

проблем, среди которых следует особо выделить 

проблемы устойчивости, физической реализуемости, 

грубости и корректности обратных операторов. 

Перечисленные проблемы не позволяют в общем 

случае найти практически реализуемое решение 

задачи нахождения обратного оператора в задаче 

управления. 

В то же время представляется естественным рас-

смотреть некоторые приближенные математические 

модели объекта управления и сигналов на его входах 

и выходах, для которых задача обращения имеет кор-

ректное решение. 

Постановка задачи. Пусть задана линейная 

устойчивая динамическая система (ЛДС) математи-

ческая модель которой в пространстве состояний 

имеет вид 

 ,BuAxx   (1)  

 ,Cxy   (2) 

где nRx  – вектор состояния, 
mRy  – вектор 

управления, 
sRy  – вектор выхода, C B A ,,  – 

матрицы соответствующих размерностей. 

Будем рассматривать управляемый процесс )(tu , 

)(tx , )(ty  на некотором, достаточно большом 

временном интервале  10, tt  при нулевых начальных 

условиях 0)( 0tx . 

Рассмотрим линейное пространство Z  

непрерывных функций )(tz , удовлетворяющих 

условию 

 Z
dt

dz
 . (3) 

К таким D -функциям можно отнести функцию 

  ,cos)(sin)()(
1





N

k

kkkk

t
ttQttRetz k ωω

α  (4) 

где  kα  и kω   Nk ,1   некоторые постоянные 

величины, а )(tRk  и )(tQk  – векторные многочлены 

степени не более l . Нетрудно простой проверкой 

убедиться, что функция вида (4) удовлетворяет усло-

вию (3). При различных значениях параметров N , 

 kα , kω , )(tRk , )(tQk  могут быть получены различ-
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ные частные виды D -функций. Рассмотрим случай, 

когда 1N , 0α k , 0ω k . Тогда формула (4) при-

мет вид 

 )()( tQtz  ,  (5) 

В дальнейшем будем рассматривать в качестве 

моделей сигналов подмножество полиномов 

 ZtQl )( . (6) 

Следует отметить, что использование полиномов 

в качестве аппроксимаций входных сигналов в 

системе (1), (2) можно обосновать, опираясь на 

известную теорему Вейерштрасса [8]. Кроме того, для 

аппроксимации функций можно воспользоваться 

кусочной сплайн-аппроксимацией полиномами 3-й 

степени. 

Поскольку соотношения (1), (2) содержат только 

операции сложения, умножения на матрицу и диффе-

ренцирование сигналов вида (4), то (1), (2) можно 

интерпретировать как оператор L , преобразующий 

входные сигналы )(tu  в выходные )(ty  в классе 

D -функций 

  )()( tLt uy  . (7) 

Задачу (7) будем называть прямой задачей. 

При решении многих практических задач синтеза 

систем управления значительно больший интерес 

представляет обратная задача нахождения управления  

  )()( 1 tLt yu
 , (8) 

реализующего заданный выход )(ty  в классе полино-

мов степени не выше l . Это и составляет цель дан-

ного исследования. 

Реакция ЛДС на полиномиальное 

воздействие. Будем искать вынужденную состав-

ляющую решения уравнения (1) в виде бесконечного 

ряда 

  






1

1 )()(
k

k

k tt uCx , (9) 

где kC  – некоторые mn -матрицы, в дальнейшем 

подлежащие определению. 

Подставляя (9) в (1) получим 
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Приравнивая матричные коэффициенты при про-

изводных 
 k

u  одного порядка в левой и правой частях 

(10) получим систему рекуррентных соотношений для 

определения матрицы kC : 

 0 BAC1 , kk CAC 1 ,  ,1k , (11) 

из которых непосредственно следует 

 BAC
1

1

 , BAC
2

2

 , …, BAC
k

k

 ,… (12) 

Таким образом, искомое решение прямой задачи 

в соответствии с (9) примет вид 
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Из последнего соотношения следует, что реше-

ние прямой задачи принадлежит тому же D -классу 

функций, что и входное воздействие )(tu . 

В случае полиномиального векторного воздей-

ствия решение прямой задачи можно представить как 
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 (14) 

где l  – максимальная степень полиномов компонент 

вектора )(tu . Таким образом, соотношения (14) пред-

ставляют собой точное решение прямой задачи управ-

ления при полиномиальном воздействии. 

Матричное представление полиномиальных 

воздействий. Поставим в соответствие векторному 

полиному )(tu  матрицу U  размерности )1(  lm  

каждая строка которой представляет собой последова-

тельность коэффициентов компонент полинома  tu . 

Тогда вектор полиномиальных сигналов можно пред-

ставить как 

 UTu )(t , (15) 

где 

T
l

l

t
...

t
t
















!
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2

T  –  1l -мерный вектор. 

Представление полиномиальных сигналов в мат-

ричной форме (15) позволяет эффективно применять 

методы теории матриц к решению различных задач 

теории управления. 

Основные операции с матричным представле-

нием сигналов следующие: 

 сложение:  TUUuu 2121 )()(  tt ; 

 умножение на число:  TUu αα )(t ;  

 умножение на матрицу слева: BUTBu )(t ; 

 дифференцирование: 

 TU
u

Λ
dt

td )(
. (16) 

Элементы ijλ  матрицы Λ  размерности 

   11  ll  имеют вид 

 1,  jiij δλ , 1,1,  lji , 

где ijδ  – символ Кронекера. 

В соответствии с (16) k -ю производную сигнала 
 

)(tk
u  можно представить как 

 TU
u k

k

k

dt

td
Λ

)(
, (17) 
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где оператор k
Λ  k -кратного дифференцирования 

матричного полинома представляет собой k -ю сте-

пень матрицы Λ  и имеет структуру 

 kji

k

ij  ,δλ , 1,1,  lji ; lk ,1 . 

С учетом введенных операций с матричными 

полиномами решение прямой задачи (14) можно запи-

сать как 
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где X  и Y  прямоугольные матрицы соответствую-

щих полиномиальных векторов состояния )(tx  и вы-

хода )(ty . Исключая матрицу X  из (18), получим 

окончательное аналитическое решение прямой задачи 

управления в среде полиномиальных сигналов 
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ΛBUCAY , (19) 

имеющее структуру линейного оператора в простран-

стве прямоугольных матриц. 

Решение задачи обращения. Полученный ре-

зультат для прямой задачи управления в среде поли-

номиальных сигналов (19) позволяет легко решить 

соответствующую обратную задачу путем решения 

матричного уравнения (19) относительно U  при 

заданной Y . Поскольку система (19) по сути является 

системой линейных алгебраических уравнений, то 

необходимым условием единственности ее решения 

является равенство размерностей векторов входа и 

выхода исходной динамической системы sm  . Этот 

случай «квадратной» системы будем рассматривать в 

дальнейшем. 

Решение матричного уравнения (19) можно по-

лучить путем векторизации матриц Y  и U  и 

построений на основе кронекеровского произведения 

матриц [9]: 

   0Λ 
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Tkk , (20) 

где векторы-столбцы vecU  и vecY  составлены из 

транспонированных строк матриц U  и Y . Решение 

 1 lm -мерной линейной системы (20) осуществля-

ется любым стандартным численным методом. 

Характерной особенностью решения многих об-

ратных задач является отсутствие робастности резуль-

татов. С точки зрения линейной алгебры для нашей 

задачи степень робастности эквивалентна степени 

обусловленности матрицы системы (20). В связи с 

этим предложенный алгоритм обращения ЛДС в каче-

стве одной из компонент содержит оценку числа 

обусловленности матрицы системы уравнений (20). 

Программный комплекс для обращения ди-

намических систем. Содержит следующие основные 

структурные блоки: 

1. Блок ввода исходной информации – ввод мат-

риц A , B , C  и размерностей m , n . 

2. Блок формирования задания, включающий 

случайный или с фиксированным шагом выбор N  

значений компонент требуемого вектора выхода )(t*
y  

на заданном временном интервале  10 , tt . Задание сте-

пени l  аппроксимирующих полиномов и вычисление 

их коэффициентов на основе метода наименьших 

квадратов. 

3. Формирование матрицы Φ  линейной системы 

уравнений (20), и вычисление числа обусловленности  

 Φcond  на основе евклидовой нормы. Если 

  100cond Φ , то следует решение системы (20) мето-

дом Гаусса. В противном случае степень аппроксими-

рующих полиномов l  увеличивается на единицу. 

4. Правильность решения задачи обращения кон-

тролируется путем численного интегрирования 

системы дифференциальных уравнений (1), (2) при 

нулевых начальных условиях и сравнения полученных 

значений вектора )(ty  с соответствующими значени-

ями исходной функции )(t*
y . 

Выводы. Предложено и обосновано матричное 

представление полиномиальных сигналов, что позво-

лило моделировать динамические процессы как ста-

тические линейные преобразования в пространстве 

прямоугольных матриц. Получен достаточно простой 

и эффективный алгоритм решения задачи инверсии 

линейных управляемых динамических систем в усло-

виях полиномиальных воздействий, а также метод 

оценки степени робастности результатов для конкрет-

ных задач синтеза систем управления. 
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