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Проведен сравнительный анализ основополагающих принципов, лежащих в основе методов экспериментального определе-
ния сферических гармоник магнитного поля технических объектов. Предложена классификация методов выделения вкладов 
и определения величин коэффициентов сферических гармоник магнитного поля. Установлены взаимосвязи между рассмот-
ренными методами и принципами, положенными в основу функционирования соответствующих измерительных систем для 
практического сферического гармонического анализа магнитного поля. 
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Проведено порівняльний аналіз основних принципів, що лежать в основі методів експериментального визначення сферичних 
гармонік магнітного поля технічних об'єктів. Запропоновано класифікацію методів виділення вкладів і визначення величин 
коефіцієнтів сферичних гармонік магнітного поля. Встановлено взаємозв'язки між розглянутими методами і принципами, 
покладеними в основу функціонування відповідних вимірювальних систем для практичного сферичного гармонічного аналі-
зу магнітного поля. 
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Введение. Практическая необходимость повы-
шения точности моделирования и экспериментального 
определения пространственного распределения маг-
нитного поля технических объектов (ТО) стимулирует 
процесс создания новых и модернизации существую-
щих методов определения пространственных гармо-
ник. При использовании в качестве простейшей мате-
матической модели внешнего магнитного поля ТО 
представления в виде точечного источника – магнит-
ного диполя, пространственное распределение внеш-
него магнитного поля может быть описано одним век-
тором – магнитным дипольным моментом ТО. Однако 
реальное пространственное распределение магнитного 
поля в близи ТО (на расстояниях сравнимых с его габа-
ритным размером) существенно отличается от картины 
магнитного поля диполя. В качестве магнитных характе-
ристик, уточняющих пространственное распределение 
поля, в этих случаях обычно используют сферические 
пространственные гармоники старше дипольной или, 
эквивалентные им, виртуальные точечные источники 
поля – мультиполи, расположенные в центре ТО.  

В электродинамике отсутствуют закономерности, 
позволяющие производить прямой расчет величины 

амплитудного коэффициента пространственной гар-
моники магнитного поля ТО, поэтому единственным 
практическим способом определения величин ампли-
тудных коэффициентов является проведение прямых 
измерений других физических характеристик магнит-
ного поля, с последующей математической обработ-
кой результатов по специальным процедурам [1–8].  

 
Цель работы. Проведенный анализ существую-

щих методов и соответствующих измерительных сис-
тем экспериментального определения величин коэф-
фициентов сферических гармоник направлен на выяв-
ление и классификацию основополагающих принци-
пов создания новых методов и средств практического 
исследования пространственной структуры магнитно-
го поля технических объектов. 

 
Анализ методов определения величин сфери-

ческих гармоник. Проведем краткий анализ возмож-
ных путей практического определения сферических 
гармоник скалярного потенциала внешнего магнитно-
го поля ТО. Если записать выражение для магнитной 
индукции в воздухе (µ = 1) для нескольких k точек 
измерения в виде рядов: 
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где µ0 – магнитная постоянная; rk, θk, φk – сферические 
координаты k–й точки наблюдения магнитного поля; 
Pn

m(cos θk) – присоединенные функции Лежандра пер-
вого рода от угловой координаты k–й точки; gn

m, hn
m – 

амплитудные коэффициенты сферических гармоник.  
Тогда, ограничив количество слагаемых беско-

нечного ряда некоторым конечным числом и взяв дос-
таточное количество k точек измерения магнитной 
индукции для решения системы уравнений в (1), мож-
но получить значения амплитудных коэффициентов 
сферических гармоник. 

Такой метод был предложен К.Гауссом для рас-
чета и описания магнитного поля Земли. Общей тен-
денцией, как для геомагнитного поля, так и для маг-
нитного поля ТО, является доминирование дипольной 
гармоники и быстрое уменьшение величин амплитуд-
ных коэффициентов гармоник с ростом их степени. 
Эта особенность представления магнитного поля ТО 
приводит к ограничению количества достоверно оп-
ределяемых гармоник, поскольку, начиная с некоторо-
го значения n (степени гармоник), величина погреш-
ности измеренной магнитной индукции становится 
больше вклада гармоник старших степеней. Поэтому 
даже при использовании данных, полученных совре-
менными прецизионными магнитометрами, неизбеж-
ное присутствие погрешности при измерении магнит-
ного поля Земли ограничивает количество достоверно 
определяемых амплитудных коэффициентов сфериче-
ских гармоник до десятой степени (n = 10). 

Поскольку реальные погрешности измерения 
магнитного поля ТО на два-три порядка больше чем 
при геомагнитных измерениях, то максимальное ко-
личество определяемых гармоник при использовании 
на практике метода Гаусса ограничено третьей степе-
нью (пятнадцатью амплитудными коэффициентами). 

 
Методы разделения вкладов гармоник. Повы-

сить точность и соответственно увеличить количество 
определяемых пространственных гармоник оказывается 
возможным, если применить методы, основанные на 
функциональном анализе специальным образом полу-
ченных данных о пространственном распределении маг-
нитного поля ТО. Ключевым условием применимости 
таких методов является получение экспериментальных 
данных о магнитном поле ТО в форме удобной для про-
ведения функционального анализа по пространственным 
координатам. Непосредственно из вида скалярного по-
тенциала магнитного поля, представленного рядом в (1) 
следует, что для выделения вклада в суммарное поле от 
одной гармоники могут быть использованы: 

– Фурье анализ по циклической координате; 

– ортогональность полиномов Лежандра по угло-
вой координате; 

– расчет на основе конечного числа уравнений с 
использованием свойства разной степени убывания 
поля при удалении от исследуемого ТО (по радиаль-
ной координате).  

Для применения Фурье-анализа к каждому из 
уравнений в (1) необходима экспериментальная зави-
симость данных, полученных на одной из параллелей 
воображаемой сферической сетки, охватывающей ТО. 
Например, так, чтобы было возможно проведение ин-
тегрирования вида: 
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где Br(r,θ,φ) – радиальная компонента магнитной ин-
дукции в точке со сферическими координатами r, θ, φ; 
m – индекс, именуемый порядком гармоники; n – ин-
декс, именуемый степенью гармоники. 

Очевидным требованием, кроме необходимости 
проведения измерений магнитной индукции при не-
изменных радиальной и угловой координатах, являет-
ся получение достаточного количества данных (точек 
измерения) о магнитном поле и циклической коорди-
нате для проведения интегрирования по (2) расчетны-
ми методами с достаточной точностью [7]. 

В результате интегральной обработки зафикси-
рованных данных о магнитной индукции как функции 
от циклической координаты на основании (2) из двой-
ной суммы вкладов всех гармоник останутся только 
вклады от гармоник порядка m = k: 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
⎩
⎨
⎧ ∑∫

∞

=
+ k

n

k
nk

n
n

nr h
gP

r
nd

k
k

rB )(cos
)(sin

cos
),,(

1
20

2

0

θπμϕ
ϕ
ϕ

ϕθ
π

.  (3) 

Если дальнейшую математическую обработку экс-
периментальных данных проводить, например, с исполь-
зованием свойства ортогональности функций Лежандра, 
то для этого необходимы данные обработки по (3), про-
веденные для некоторого количества параллелей, чтобы 
обеспечить проведение интегрирования по формуле: 
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Прямое применение двойной интегральной обра-
ботки данных о магнитной индукции (4) решает зада-
чу об экспериментальном определении величин ам-
плитудных коэффициентов пространственных гармо-
ник магнитного поля ТО, находящегося внутри вооб-
ражаемого шара радиуса r на котором расположены 
магнитометрические датчики. 

Другим вариантом дальнейшей математической 
обработки (3) является использование алгоритмов 
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расчета, построенных на свойстве различной скорости 
убывания сферических гармоник разных степеней при 
удалении от источника поля (исследуемого ТО). Для 
этого используют данные о трех проекциях магнитной 
индукции, зафиксированные на четырех параллелях с 
разными радиусами, лежащих в воображаемой эква-
ториальной плоскости (θ = π/2) сферической системы 
координат, привязанной к центру ТО. Для проведения 
расчетов величин амплитудных коэффициентов гар-
моник ограничивают их рассматриваемое количество 
максимальной старшей степенью, полагая n ≤ 4. Огра-
ниченные таким образом четыре×три ряда, как функ-
ции от циклической координаты, составленные по (1) 
для четырех значений радиусов параллелей, содержат 
24 искомых амплитудных коэффициента. Сначала 
полученные уравнения обрабатывают Фурье анализом 
по аналогии с (3) где k изменяют от 0 до 4. Дальней-
ший расчет величин амплитудных коэффициентов 
проводят, решая получаемую систему уравнений. 

Как уже было замечено, применение в практике 
экспериментального исследования магнитного поля 
ТО алгоритмов расчета, построенных только на осно-
ве решений систем уравнений ограниченных рядов из 
(1), сопряжено с низкой достоверностью получаемых 
результатов для амплитудных коэффициентов гармо-
ник старших степеней. Поэтому при построении но-
вых систем ориентируются на методы с интегральной 
обработкой данных измерений. 

Стремление использовать методы, предполагаю-
щие применение измерительных систем с небольшим 
количеством первичных измерительных преобразовате-
лей, обусловлено практическими затруднениями, возни-
кающими при настройке положения и ориентации боль-
шого количества датчиков. Как известно положение цен-
тра и направление магнитной оси датчика магнитной 
индукции всегда имеют погрешность при установке.  

Наиболее простым вариантом уменьшения количе-

ства датчиков измерительной системы является исполь-
зование перемещения по одной из угловых координат 
связанных с исследуемым ТО. Однако создание систем 
измерения магнитной индукции, позволяющих переме-
щать ТО поочередно по двум сферическим координатам, 
также сопряжено с техническими затруднениями и не 
всегда возможно. Кроме того, поворот исследуемого ТО 
приводит к изменению индуцированной составляющей 
его магнитного поля, делая невозможным проведение 
измерений в присутствии внешнего магнитного поля, 
например, создаваемым земным магнетизмом, что кри-
тично в некоторых случаях. В случае практической не-
обходимости исследования индуцированной состав-
ляющей магнитного поля ТО, вместо углового приме-
няют линейное перемещение по оси аппликат, связан-
ной с объектом цилиндрической системы координат. 
При этом для применения ортогональных свойств 
функций Лежандра по аналогии с (4) используют спе-
циально найденные селектирующие функции fs

k(z), 
выражение принимает вид: 
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Кроме того, в качестве альтернативного варианта, 
имеющего существенно упрощенный процесс настрой-
ки, получили практическое применение системы, по-
строенные на основе тонких (контурных) измерительных 
обмоток специальной пространственной конфигурации с 
измеряемой величиной – магнитным потоком. 

 
Результаты исследований. Результаты сравни-

тельного анализа существующих методов экспери-
ментального определения амплитудных коэффициен-
тов сферических гармоник с учетом особенностей по-
строения соответствующих измерительных систем 
можно представить в виде классификации, представ-
ленной в табл. 1.  

 
Таблица 1 – Классификация принципов, лежащих в основе методов разделения вкладов и определения величин амплитудных 

коэффициентов пространственных гармоник при использовании магнито-измерительных систем разных типов 
        

          Тип перемещения 
 
 
 
 

   Измерительная 
система фиксирует 

Линейное Угловое 

 
Функциональные зави-
симости магнитной 

индукции от координа-
ты перемещения 

1. Использование ортогональных свойств 
функций Лежандра 

1.2. Фурье анализ на основе дискретных 
данных о координатах расположения на ок-
ружности точечных датчиков магнитной 

индукции 
2. Использование свойства спадания гармо-
ник в ограниченном по их количеству ряде 

1. Фурье анализ на основе дискретных данных о 
координатах расположения на окружности точеч-

ных датчиков магнитной индукции 
2.1. Использование ортогональных свойств функ-

ций Лежандра 
2.2. Использование свойства спадания гармоник в 

ограниченном по их количеству ряде 

Функциональные зави-
симости магнитного 
потока от координаты 

перемещения 

1. Аппаратно встроенный Фурье анализ, на 
основе измерительных обмоток специальной 

пространственной конфигурации 
2. Использование ортогональных свойств 

функций Лежандра 

1. Аппаратно встроенный Фурье анализ, на основе 
измерительных обмоток специальной пространст-

венной конфигурации  
2.1. Использование ортогональных свойств функ-

ций Лежандра 
2.2. Использование свойства спадания гармоник в 

ограниченном по их количеству ряде  
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Колонки и строки данной таблицы сформированы 
на основе главных принципов, лежащих в основе работы 
измерительных систем: измеряемая магнитная величина 
и тип перемещения исследуемого объекта относительно 
измерительных датчиков (обмоток) магнитной индук-
ции. В зависимости от комбинации основных принципов 
работы измерительной системы в ячейках пересечения 
соответствующего столбца и строки приведены возмож-
ные для данной системы методы разделения и определе-
ния величин коэффициентов сферических гармоник 
магнитного поля исследуемого ТО. При этом порядок 
применения способов разделения и определения вкладов 
пространственных гармоник во внешнее магнитное поле 
ТО соответствует первой цифре порядкового номера 
возле способа. Вторые цифры у номеров способов ука-
зывают на наличие альтернативных вариантов соответ-
ствующего этапа практического определения величин 
пространственных гармоник магнитного поля. 

Из представленных в табл. 1 способов определения 
пространственных гармоник магнитного поля следует, 
что наиболее рациональным порядком применения трех 
основных способов выделения вкладов гармоник являет-
ся применение на первом этапе Фурье анализа по цикли-
ческой координате φ. В результате которого из двойного 
ряда сферических гармоник согласно (2) будут выделены 
вклады гармоник только заданного порядка m = k.  

Применение аппаратно встроенного Фурье ана-
лиза в системах, измеряющих сигнатуры магнитного 
потока, сцепленного с обмотками специальной про-
странственной конфигурации, обусловлено особенно-
стью измерения магнитного потока и является несо-
мненным преимуществом таких систем. Поскольку 
они принципиально позволяют производить разделе-
ние и определение вкладов гармоник существенно (на 
два три порядка) разнящихся по величине, без суще-
ственного влияния на погрешность. 

 
Выводы. В результате сравнительного анализа ме-

тодов экспериментального определения сферических 
гармоник магнитного поля технических объектов уста-
новлены основополагающие принципы их создания. По-
казана взаимосвязь установленных принципов с сущест-
вующими измерительными системами для проведения 
практического сферического гармонического анализа 
магнитного поля технических объектов. Предложена 
классификация методов, позволяющая поставить в соот-
ветствие друг другу существующие методы и средства 
экспериментального определения сферических гармоник 
и служащая теоретической основой создания новых ме-
тодов и средств проведения практического сферического 
гармонического анализа магнитного поля технических 
объектов. В результате анализа предложенной класси-
фикации выявлено, что для всех методов, основанных на 
угловом перемещении по одной оси, характерно наличие 
методических ограничений на максимальную степень 
измеряемой сферической гармоники (как правило, не 
старше четвертой). 
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