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ide systems Ti/TinOm – ZrO2. It was shown that, depending on the electrolyte рН, the films contain up to 
0,17 до 2,1 wt. % of zirconium. The catalytic activity of the synthesized coatings in the reaction of the 
methyl orange azo dye oxidization under the effect of UV irradiation was established.  

Key words: coatings, titanium dioxide, electrochemical anodization, photocatalyst activity, zirco-
nium oxide, azo dyes, methyl orange. 
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ВИЗНАЧЕННЯ ІНЕРЦІЙНИХ ПАРАМЕТРІВ ЗАВАНТАЖЕННЯ 
БАРАБАННОГО МЛИНА 

 
Розглянуто розрахунок осьового моменту інерції, координати центра мас та дилатансії заванта-
ження. Для візуалізації картин руху в перерізі камери використано сітки. На основі принципу тве-
рдіння враховано всю масу завантаження. 

Ключові слова: барабанний млин, внутрішньокамерне завантаження, автоколивання, осьо-
вий момент інерції, координата центра мас, дилатансія, принцип твердіння, візуалізація, розрахун-
кові сітки. 
 

Самозбудження автоколивань [1] істотно підвищують циркуляцію за-
вантаження в робочих камерах барабанних млинів [2].  

Згідно одержаної умови [1] чинниками нестійкості руху млина є варіа-
ції осьового моменту інерції, моменту опору та дилатансія завантаження. 

При експлуатації млинів значення моменту інерції, положення центра 
мас, що визначає момент опору, та щільності завантаження змінюються.  

Залучення принципу твердіння [3] суттєво спрощує задачу визначення 
змінних інерційних параметрів завантаження. 

За мету роботи було поставлено визначення осьового моменту інерції, 
положення центра мас та дилатансії внутрішньокамерного завантаження ба-
рабанного млина за допомогою методу візуалізації картин руху середовища. 

Осьовий момент інерції доцільно оцінювати по відношенню до момен-
ту при повному заповненні камери, що є максимальним для певного її радіуса 
R, а жорсткість характеристики – по відношенню до моменту для пристінко- 
вого шару, що є максимальним для певного R та ступеня заповнення камери 
завантаженням k. 
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Вираз для відносного моменту інерції по відношенню до значення при 
повному заповненні камери ( )1=k  має вигляд                 

 

11 III =y                                                       (1)                          
 

де ò=
m

dmrI 2  – поточне значення моменту інерції завантаження відносно осі  

обертання (рис. 1а), m – маса, r – радіальна координата, 22
11 RmI =  – мо-

мент інерції при 1=k  (рис. 1б), 1m  – маса завантаження при 1=k . 
 

Замість осьового I можна використати полярний pI  момент інерції. За-

лежність між ними, враховуючи, що rFlm = , можна представити у вигляді 
rlII p= , де F – площа перерізу, l – довжина камери, ρ – об’ємна густина за-

вантаження. Тоді                                         
 

;11 ppI II=y                                               (2) 
 

де ò=
F

p dFrI 2 – поточне значення полярного моменту інерції перерізу (рис. 

1а), 24
1 RI p p=  – момент при 1=k .  

 

Можна використати безрозмірні полярні моменти інерції за умови 1=R  
 

                                                        ;11 бррбI ІI=y                                             (3) 
 

де )1(2 == ò RdFrI
F

pб  – поточне значення безрозмірного полярного моменту 

інерції, 21 p=бpI  – безрозмірний момент при 1=k . Остаточно 

.21 py рбI I=       
 

 Вираз для відносного моменту інерції по відношенню до значення для 
пристінкового шару, аналогічно (1), має вигляд ,шIш II=y  де 

( ) ( )[ ] 2/112/ 244
0

4 rkprp lRlRRIш --=-=  – момент інерції пристінкового ша-
ру (рис. 1в), 0R  – радіус вільної поверхні шару. 

Після перетворень, подібних (2) та (3), ( )[ ]{ }.112 2kpy --= рбIш I                                     



                                                             ISSN 2079-0821. Вісник НТУ «ХПІ». 2014. № 27 (1070) 
 
22 

 
Рис. 1 – Розрахункові схеми: а – для поточного значення інерційних параметрів,  

б – для осьового моменту інерції при 1=k , в – те саме для пристінкового шару при поточ-
ному κ, г – те саме в стані спокою, д – для умовного максимального моменту опору при 

50,=k , є – те саме при поточному κ. 
                            

В стані спокою переріз завантаження має вигляд сегмента (рис. 1г), а йо-
го момент інерції набуває мінімального значення.  

Вираз для полярного моменту інерції сегментного перерізу має вигляд 
( )[ ] ,122cos22sin64 aaa --= RI pc  де α – половина центрального кута сегме-

нта в перерізі. 
Для визначення моменту інерції методом візуалізації розрахункова об-

ласть перерізу камери покривається сіткою комірок у вигляді кільцевого сек-
тора з центром 

iijc  (рис. 2а). Вираз для безрозмірного полярного моменту 

інерції завантаження, що визначається за допомогою такої сітки має вигляд: 
 

                                                       åå
= =

=
k

i

m

j
pббipб

ij

i
iII

1 1
;                                           (4) 

 

де rri i D=  – індекс радіальної координати, ir  – безрозмірна радіальна коор-
дината комірки, rD  – безрозмірний радіальний розмір комірки, rk D=1  – чи-
сло кільцевих шарів комірок в сітці, 

ii jjij jj D=  – індекс кутової координа-

ти в кільцевому шарі з радіальним індексом i , 
ijj  – кутова координата комі-
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рки в шарі i, 
ijjD  – кутовий розмір комірки в шарі i, 

ii jjm jp D= 2  – число 

комірок в кільцевому шарі i, 
ipббiI  – безрозмірний момент заповненої комір-

ки. 
 

 
           а                                                                             б 

Рис. 2 – Схеми комірок розрахункових сіток: а – для полярного моменту інерції,  
б – для статичного моменту. 
 

Виходячи з пропорційної залежності числа комірок в шарі із його раді-
альною координатою можна одержати ,)12(

1jj mim
i

-=  де 
1jm  – число комі-

рок в першому кільцевому шарі. 
 Для спрощення форми сітки можна надати співвідношенню дугового та 

радіального розмірів для всіх комірок сталого значення ,crl
ij =D  де 

)2( rrl ijj ii
D-D= j  – центральний дуговий розмір комірки, c – константа. За-

давшись умовою 1®c  можна одержати p®
1jm , і прийняти .3

1
=jm  

 Вираз для безрозмірного моменту комірки набуває вигляду 
 

   ( ) .24
1

4
ii jiipббi mrrI --=p                                           (5) 

 

 Тоді після підстановки (5) в (4) та перетворення можна одержати 

å å
= = -

--
=

k

i

m

j
ij

j
pб

ij

i
i

n
i
ii

mk
I

1 1

44

4 ;
12

)1(
2

1

p  де 
iijn  – число заповнених комірок. 

 Величину моменту опору завантаження обертанню барабана доцільно 
оцінювати по відношенню до значення умовного максимального моменту 
при половинному заповненні камери, що є максимальним для певного R, а 
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жорсткість характеристики – по відношенню до умовного максимального 
моменту при поточному значенні κ, що є максимальним для певного R та κ. 

Умовний максимальний момент (рис. 1д, є) відповідає розподілу матері-
алу в поперечному перерізі у вигляді ідеального квазітвердотільного сегмен-
та, що повернуто разом із барабаном відносно стану спокою на прямий кут. 

Вираз для відносного моменту опору по відношенню до умовного мак-
симального значення при половинному заповненні ( )5,0=k  має вигляд 

 

                                                  ;max5,05,0 MMM =y                                         (6) 
 

де ò=
m

xdmgM  – момент активних масових сил опору завантаження (рис. 1а), 

x – горизонтальна центральна вісь перерізу камери, g – гравітаційне приско-
рення, 5,05,0max5,0 mgxM C=  – умовний максимальний момент опору при 

50,=k  (рис. 1д), 5,0Cx  – горизонтальна координата центра мас 50 ,C  сегмента, 

5,0m  – маса половинного завантаження. 
 

 Замість моменту опору M  можна використати статичний момент пере-
різу завантаження yS , пропорційний горизонтальній координаті центра мас 

завантаження Cx . Залежності між цими параметрами можна представити у 
вигляді ,glSM y r=  ,зCy FxS =  де зF  – площа перерізу завантаження. Тоді 

 

                                                  ;max5,05,0 yyM SS=y                                        (7) 
 

де ò=
F

y xdFS  – поточне значення статичного моменту перерізу відносно вер-

тикальної центральної осі y (рис. 1а), 32 3
max5,0 RS y =  – умовний максималь-

ний статичний момент перерізу відносно у при 5,0=k . 
 

 Можна використати безрозмірні статичні моменти за умови 1=R . Тоді 
 

                                                ;max5,05,0 бyубM SS=y                                     (8) 
 

де ò=
F

yб xdFS )1( =R  – поточне значення безрозмірного статичного моменту, 

32max5,0 =бyS  – безрозмірний умовний максимальний момент при 5,0=k . 

Остаточно після перетворень .235,0 убM S=y                                         
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Вираз для відносного моменту опору по відношенню до умовного мак-
симального при поточному значенні k, аналогічно (6), має вигляд 

maxcMc MM=y , де glRgxmM CзC ra33
max sin2==  – умовний максимальний 

момент опору при поточному κ (рис. 1є), зm  – маса завантаження. 

Після перетворень, подібних до (7) та (8) ( ).sin23 3ay убMc S=                                    

Для визначення моменту опору методом візуалізації розрахункова об-
ласть перерізу камери покривається сіткою із рядним розташуванням квадра-
тних комірок із безрозмірним розміром h та центром 

iijc  (рис. 2б). Вираз для 

безрозмірного статичного моменту перерізу завантаження, що визначається 
за допомогою такої сітки, аналогічно (4), має вигляд 

 

å å
-= -=

=
k

ki

m

mj
yббiyб

ij

iji
i

SS ;                                               (9) 

 

де hxi i=  – індекс горизонтальної координати, ix  – безрозмірна горизонтальна 
координата комірки, hk 1=  – половина числа вертикальних шарів комірок, 

hyj
iji =  – індекс вертикальної координати у вертикальному шарі з горизон-

тальним індексом i , 
ijy  – безрозмірна вертикальна координата комірки у ве-

ртикальному шарі i, 
iyббiS – безрозмірний статичний момент заповненої комі-

рки, ( )[ ] ( )[ ]{ } hxxxxm iiiiji 4/arccos2sinarccos2/1arccos2sinarccos2/1 11 ---= --  

– половина числа комірок у вертикальному шарі i. 
 

Вираз для статичного моменту комірки можна представити у вигляді 
 

( ).22 hxhS iyббii -=                                             (10) 
 

Тоді після підстановки (10) в (9) та перетворення можна одержати 

( ) ;12
2
1

3 å å
-= -=

-=
k

ki
ij

m

mj
yб i

ij

iji

Ni
k

S  де 
iijN  – число заповнених комірок. 

 Вираз для дилатансії завантаження в камері має вигляд ( )kpu 2RF= ; 

де ò=
F

dFF  – поточне значення заповненої площі перерізу камери. Після пе-

реходу до безрозмірних величин за умови 1=R  можна одержати 
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( );pku бF=                                                   (11) 
 

 

де ò=
F

б dFF ( )1=R  – поточне значення безрозмірної заповненої площі. 

 

 У випадку сітки для моменту інерції вираз для бF  має вигляд 
 

;
1 1
å å
= =

=
k

i

m

j
IббiIб

ij

i
i

FF                                               (12) 

 

де ( )
ii jiiIббi mrrF 2

1
2

--=p – безрозмірна площа заповненої комірки. Після під-

становки (12) в (11) та перетворення можна одержати .1
1 1

2 å å
= =

=
k

i

m

j
ij

j
I

ij

i
i

i

n
mk k

u        

                                 

 У випадку сітки для статичного моменту вираз для бF  має вигляд 
 

;å å
-= -=

=
k

ki

m

mj
sббisб

ij

iji
i

FF                                             (13) 

 

де 2hF
isббi =  – безрозмірна площа заповненої комірки. Після підстановки (13) 

в (11) та перетворення остаточно можна одержати .1
2 å å

-= -=
=

k

ki

m

mj
ijM

ij

iji
i

N
k kp

u   

 

Одержані залежності складають основу розрахункового алгоритму для 
досліджень інерційних параметрів завантаження методом візуалізації. 
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Рассмотрен расчет осевого момента инерции, координаты центра масс и дилатансии загрузки. 

Для визуализации картин движения в сечении камеры использованы сетки. На основе принципа за-
твердевания учтена вся масса загрузки.  
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The calculations of filling moment of inertia, centre of mass coordinate and dilatation are considered. 
The graticules were used for cross-section flow patterns visualization. Based on the principle of hardening, the 
whole filling mass was taken into account.   
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В статье рассмотрены варианты модернизации устройств для распределения жидких сред по изме-
рительным системам и малообъемным объектам. 
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