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Представлено модель руху частинки ґрунту змінної маси в навколишньому 
середовищі. Доведено, що в такому випадку, з початком руху частинки після контакту 
з лезом, нормальна реакція леза знижується, а згодом стає сталою. Одночасно маса 
частинки збільшується, а її швидкість після контакту з лезом прямує до сталої 
величини. На відміну від класичної, запропонована модель дозволяє стабілізувати 
швидкість частинки, хоча на практиці вона досить часто прямує до нуля, а в ідеалі 
частинка зупиняється (залипання її до леза).
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Питання про рух частинки в навколиш-
ньому середовищі нерідко виникає під час 
конструювання сівалок, коли зерно падає у 
повітрі, при внесенні добрив та в інших ви-
падках [5, 7, 9]. При цьому параметри час-
тинки, скажімо щільність, суттєво відрізня-
ються від параметрів середовища, напри-
клад повітря; ця теорія вичерпно розглянута
П.М. Заїкою [3].

Особлива увага руху частинки приділя-
ється в землеробській механіці. Г.Н. Сінео-
ков [8] обґрунтував рух ґрунту по лезу куль-
тиваторних лап для забезпечення сходження 
бур’янів з робочого органа; у разі роботи 
протиерозійних культиваторів та плоско-
різів, які рухаються на великій глибині, має 
бути забезпечене сходження неперерізаних 
коренів [1]. М.К. Лінник зі співавторами ви-
значають рух частинки по лезу за допомогою 
тригранника Френе [6], проте не розгляда-
ють одночасно руху частинки по лезу та руху 

ґрунту. У дослідженнях Н.П. Волосевича рух 
ґрунту по робочому органу розглядається як 
рух змінної маси, що надходить на робочий 
орган, а потім сходить з нього. У цьому ви-
падку частинка та навколишнє середовище 
мають однакові параметри й ту ж саму щіль-
ність, яка автором не враховується [2]. Проте 
за відповідних умов, унаслідок тотожності 
параметрів частинки ґрунту з навколишнім 
середовищем, яке теж є ґрунтом, але роз-
пушеним, може статися зупинка частинки 
на лезі, що призведе до залипання робочого 
органа і зруйнує весь технологічний процес.

Метою нашої роботи було розв’язати за-
дачу про взаємодію частинки ґрунту з навко-
лишнім середовищем з тотожними параме-
трами під час руху по прямо лінійному лезу 
робочого органа.

Результати досліджень та їх обговорення. 
Частинка ґрунту, яка утворюється після розпу-
шування, взаємодіє з лезом робочого органа. При 
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цьому вона починає рух під дією навколишньо-
го середовища, яке являтиме собою також ґрун-
тові частинки, що після розпушування ґрунту 
починають взаємодіяти з даною частинкою. 
Взаємодія частинки ґрунту і навколишнього се-
редовища приводить до зміни маси частинки.

Вважаємо, що зміна маси частинки ґрун-
ту при русі за прямолінійним лезом робочого 
органа має такий вигляд:
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де m0 – початкова маса частинки в момент 
часу t = 0, тобто в момент контакту з лезом, кг; 
D – середній розмір ґрунтової частинки, що 
знаходиться в контакті з лезом, м; V – швид-
кість руху ґрунтової частинки по лезу, м/с;
VC – швидкість руху середовища, м/с; α – кут 
нахилу леза до лінії руху, град; t – час, с; k1 ≥ 0, 
k2 ≤ 0 – безрозмірні емпіричні коефіцієнти.

Проаналізуємо запропоновану залежність 
зміни маси частинки на окремих випадках:

1. Кут α не дорівнює нулю α ≠ 0. Швид-
кість руху середовища дорівнює нулю VC = 0. 
Частинка ґрунту знаходиться у спокої: V = 0; 
збільшення маси частинки за рахунок вза-
ємодії зі середовищем не відбувається, тому 
m = m0 = const, де m − маса частинки.

2. Кут α не дорівнює нулю: α ≠ 0. Швид-
кість руху середовища не дорівнює нулю: 
VC ≠ 0. Швидкість руху частинки ґрунту до-
рівнює нулю: V = 0. У цьому випадку час-
тинка ґрунту налипає на лезо, її взаємодія 
зі середовищем стає максимальною. Збіль-
шення її маси можна представити виразом
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де cV t
D
⋅  − кількість частинок, які вза-

ємодіють з частинкою ґрунту, що налипла на 
лезо, за час t.

3. Кут α = 0. Швидкість руху середовища 

не дорівнює нулю: VC ≠ 0. У цьому випадку 
матеріальна частинка рухається паралельно 
середовищу: V=VC ; збільшення маси частин-
ки не відбувається: m=m0=const.

4. Кут α прямий: α = π/2. Швидкість руху 
середовища не дорівнює нулю: VC ≠ 0, тобто 
матеріальна частинка нерухомо знаходиться 
на лезі: V = 0. Вона прилипла, і збільшення 
маси максимальне

0 1(1 )cV t
m m k

D
⋅

= ⋅ + ⋅ .

5. Оскільки швидкість руху середовища 
завжди більше за швидкість руху частинки, 
то V/VC ≤ 1, і отже, k2 ≥ 0.

За рівняння руху точки зі змінною масою 
візьмемо рівняння І.В. Мещерського [10]:
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dt dt

⋅ = + ⋅ − = +
ur
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 – імпульсна (реактивна) 

сила; V
ur

– швидкість точки змінної маси;
Vc
uur

– абсолютна швидкість приєднання час-
тинок (швидкість лапи).

Запишемо векторне диференціальне рів-
няння (2) в проекціях на координатні осі х і у
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де f – коефіцієнт тертя ґрунту по лезу лапи;
N – нормальна сила реакції леза лапи на час-
тинку ґрунту (рис. 1).

З другого рівняння системи (3) визначає-
мо нормальну реакцію
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Ураховуючи останній вираз, перше рів-
няння системи (3) перетворюємо на рівняння

2 (cos sin ) [ (cos sin ) ]c c
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α α α α⋅ = ⋅ ⋅ − ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ − ,

яке з урахуванням виразу (1) остаточно запи-
шемо так:

 1
22

2

2 1

0 2

sin{1 [1 (cos sin ) ] }
[1 ( / )]

sin(cos sin ) [ (cos sin ) ].
1 ( / )

c

c

c
c c

c

Vk dVk f t
D k V V dt

Vkk V f V f V
m D k V V

α α α

αα α α α

⋅
+ ⋅ ⋅ + ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ =

+ ⋅

⋅
= ⋅ ⋅ − ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ −

+ ⋅

×

N 

Vc = const  

F = k · Vc
2 

y 

x 

α Рис. 1.
Схема руху
частинки ґрунту
зі змінною масою
по лезу робочого органа
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Розв’язок диференціального рівняння (4) 
отримуємо на підставі [4]
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Одиниці виміру сталих величин a і b − [c-1].
Проаналізуємо знак сталої величини a на 

окремих випадках:
1) a ≥ 0: при α ≈ 0 => k2 > − 1 – відпо-

відає припущенням (1) про зміну маси час-
тинки, при α = π/2 => 1 − k2 ∙ f > 0 => k2 < 1 / f;

2) a < 0: при α ≈ 0 => k2 < −1 – суперечить 
припущенню (1) про зміну маси.

Таким чином, значення емпіричного кое-
фіцієнта k2 знаходяться в межах k2 ϵ [0, 1/f) , 
і тому a > 0 .

Сталу інтегрування С знаходимо з почат-
кової умови

t = 0, V = V0 , => 
 

0
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0( 1)
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cVV
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= ⋅ −
±

.

Аналізуючи останню рівність, дійдемо 
висновку: сталу С можемо знайти тільки в 
тому випадку, коли C ± |C| = 0, що призводить 
до невизначеності типу 0/0. Розкриваючи її, 
отримаємо

  
0

2| | 1VC k
Vc

± = ⋅ +  .
Оскільки права частина останньої рівності 
більша за 0, то в розв’язку (5) необхідно бра-
ти знак “+”, і тому

0
2( 1) 0VC k
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Таким чином, розв’язок (5) перетворить-
ся на рівняння
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. (6)

Дослідимо значення швидкості частинки 
ґрунту за необмеженого зростання часу (t = ∞)

2

2( ) ( 1) 0
| |

cV aV
k b b

⋅
∞ = ⋅ − ≥

− +
.

1. При b > 0 маємо V(∞) = ∞ – матеріальна 
точка змінної маси розганяється.

2. При b < 0, враховуючи, що модуль 
швидкості не може бути від’ємним значен-
ням, маємо – a/b ≥ 1, і тоді

1
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Аналізуючи нерівність (7), маємо:
1) при tg α ≤ 1/f – нерівність (7) викону-

ється тотожно і 
2
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2) при tg α < 1/f – нерівність (7) не вико-

нується, точка зупиняється при часі 1
зуп

CT
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=
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раніше часу t = ∞.
Після інтегрування рівняння (6) отриму-

ємо вираз для шляху, який пройшла матері-
альна точка змінної маси
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стала інтегрування, яку знаходимо з початко-
вої умови S(0) = 0.

Дослідимо окремий випадок при k2 = 0.
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Якщо b2 > 0 (1/f > tg α), то V(∞) = b2/a2.
Якщо b2<0 (1/f < tg α), то Tзуп = – V0/b2.
Робимо висновок, що швидкість точки за 

жодних умов не збільшуватиметься.
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Найбільш суттєве значення на кінематич-
ні характеристики руху частинки, зокрема на 
швидкість, має коефіцієнт k1 (рис. 2). При k1=0 
маса частинки не змінюється, тобто цей ко-
ефіцієнт характеризує зчеплення частинки з 

Рис. 2. Кінематичні характеристики руху частинки по прямолінійному лезу

розпушеним ґрунтом. За наявності зчеплен-
ня між частинкою та розпушеним ґрунтом 
маса частинки зростає, а швидкість прямує 
до константи.

Таким чином, запропонована модель до-
зволяє досліджувати рух матеріальної час-
тинки ґрунту змінної маси в навколишньому 
середовищі. Встановлено:

− параметри, за яких рух частинки ста-
білізується;

− найбільш суттєвим фактором є зче-
плення частинки з навколишнім середови-
щем, що приводить до збільшення маси час-
тинки;

− швидкість руху частинки та нормальна 
реакція леза досягають постійних величин.
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