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Аналітичне визначення температури рі-
зання пов’язано зі складною задачею роз-
рахунку інтенсивністей (густини) теплових 
потоків qγ через передню Aγ та qα через задню 
Aα поверхні леза. Відомо, що температура 
тертя стружки значно перевищує температу-
ру контактної зі сторони Aα поверхні різання 
R заготовки. Тому остання слугує своєрід-
ним охолоджувачем для леза, забираючи у 
свою масу частину теплоти, яка поступає зі 
сторони стружки через Aγ.

На основі цього явища А.Н. Рєзников
[1, 2] запропонував систему рівнянь контак-
тних температур на Aγ і Aα:

, (1)

де в лівій частині Θγs і Θαs – залишкові темпе-
ратури стружки і контактної поверхні R від 
роботи пластичної деформації в площині зсу-
ву PØ; Θγμ і Θαμ – температури тертя стружки 
і заготовки з контактними поверхнями Aγ і Aα 
леза; Θлс і Θлз – температури зниження вна-
слідок теплообміну між парами тертя; у пра-

вій частині зазначені залежні від густини те-
плових потоків контактні температури леза
Θγл = f(qγ) і Θαл = f(qα) з коефіцієнтами M і N 
взаємовпливу температурних полів від Θγл і 
Θαл. Значення M і N у вигляді графічних і та-
бличних функцій отримані на основі експери-
ментальних даних і результатів моделювання.

Мета роботи – вивести формулу темпера-
турного поля леза в головній січній площині Pτ 
і визначити аналітично взаємовплив контактних 
температур на передній та задній поверхнях.

Постановка задачі. Визначається розпо-
діл температури по глибині леза в головній 
січній площині Pτ від дії смугового безпе-
рервного джерела (СБД) нагріву поверхонь 
Aγ і Aα (рис.1).

Напівплощини xoy (Aγ) і yoz (Aα) – адіаба-
тичні і мають рівномірний розподіл контак-
тних температур Θγ і Θα. Температурне поле 
леза на ділянках o'l і o'h площини Pτ визнача-
ються методом суперпозиції незалежних полів

 
                                      (2)
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на основі вихіднх даних середнього значення 
контактних температур [3] Θγ і Θα з урахуван-
ням температур Θαl і Θγh додаткового впливу 
джерел теплоти qγ і qα. Визначення середньо-
го значення температури Θαl (або Θγh) на фік-
сованій глибині l (або h) є предметом даного 
дослідження.

За початкову основу розрахунків прийня-
то вираз [4, 5] для температурного поля від 
лінійного миттєвого джерела (ЛМД) на аді-
абатичній поверхні напівобмеженого тіла з 
ординатою –∞<y1<∞ та аплікатою z1=0 (кіль-
кість теплоти імпульсу QЛМ – Дж/м – подво-
юється)
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де λ і ω – коефіцієнти тепло- і температуропро-
водності; τ – час спостереження температури 
після імпульсу теплоти; x1 – абсциса ЛМД; 
x і z – координати точки, що розглядається.

Під час розрахунку використано розкла-
дання інтегральної показникової функції для 
малих значень t у числовий ряд [5–7]
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з постійною Ейлера с = 0,5772.
Основний зміст. Розрахунки складають-

ся з двох частин.
1. Температурне поле в січній площи-

ні клина при нагріванні однієї зі сторін. 
Розв’язок виконували по другому напряму 

розрахунку [3] шляхом двох інтегральних 
переходів від ЛМД до СБД.

Розподіл температури по глибині z від 
лінійного безперервного джерела (ЛБД) по-
тужністю qЛБ (Вт/м) визначається інтегру-
ванням ΘЛМ (3) по змінній τi [4, 5]
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де τi – момент часу імпульсу теплоти; τ – мо-
мент часу фіксації температури; τ – τi – час 
розповсюдження теплоти від i-го імпульсу.
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i
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Для прямого безконечного клина темпе-
ратурне поле діючого і відбитого СБД [1, 4] 
густиною qСБ (Вт/м2) визначається інтегру-
ванням ΘЛБ (5) по змінній x1 [4, 5] зі застосу-
ванням чергової заміни:
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Внутрішній інтеграл (6) замінюємо число-
вим рядом (4) при n = 1 для малих значень p,
і тоді зовнішній інтеграл набуває вигляду
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Кожен інтеграл складових в (7) обчислю-
ється окремо [8, 9] з урахуванням 4ωτ∙p – z2= 

=a∙p + b. Сумарно замість (7) маємо вираз 
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Після упорядкування і підстановки (8) в 
(6) отримуємо функцію температурного поля 
від дії СБД на Aγ:
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Рис.1. Схематизація температурних 
полів Θγ і Θαl на передній (l×b) та Θα і Θγh 
на задній Aα(h×b) контактних поверхнях 
леза:   – довжина контакту стружки з Aγ;

h – величина зносу леза по Aα;
b – ширина січної зрізу
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Відзначимо, що функція f(z, x) у квадрат-
них дужках (9) при z = 0 видозмінюється від-
повідно на функцію [3] 

UΨ = 2,809 + lnF0 – (1 + Ψ)ln(1 + Ψ) –
– (1 – Ψ)ln(1 – Ψ) + (1+3Ψ2)/12∙ F0

з безрозмірним параметром Ψ = x/l і критері-
єм Фур’є F0 = ωτ/l2.

2. Середнє значення температури по ши-
рині l і глибині h дії СБД теплоти визнача-
ється подвійним інтегруванням [8, 9] функції 
f(z, x) (9) по змінним x, z 
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Після інтегрування (10) по x отримуємо
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Вдруге зазначимо, що проінтегрований 
вираз в дужках (11) при z = 0 відповідає 
функції [3] середнього значення температури 
Ul = 2,423 + lnF0 + 1/(6F0).

Далі після інтегрування (11) по z, мате-
матичних перетворень, групування і ско-
рочення на відношення (2l2 + h2)/(12ωτ), 
яке прямує до 0, знаходимо розрахункову 
формулу
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Функція (12) залежить від теплопровод-
ності інструментального матеріалу ω, часо-
вого теплонасищення тіла леза τ, довжини 
контакту стружки l з Aγ і величини фаски 
зносу h по Aα.

Визначаючи функцію Tα середнього зна-
чення температурного поля зі сторони Aα від 
СБД густиною qα, слід у розрахунковій фор-
мулі (12) поміняти місцями l і h.

З метою підтвердження достовірності 
попередніх розрахунків було проведено до-
даткове інтегрування (10) спочатку по z, а 
потім по х 
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Вирази (12) і (13) відрізняються лише 
множниками трьох доданків і мають одна-
кові значення порівняльних розрахунків.

Реалізація. Температура леза в січній 
площині Pτ від СБД на поверхнях Aγ і Aα
Θ(J0) = 0,5[Θ(Jγ) + Θ(Jα)] по рис.2 дорівнює 
[1, 5].

Рис.2. Відбиття фіктивних джерел
J1–J3 для прямого клина

Вираз (14) являє собою праву частину 
системи (1), де до контактної температу-
ри Θγ або Θα з функцією UЛ [3] додається 
середнє значення температурного поля по 
довжині і глибині січної площі l×h від СБД 
другої сторони леза з функцією TЛ (13).
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ніх значень контактних температур на по-
верхнях Aγ і Aα леза з урахуванням додатко-
вої температури їх взаємовпливу (2)
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де функції Uγ і Uα через критерії   20 l
F l

ωτ
=

і 20 h
F h

ωτ
=  визначаються відповідно за

формулою [3] U = 2,423 + lnF0 + 1/(6F0), а 
функції Tγ і Tα – за формулою (12).
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Пошукові значення густини теплопо-
глинання лезом qγ і зі знаком мінус   визна-
чаються розв’язанням системи рівнянь (1) 
з аналітично розрахованою правою части-
ною (15).

Усі інші розрахункові моделі зі застосу-
ванням середньої температури в січній леза 
Θлτ = f(Tγ, Tα), еквівалентного значення гус-
тини q' = f(Θлτ) та балансу теплових потоків
qγ∙ l = qα ∙ h виявилися недостовірними.
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