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Запропоновано методику розв'язання квазістатичних задач термопружності для безмежного трискладового 
тіла за дії поверхневих періодичних джерел тепла для різних, в тому числі, малих товщин середньої складової. Ме-
тодика передбачає застосування узагальнених функцій та функцій Гріна нестаціонарної задачі теплопровідності для 
трискладового простору. Наведено результати числових досліджень температури, напружень та переміщень. 
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Вступ. Періодична теплова дія широко використовується в теплофізиці [1–7]. При цьому, як пра-

вило, розглядають задачі теплопровідності для одно- та двоскладових тіл, а така теплова дія моделюється 
синусоїдальним або косинусоїдальним законом зміни за часом або температури на обмежуючій поверхні 
[3–5], або інтенсивності поверхневих [7] чи об’ємних джерел тепла [6]. Актуальною є розробка ефектив-
ної методики дослідження нестаціонарного термопружного стану, зумовленого періодичною тепловою 
дією для кусково-однорідних елементів конструкцій, зокрема, які складаються з двох масивних частин, 
з’єднаних проміжковим шаром. 

Слід зазначити, що реалізація аналітичних і числових методів розв’язування задач теплопровідно-
сті та термопружності у кусково-однорідних тілах значно ускладнюється у випадку тонких прошарків. 
Тому їх досить часто замінюють певними узагальненими контактними тепловими та механічними умо-
вами, як наприклад, умови неідеального теплового контакту, які у найбільш загальному вигляді для задач 
теплопровідності отримано у [8]. Інший спосіб вирішення цієї проблеми передбачає використання пев-
них припущень щодо розподілу температури у тонких шарах, зокрема, у [9] запропоновано математичну 
модель, яка передбачає лінійний закон зміни температури в областях тонких включень.  

У даній статті запропоновано підхід, який базується на застосуванні узагальнених функцій та фун-
кцій Гріна, до визначення термопружного стану безмежних трискладових тіл за періодичної теплової дії 
поверхневих джерел тепла без використання спрощуючих припущень щодо розподілу температури 
у проміжковому шарі. 

Постановка задачі термопружності та її розв’язання. Розглянемо ві-
днесене до циліндричної системи координат , ,r z  необмежене трискладове 

циліндричне тіло з плоско-паралельними поверхнями поділу z    і z h  та 
теплоізольованою, гладко закріпленою (відсутні радіальні переміщення і до-
тичні напруження) поверхнею r R  (рис. 1). Вважаємо, що початкова тем-
пература тіла дорівнює нулю, фізико-механічні характеристики складових, 
між якими виконуються умови ідеального термомеханічного контакту, є ста-

лими, а на поверхні поділу z    діє періодичне джерело тепла  tw  , інтен-

сивність якого має синусоїдальний   sintw q   або косинусоїдальний 

  costw q   характер зміни за часом (  – частота, q  – потужність 

джерела тепла). 
Для визначення температурного поля маємо рівняння теплопровідності 

з узагальненими по z  похідними 
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Рис. 1 
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( )S z  – функція Хевісайда, ( )z  – дельта-функція Дірака, z   , z h  , індексу i   відповідають 

величини, які належать першій складовій z    , i    – другій (проміжковому шару) z h   , 
i    – третій h z   . 

За допомогою функцій Гріна температурне поле шукатимемо у вигляді  
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k
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де температура i -ої складової  ,it z   визначається із співвідношень 
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в яких ( , , )iG z    – елементи матриці Гріна. 

Підставимо у (4) вирази для  , ,iG z    [10] та  tw   у вигляді  
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 . Після низки перетворень з урахуванням інтегралу 
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формули Ейлера  cos sinx iy xe e y i y    та формули нескінченного ряду для інтегралу ймовірностей 

комплексного аргументу [11] 
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отримаємо вирази для функцій it , які у безрозмірних змінних матимуть вигляд: 
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Тут ( )f z  – деяка функція, a   , 
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ia  – коефіцієнт температуропровідності i -ої складової, l  – деякий лінійний розмір; p   ,   , 
   – для синусоїдального джерела тепла, а для p  ,   ,    – косинусоїдального. 

Розглянемо деякі часткові випадки. Переходячи у (5) до границі при ( )
t
   або ( )

t
   , діс-

танемо вирази для визначення температурного поля у двоскладовому півбезмежному тілі 

         , , , ,
n

n

t z Fo s z Fo s z Fo k s nha z Fo


   
       

 
     
    


 

    , ,
n

n

k k s n ha z Fo


 
  



    


   

          , , ,
n

n

t z Fo s a z Fo k s a z nh Fo


   
     

  
    
   
 

 

    , ,
n

n

k k s a h z nh Fo


 
  



     


      (7) 

поверхня z h  якого підтримується при нульовій температурі ( k  ) або є теплоізольованою ( k  ). 
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Поклавши у (5) a a  , ( ) ( )
t t
   , отримаємо розв’язок задачі теплопровідності для двоскладо-

вого безмежного тіла 

     , , ,
q

t z Fo s z Fo
Pd

  
 



 







 

 
   , , .

q
t z Fo s a z Fo

Pd
 

  
 



  

    (8) 

Для квазіусталеного теплового режиму ( Fo  ), функції  ,s x Fo
  у співвідношеннях (5), (7), 

(8) матимуть вигляд  
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Оскільки температурне поле у тілі змінюється по товщині, то в ньому виникатимуть лише радіа-
льні та кільцеві напруження [12]:  
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При цьому радіальні переміщення відсутні, а осьові (без врахування переміщень тіла як твердого цілого) 
визначаються із співвідношення: 
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Тут коефіцієнт Пуассона ( )z , модуль пружності ( )E z  та коефіцієнт лінійного розширення ( )t z  ма-

ють вигляд (3). 
Числові дослідження. Наведемо результати числових досліджень безрозмірних температури 
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, у три-

складовому тілі за синусоїдального ( ) характеру зміни інтенсивності джерела тепла, коли матеріа-

лами півбезмежних тіл є срібло ( / ( )t Вт м C     , . /a м с    , .   , .E ГПа  , 

.t C    ), а проміжкового шару – двоокис цирконію ( /( )t Вт м C   , . /a м с    , 

.   , E ГПа , .t C    ). 

На рис. 2 проілюстровано вплив товщини проміж-
кового шару на розподіл температури на поверхнях поді-
лу z    (суцільні лінії) і z h  (штрихові лінії). Як вид-
но, при зменшенні товщини температура на поверхні 
z    знижується, а на поверхні z h  підвищується. 

При h м  (криві 1) та h м  (криві 2) темпе-
ратура на поверхні z h  близька до нуля, а при z    
практично однакова. 

На рис. 3 показано зміну температури на поверх-
нях поділу z    (суцільна лінія) і z h  (штрихова лі-
нія) для малих і великих часів, обчислену за співвідно-

шеннями (7) (крива 1) та (9) (крива 2) при h м . 

Бачимо, що починаючи з сек     тепловий ре-
жим можна вважати квазіусталеним. Тому для часів 

   дослідження температурних полів можна прово-
дити за простішими формулами (9). Рис. 2 
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Рис. 3 

На рис. 4, 5 показано залежність температури від координати при h м  для різних часів. Ро-
зподіл температури в проміжковому шарі та приповерхневих областях півбезмежних тіл на початковій 
стадії нагріву проілюстровано на рис. 4, а, а після переходу на квазіусталений тепловий режим на рис. 4, б.  

    
Рис. 4 

    
Рис. 5 
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На рис. 5, а, б наведено температурний розподіл для більш розширеної області за повний період дії дже-
рела тепла в моменти часу від     до     з інтервалом    ( i -ій криві відповідає час 

i   ). Як видно, характер розподілу по товщині проміжкового шару для кожного моменту часу 

різний. Температура третьої складової близька до нуля протягом дії джерела тепла. Залежно від часу 
максимум температури може перебувати або на поверхні поділу z   , або в проміжковому шарі чи у 
першій складовій. Зокрема, при .    сек він знаходиться на поверхні нагріву.  

Величини розтягуючих та стискуючих напружень на поверхнях поділу z    і z h  при товщині 

проміжкового шару h м  (суцільна лінія) та h м  (штрихова лінія) показано на рис. 6. Ана-
логічно, як і випадку температури, зі зменшенням h  максимальне значення напружень при z    також 
зменшується, а при z h  збільшується. На поверхнях поділу бачимо стрибки напружень, величини яких 
зростають зі збільшенням абсолютного значення температури. 

 
 Рис. 6       Рис. 7 

На рис. 7 зображено залежності переміщень від часу на поверхнях поділу z    (суцільна лінія) і 

z h  (штрихова лінія) при h м . Як видно, переміщення також мають періодичний характер. 
Вони співпадають, коли температури при z    і z h  є однаковими. На поверхні z    переміщення 
набувають додатних (від’ємних) значень, коли температура від’ємна (додатна), а на поверхні z h  – 
навпаки. Максимальні значення переміщень на поверхнях поділу відрізняються у 2 5.  рази, тоді як тем-
ператур – у 10 разів. 

Висновки. Проілюстровано методику визначення нестаціонарних температурних полів і 
зумовлених ними напружень та переміщень у трискладових тілах за періодичної дії поверхневих джерел 
тепла. Із знайденого розв’язку задачі теплопровідності для безмежного трискладового тіла, на поверхні 
поділу якого зосерджене джерело тепла синусоїдального або косинусоїдального характеру зміни 
інтенсивності, як часткові випадки отримано розв’язки для двоскладових безмежного і півбезмежного тіл 
та відповідні співвідношення для квазіусталених теплових режимів. 

За результатами числових досліджень, зокрема, встановлено, що у різні моменти часу характер 
кожного з розподілів температури, напружень та переміщень по товщині середньої складової не 
однаковий; вплив джерела тепла на температуру третьої складової, навіть для досить малих товщин 
проміжкового шару, є незначним.  

РЕЗЮМЕ 

Предложена методика решения квазистатических задач термоупругости для трехсоставного тела при дей-
ствии периодических источников тепла на поверхностях раздела для различных, в том числе, малых толщин средней 
составляющей. Методика предусматривает применение обобщенных функций и функций Грина нестационарной 
задачи теплопроводности для трехсоставного пространства. Приведены результаты численных исследований темпе-
ратуры, напряжений и перемещений.  

Ключевые слова: температурные поля, термоупругое состояние, трехсоставные тела, периодическое тепловое 
воздействие, функции Грина. 
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SUMMARY 

The method of solving the quasistatic thermoelastic problems for a threelayer body under the action of  the periodic 
heat sources at the surfaces of separation for different, including small, thickness of a medium component is proposed. The 
method involves the use of generalized functions and Green's functions of unsteady heat conduction problem for the three-
layer space. The results of numerical researches of temperature, stresses and displacements are given. 

Keywords: temperature field, thermoelastic state, threelayer body, periodic heat action, the Green's function. 
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