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В настоящей статье исследуется вопрос продуктивности модели В.Леонтьева. Продуктивность модели зави-
сит от максимального собственного значения технологической матрицы. C использованием классических методов 
теории матриц, линейной алгебры и теории вероятностей доказана продуктивность модели. Получено решение этой 
модели и изучено предельное поведение максимального собственного значения. 
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Введение. Большую известность приобрела экономическая модель «затраты-выпуск», предложен-
ная В.Леонтьевым [1–4]. В дальнейшем эта модель получила его имя. С математической точки зрения 
модели В.Леонтьева представляет собой систему линейных неоднородных алгебраических уравнений с 
технологической матрицей, элементы которой неотрицательны. Модель В.Леонтьева продуктивна, если 
система уравнений имеет неотрицательные решения. Вопрос продуктивности модели рассмотрен в рабо-
те [5], где показано, что модель В.Леонтьева продуктивна тогда и только тогда, когда максимальное соб-
ственное значение технологической матрицы принадлежит отрезку [0; 1]. Стохастические модели 
В.Леонтьева в различных постановках задачи изучались в работах [6, 7]. 

Целью настоящей статьи является получение явного решения для стохастической модели Леонтье-
ва и предельной теоремы для максимального собственного значения технологической матрицы. 
 Постановка задачи и основные результаты. Рассмотрим модель Леонтьева 
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где ix  – валовый выпуск продукции i -ым предприятием за определенный срок, iy  – спрос на эту продук-

цию за тот же срок, ija  – количество единиц i -го продукта, которое необходимо затратить на производство 

единицы j -го продукта и ( )ijA a  – технологическая матрица размера n n . Как уже говорилось, модель 

В.Леонтьева продуктивна, если система линейных уравнений (1) имеет неотрицательные решения [5]. 
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где 0m   и 1/2  , а элементы технологической матрицы A  имеют вид 

ij in jna     ( , 1, ...,i j n ).                                                              (2) 

В дальнейшем индекс n  у случайных величин jn  будем опускать. 

Теорема 1. Пусть n  – максимальное собственное значение технологической матрицы A . Тогда 
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где E  – единичная матрица размера n n . 
Из [8] следует, что  
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Принимая во внимание вид ija  (2), видим, что  
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В результате получим характеристическое уравнение для матрицы A   
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  и ноль корень кратности 1n  . 

Следствие. Рассмотренная модель В.Леонтьева с вероятностью 1 продуктивна. Действительно, по 
определению случайных величин j  

 0 1jp n     . 

Тогда  

 2 20 1jp n      

и с вероятностью 1 

 1 20,n n   . 

Так как 1/2  , то  0, 1n   и рассмотренная модель В.Леонтьева с вероятностью 1 продуктивна. 

 Запишем систему (1) с учетом выражений (2) следующим образом: 
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 Теорема 2. С вероятностью 1 система уравнений (3) имеет решение  
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Формула (4) показывает очивидный экономический факт – каждое предприятие должно производить 
столько продукции, чтобы удовлетворить спрос и потребность других предприятий для производства 
своей продукции. 

Доказательство. Если показать, что (4) удовлетворяет (3), то в силу единственности решения (3) 
утверждение будет доказано. Представляя (4) в (3), получим 
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 Теорема 3. В смысле сходимости по вероятности справедливо равенство 
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 Доказательство. Пусть 0  . Тогда на основании неравенства Чебышева [9] получим 
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что с учетом (5) доказывает теорему. 
 Следствие. Если 1/2  , то  
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РЕЗЮМЕ 

 У роботі досліджується питання продуктивності моделі В.Леонтьева. Продуктивність моделі залежить від 
максимального власного значення технологічної матриці. Використовуючи класичні методи теорії матриць, лінійної 
алгебри і теорії вірогідності, доведено продуктивність моделі, отримано розв’язок цієї моделі і вивчена гранична 
поведінка максимального власного значення.  

Ключові слова: модель В.Леонт’ева, продуктивність, матриця, визначник, власне значення. 

SUMMARY 

The article considers the productivity of the W. Leontief model. The question of the productivity of this model lies in 
the study of maximum of its eigenvalue of the technological matrix. Using the classical methods of the matrix theory, linear 
algebra and the theory of probability we proved the productivity of the proposed matrix, got the evident solution of this mod-
el and studied the limited behavior of the maximum eigenvalue. 
 Keywords: W.Leontief model, productivity, matrix, determinant, eigenvalue. 
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