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ЗАДАЧІ ЗГИНУ ПЛАСТИНИ З ЧАСТКОВО ЗАЛІКОВАНОЮ ТРІЩИНОЮ 

 
 
Запропоновано модель частково залікованої тріщини в зігнутій пластині. У зоні відновлення суцільності повер-

хнева енергія вважається інакшою, ніж у непошкодженому матеріалі. Враховано ефект закриття тріщини від згину.  
Ключові слова: пластина, залікована тріщина, згин.  

 
 

Вступ. Проблема реновації тривало експлуатованих виробів, споруд та біологічних об’єктів зали-
шається актуальною для сучасного матеріалознавства. У праці [1] підведено підсумки моделювання де-
фектів, залікованих за ін’єкційними технологіями, тонкими податливими включеннями. Розриви перемі-
щень на відновлених ділянках у плоских та просторових задачах знаходять за числовими розв’язками 
інтегро-диференціальних рівнянь. У цій роботі пропонуємо аналітичний підхід до експрес-оцінки міцно-
сті тонких пластин з частково залікованими тріщиноподібними дефектами, береги яких контактують в 
умовах деформації згином. Огляди робіт з моделювання контакту берегів тріщин засобами двовимірних 
теорій пластин містяться у працях [2–5].  

Модель та постановка задачі. Розглядаємо пружну ізотропну пластину ],[),,( 2 hhzyx R , 

послаблену прямолінійною наскрізною тріщиною ],[0 hhL  , розташованою вздовж відрізка осі 

абсцис ),( 000 llL  . Нехай на деякій ділянці тріщини  ],[ hhLh  суцільність пластини є від-

новленою, а на поверхні  \  є можливим розрив переміщень. У результаті дістаємо новий об’єкт – 

пластину із частково залікованою тріщиною, локалізованою вздовж контура hLLL \0  (загалом, бага-

тозв’язного). Для спрощення приймаємо, що пружні властивості тіла із залікованою тріщиною зберіга-
ються (нехтуємо подробицями реології з’єднувального шару). Однак питома поверхнева енергія h  

роз’єднання поверхонь на   є інакшою, ніж 0  у суцільному тілі (зазвичай 0h ). Таким чином, 

приходимо до задачі механіки тріщини у однорідній за пружними властивостями та неоднорідній за трі-
щиностійкістю пластині. У кінцевому результаті прагнемо відповісти на питання: яким повинен бути 
контур hL , щоб при заданому співвідношенні 0/ h  підвищити несучу здатність дефектної пластини 

на потрібну величину.  
Дослідження провели для задач рівномірного симетричного згину пластини з урахуванням контак-

ту берегів тріщини в рамках класичних двовимірних теорій Кірхгофа та плоского напруженого стану, 
базуючись на енергетичному підході механіки крихкого руйнування.  

Відповідно до моделі закриття тріщини по лінії у лицьовій поверхні пластини [3, 6] сформулювали 
крайову задачу згину пластини з частково залікованою тріщиною:  

0 ,   0w ,   Lyx \),( 2R ; 

LxNhNMhu yyyyyy  ,0],sgn[,0|][|][ ; 

  ),(,0,0,,0 yxMMmMNNN xxyyyxyx . (1) 

Тут   і w  – функція напружень і прогин пластинки,   – оператор Лапласа, ][ yu  і ][ y  – стрибки пере-

міщення і кута повороту нормалі, yxyx NNN ,,  і yxyx MMM ,,  – мембранні сили і згинальні моменти.  

Як відомо [6], задача (1) зводиться до сингулярного інтегрального рівняння відносно стрибка кута 
повороту нормалі  
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де ))1(3/(2 23  EhD , )1)(3(0 a , )3/()1(3  , E ,   – модуль Юнга та коефіцієнт 

Пуассона матеріалу пластини.  
За розв’язками (2) підраховуються коефіцієнти інтенсивності зусиль та моментів в околі вершин 

незалікованих ділянок тріщин  
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Граничне значення зовнішнього навантаження, яке призводить до розповсюдження контактної 
тріщини визначається із енергетичного критерію механіки крихкого руйнування за комбінованого розтя-
гу та згину [3]  
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де 0  або h  – питома ефективна поверхнева енергія неушкодженого або залікованого ма-

теріалу.  

Ступінь заліковування тріщини будемо описувати двома параметрами: 0/  h  – характери-

зує якість заліковування, ]1,0[/mesmes 0 LLh  – характеризує кількісну міру відновленої області. 

Ефективність заліковування опишемо відношенням граничних значень навантаження для залікованої та 
первинної тріщини: ||/|| 0mmh .  

Аналіз. Знайдемо ),(   для різних варіантів заліковування.  

1. Нехай hL , 0LL  . Для незалікованої тріщини [6, 7]  
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2. Нехай тріщина залікована поблизу вершин: ),(),( 00 llllLh  , ),( llL  , 0/1 ll . 

Для укороченої тріщини  
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Тоді 

 1    . (3) 

3. Нехай тріщина залікована посередині відрізка: ),( llLh  , ),(),( 00 llllL  , 0/ ll . 

Тоді для незалікованої ділянки справа [8, 9] 
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)(),(  EK  – повні еліптичні інтеграли першого та другого роду.  

 
















1

1

2

1
F

. (4) 

4. Нехай тріщина залікована на багатьох дрібних ділянках завдовжки ld 2  з кроком Nld /2 0  

( N  – число ділянок). Тоді dl /21 . Прийнявши при великих N  справедливими результати періо-

дичної задачі [8, 9], отримаємо  
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Результати підрахунку ефективності відновлення несучої здатності дефектної пластини за різних 
тактик заліковування подано на рис. 1. Лінії 1, 2, 3 відповідають формулам (3), (4) та (5) при 10N . 
Вочевидь інтерес викликають значення 1 . 
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Рис. 1 

 

Висновки. Заліковування тріщини посередині при не надто малих   є ефективнішим, ніж заліко-

вування поблизу вершин. Зі зменшенням параметра   успіх заліковування істотно знижується. Здобуті 

результати заміною граничних навантажень || m  на  

 22(1 ) , | |( , )
| | , | |

n m h n m hc n m
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[10] переносяться на загальний випадок комбінованого розтягу зусиллями n  та згину моментами m  
пластини з частково залікованою тріщиною. Значення ),(   при цьому не змінюються.  
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РЕЗЮМЕ 

Предложена модель частично залеченной трещины в изгибаемой пластине. В области восстановления 
сплошности поверхностная энергия отличается от таковой для неповрежденного материала. Учитывается эффект 
закрытия трещины от изгиба.  

Ключевые слова: пластина, залеченная трещина, изгиб.  

SUMMARY  

The model of partially healed crack in bending plate is proposed. On the recovered area of crack continuity takes 
place while surface energy differs from that in undamaged body. The crack closure effect under bending is considered.  

Keywords: plate, healed crack, bending. 
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