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ПОДМНОЖЕСТВА КРИТИЧЕСКИХ ЧАСТОТ НОРМАЛЬНЫХ ВОЛН В ОРТОТРОПНОМ 
ПРИЗМАТИЧЕСКОМ ВОЛНОВОДЕ РАВНОСТОРОННЕГО ТРЕУГОЛЬНОГО СЕЧЕНИЯ 

 
 

Представлена методика использования треугольных координат для нахождения подмножества критических 
частот зарождения бегущих нормальных волн в ортотропном призматическом волноводе равностороннего треуголь-
ного сечения с закрепленными либо свободными от напряжений граничными поверхностями. Определяются крити-
ческие частоты, на которых плоскость сечения волновода совершает поперечные изгибные колебания и бегущие 
нормальные волны зарождаются как продольные. Для волновода с закрепленной боковой поверхностью проиллю-
стрированы зависимости низших критических частот рассматриваемого типа от соотношения модулей продольного 
сдвига в ортогональных упруго-эквивалентных направлениях, характеризующего степень его анизотропии. 

Ключевые слова: протяженный ортотропный призматический волновод, равностороннее треугольное сечение, 
закрепленная или свободная боковая поверхность, нормальные упругие волны, критические частоты, поперечные 
изгибные колебания сечения, зависимости от параметра анизотропии. 

 
 

Введение. Поиск критических частот нормальных волн для волноводов с усложненными геомет-
рическими и физико-механическими свойствами является одной из важных составляющих при решении 
задач описания соответствующих дисперсионных спектров [1–5]. Применительно к протяженным анизо-
тропным волноводам многоугольного сечения численно-аналитические исследования процессов распро-
странения нормальных упругих волн представлены в весьма ограниченном ряде публикаций. Так в рабо-
тах [6–11] подобная задача рассматривалась на уровне концептуального описания возможных теоретиче-
ских подходов к ее решению. В работах [12, 13] с использованием численно-аналитических подходов 
получен ряд результатов для волн в призматических волноводах прямоугольного сечения. 

В настоящей статье представлена методика использования треугольных координат [14–22] для 
нахождения подмножества критических частот зарождения бегущих однопарциальных нормальных волн 
с ненулевой продольной составляющей в ортотропном призматическом волноводе равностороннего тре-
угольного сечения с закрепленными либо свободными от напряжений граничными поверхностями. 

Постановка задачи. Рассматривается проблема теоретического описания спектра нормальных 
упругих волн, распространяющихся вдоль протяженного призматического волновода из монокристалла 
орторомбической системы с равносторонним треугольным сечением и закрепленной либо свободной от 
механических напряжений границей  . 

Динамические упругие перемещения 1 2 3( , , , )ju x x x t   1,3j  в исследуемых волнах рассматри-

ваются как функции отнесенных к линейному параметру *a  нормированных прямоугольных координат 

1 2 3Ox x x , связанных с кристаллографическими направлениями материала волновода и имеющих ориен-

тированную вдоль образующей волновода ось 3Ox . Они подлежат определению из краевой задачи для 

системы уравнений динамического деформирования 

 1 2 3, , , 0ij t jL u            , 1,3i j ;                                             (1) 

2 2 2 2
11 11 1 66 2 55 3       tL c c c  ,      2 2 2 2

22 66 1 22 2 44 3       tL c c c  , 

2 2 2 2
33 55 1 44 2 33 3       tL c c c  ,       12 21 12 66 1 2    L L c c , 

 13 31 13 55 1 3    L L c c ,      23 32 23 44 2 3    L L c c ,     /   j jx                    (2) 

с краевыми условиями одного из двух типов 

  0

ju ;                                                                           (3) 

  0

nj ,                                                                           (4) 

где ijc  – отнесенные к нормирующему параметру *c  упругие постоянные материала волновода,   – 

плотность, nj  – напряжения на площадках его граничной поверхности. 
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При введении исходных представлений для  1 2 3, , ,ju x x x t  для распространяющихся вдоль 3Ox  

нормальных волнах с циклической частотой   и волновым числом k  

      (0)
1 2 3 1 2 3, , , , exp   j ju x x x t u x x i t kx      1,3j                              (5) 

система (1), (2) трансформируется к виду 

  (0)
1 2, , , 0ij jL ik i u         , 1,3i j .                                             (6) 

На критических частотах система уравнений (6) распадается на подсистему 

  (0)
1 2, ,0, 0   ij jL i u      , 1,2i j ,                                              (7) 

и отдельное уравнение 

   (0) (0)2 2 2
33 1 2 1 23 3, ,0, 0        L i u u  ,                                       (8) 

где 

44 55/ c c ,        12 2 2
* 55 *

  a c c . 

Система (7) описывает на этих критических частотах плоские колебания сечения волновода и зарожде-
ние бегущих нормальных волн как сдвиговых, а уравнение (8) соответственно описывает поперечные 
изгибные колебания сечения волновода и зарождение бегущих нормальных волн как продольных. 

Исследование краевой задачи для уравнения (8) с вытекающими из (3), (4) краевыми условиями 

 3 0 u                                                                             (9) 

либо 

 3 0 n                                                                          (10) 

эффективно реализуется с использованием аппарата треугольных координат [14–22] для построения 

множества представлений (0)
3u , априори удовлетворяющих краевым условиям (9) или (10). 

Получение и анализ значений для критических частот, соответствующих изгибным колеба-
ниям сечения волновода. Наряду с координатами 1 2Ox x  в плоскости поперечного сечения волновода с 

границей 0        вводятся в рассмотрение прямо-

угольные координаты [14–22] (рис. 1) 

2  R x u ,    13 3   x R v w , 

где величины 

   1 2
3 1

3
2 2

   v x R x R ,      

   1 2
3 1

3
2 2

   w R x x R  

обладают свойствами  
0  u v w  и 

0
( ) ( ) ( )u v w R

      . 

Во введенных координатах соотношения краевой задачи (8)–(10) соответственно принимают вид 
2

(0)22
32 2

3 0
 

       
u

 
;                                                       (11) 

     
0

(0) (0) (0)
3 3 3 0

   
  u u u ;                                                   (12) 

0

(0) (0) (0)
3 3 3

0
0

 
 

  

       
       
            

u u u

n n n
.                                               (13) 

В отдельности могут быть рассмотрены случаи поиска критических частот, на которых формы по-
перечных колебаний сечения обладают симметрией либо антисимметрией относительно высоты сечения 
v w . 

Рис. 1. Треугольная система координат
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При поиске множества критических частот с симметричными формами поперечных колебаний се-
чения для волновода с закрепленной границей определяющие такие формы частные решения краевой 
задачи (11), (12), тождественно удовлетворяющие краевым условиям (12), выбираются в виде 

    ( , , )
13 sin 2 cos

3
      
 

l m n
mns

l
u u R v w

R

   

         2 3sin 2 cos sin 2 cos
3 3

             
   

nl lm
m n

u R v w u R v w
R R

   ,               (14) 

где ( , , )l m n  – кортежи целочисленных параметров, удовлетворяющих условию 0l m n   ; значения 

параметров j  определяются выражениями 

 
1 9


mn

m n

R


 ,     

 
2 9


nl

n l

R


 ,     

 
3 9


lm

l m

R


 .                                (15) 

Соответственно значения приведенных критических частот, отвечающих формам (14), задаются форму-
лами 

    2 23 1 2 3 1
3 3

     mn m n mn
R

            0 m n .                       (16) 

Частные решения краевой задачи (11), (12), тождественно удовлетворяющие краевым условиям 
(12) и описывающие антисимметричные поперечные изгибные колебания плоскости сечения волновода с 
закрепленной границей на задаваемых формулой (16) критических частотах имеют вид 

    ( , , )
13 sin 2 sin

3
      
 

l m n
mna

l
u u R v w

R

   

         2 3sin 2 sin sin 2 sin
3 3

             
   

nl lm
m n

u R v w u R v w
R R

   , 

с определяемыми из формул (15) значениями параметров jpq . 

Формы симметричных относительно высоты v w  форм колебаний сечения волновода со сво-
бодной граничной поверхностью, тождественно удовлетворяющие краевым условиям (13), имеют пред-
ставления 

    ( , , )
13 cos 2 cos

3
      
 

 l m n
mns

l
u u R v w

R

   

         2 3cos 2 cos cos 2 cos
3 3

             
   

nl lm
m n

u R v w u R v w
R R

   , 

а формы антисимметричных форм колебаний сечения волновода для этого типа краевых условий опре-
деляются выражением 

    ( , , )
13 cos 2 sin

3
      
 

 l m n
mna

l
u u R v w

R

   

         2 3cos 2 sin cos 2 sin
3 3

             
   

nl lm
m n

u R v w u R v w
R R

   . 

Приведенные критические частоты рассматрива-
емых нормальных волн во всех перечисленных случаях 
задания краевых условий и типа симметрии перпенди-
кулярных плоскости сечения колебательных движений 
определяются соотношениями (16). 

На рис. 2. представлены зависимости ряда низ-
ших критических частот исследуемого типа для анизо-
тропных волноводов с варьируемым параметром сдви-
говой анизотропии [0.1,10]  . Анализируемые зави-

симости ( )mn   для всех значений параметров ,m n  

форм колебаний сечения на критических частотах яв-
ляются монотонно возрастающими и степени их возрас-
тания увеличиваются при росте значений ,m n . 

Рис. 2. Зависимости приведенных значений низших
критических частот от параметра анизотропии   
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Выводы. В итоге проведенных теоретических исследований с использованием аппарата треуголь-
ных координат получено явное аналитическое выражение для значений множества критических частот 
нормальных упругих волн в протяженном прямолинейно-ортотропном призматическом волноводе рав-
ностороннего треугольного сечения, на которых его плоскость совершает  поперечные изгибные колеба-
ния и бегущие нормальные волны зарождаются как продольные. Для волновода с закрепленной боковой 
поверхностью проиллюстрированы зависимости значений низших критических частот этого типа от па-
раметра соотношения модулей продольного сдвига в ортогональных упруго-эквивалентных направлени-
ях материала волновода, характеризующего степень его анизотропии. 
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РЕЗЮМЕ 

Представлено методику використання трикутних координат для знаходження підмножини критичних частот 
зародження біжучих нормальних хвиль в ортотропному призматичному хвилеводі рівностороннього трикутного 
перетину із закріпленими або вільними від напружень граничними поверхнями. Визначаються критичні частоти, на 
яких площина перетину хвилеводу здійснює поперечні згінні коливання і біжучі нормальні хвилі зароджуються як 
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поздовжні. Для хвилеводу із закріпленою бічною поверхнею проілюстровані залежності нижчих критичних частот 
розглянутого типу від співвідношення модулів поздовжнього зсуву в ортогональних пружно-еквівалентних напрям-
ках, що характеризує ступінь його анізотропії. 

Ключові слова: видовжений ортотропний призматичний хвилевід, рівносторонній трикутний перетин, закріп-
лена або вільна бокова поверхня, нормальні пружні хвилі, критичні частоти, поперечні згінні коливання перетину, 
залежності від параметру анізотропії. 

 
SUMMARY 

Is presented the technique use of triangular coordinates for finding of values of the critical frequencies of normal 
waves in orthotropic prismatic waveguide equilateral triangular cross-section with fixed or free from stress boundary surfac-
es. Determined the critical frequencies at which the plane of cross section of the waveguide makes flexural vibrations and 
running normal waves are generated as longitudinal. Is illustrated dependence of the lowest critical frequencies that are stud-
ied from the relations for moduli of longitudinal shear in orthogonal elastic-equivalent directions which characterizes degree 
of anisotropy waveguide for a waveguide with a fixed lateral surface. 

Keywords: longest orthotropic prismatic waveguide, equilateral triangular cross-section, fixed or free lateral surface, 
normal elastic waves, critical frequency, flexural vibrations of cross-sectional, dependence on the anisotropy parameters. 


