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СПОСОБ ПОЛУЧЕНИЯ УРАВНЕНИЙ ДЛЯ ВЕРОЯТНОСТИ НЕРАЗОРЕНИЯ СТРАХОВОЙ 

КОМПАНИИ НА БЕСКОНЕЧНОМ ИНТЕРВАЛЕ ВРЕМЕНИ 
 
 
В данной работе показан новый метод выведения уравнений на бесконечном интервале времени для вероят-

ности неразорения страховой компании, работающей на (B,S)-рынке. Особенностью такого способа является то, что 
он не накладывает ограничений на существование гладких плотностей распределения для величин страховых исков 
и премий. В процессе доказательства использовались свойства резольвенты процесса. 
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совый (B,S)-рынок, резольвента, инфинитезимальный оператор. 

 
 
Введение. Одной из основных задач в теории риска является исследование деятельности страхо-

вых компаний. Поскольку в современном обществе их влияние непрерывно растет, появляется необхо-
димость как можно точнее предсказывать развитие любой из таких компаний, т. к. и владелец компании, 
и ее клиенты будут заинтересованы в том, чтобы компания продолжала свою работу как можно дольше. 
В качестве одного из главных параметров для определения платежеспособности страховой компании 
выбирают ее вероятность разорения либо неразорения. Данному исследованию посвящено множество 
работ как зарубежных, так и отечественных авторов [1–28]. 

Вопрос о нахождении вероятности неразорения страховой компании получил свое разрешение [2, 3, 
12–15] для классической модели риска, а также некоторых моделей с частными случаями распределений. В 
случае отсутствия диффузионной составляющей в основном процессе Самуэльсона требовалось существо-
вание гладких плотностей распределения размеров премий, исков и цен акций [7, 19, 25], накладывало до-
полнительные ограничения. Целью данной работы является получение нового способа выведения уравне-
ний для вероятности неразорения страховой компании на бесконечном интервале времени. 

Данная статья опирается на результаты, полученные авторами в работе [21]. Для более ясного из-
ложения мыслей читателям некоторые выкладки авторов были приведены из предыдущих работ. 

Основные результаты. Будем рассматривать функционирование страховой компании на беско-
нечном промежутке времени. Пусть компания в нулевой момент времени 0t   стартует с начальным 

капиталом (0)x x  , а ( )x t  – капитал компании в момент времени t . Вероятность неразорения стра-

ховой компании на бесконечном интервале времени определим как вероятность того, что значение капи-
тала компании не опустится ниже нуля, т .е.  

 ( ) ( ) 0, 0 .xx P t t      

Будем считать поступающие в компанию страховые иски и премии стохастическими. Предполага-
ем, что количество поступающих исков подчиняется пуассоновскому закону распределения ( )Z t , а ко-

личество поступающих премий — пуассоновскому закону распределения 1( )Z t . Пусть k  – величины 

исков с функцией распределения ( ) ( ),kP y F y    ( ) ( ) ( )F dy F y dy F y   . Суммарные иски 
( )

1

Z t

k
k



 , где 

0

1

0k
k




 , составляют сложный пуассоновский процесс с параметром  , который предста-

вим в виде стохастического интеграла [29]  

0 0

( , )
t

d ds 


  , 

где ( , )d ds   – пуассоновская мера, ( , ) ( ) ,M d ds F d ds     а ( )F d  – мера интервала ( , )d   . 

Пусть i  – величины страховых премий с функцией распределения ( ) ( )iP z G z   , 

( ) ( ) ( )G dz G z dz G z   . Тогда аналогично искам суммарные премии 
1( )

1

Z t

i
i



  являются сложным 

пуассоновским процессом с параметром 1 , представимый с помощью стохастического интеграла [29]  
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1
0 0

( , )
t

d ds 


  , 

где 1( , )d ds   – пуассоновская мера, 1 1( , ) ( ) ,M d ds G d ds     ( )G d  – мера интервала 

( , )d   . 

Будем считать, что страховая компания размещает весь свой капитал на финансовом на ( , )B S -

рынке, а именно, в каждый момент времени капитал компании разбивается на две части: доля 0 1u   
отводится на покупку акций, доля 1 u  – на банковский счет под процентную ставку r . Пусть цена рис-
кового актива описывается моделью П. Самуэльсона, т.е.  

  2( ) (0)exp /2 ( ) , 0,P t P t W t t       

тогда по формуле Ито [30] 
( ) ( )( ( )).dP t P t dt dW t                                                                 (1)  

Запишем уравнение (1) в следующем виде 
( ) ( ) ( )( ( ))P t t P t P t t W t        ,  

где  
( ) ( ) ( ),W t W t t W t      

отсюда с точностью до бесконечно малых высшего порядка имеем 
( ) ( )(1 ( )).P t t P t t W t         

Количество акций, которое можно купить на сумму (1 ) ( )xu t t   , по цене ( )P t  за акцию, будет 

(1 ) ( )/ ( )xu t t P t   , отсюда новая цена рискового актива к моменту времени t t   

(1 ) ( )(1 ( )).xu t t t W t          

Таким образом, эволюция капитала компании будет иметь вид 

1

1

( ) ( )

( ) ( )

( ) (1 ) ( )(1 ) ( )(1 ( )).
Z t t Z t t

x i k x x
i Z t k Z t

t t u t r t u t t W t      
 

 
               

Перейдем к пределу 0t   в выражении 

1
0 0

( ) ( , ) ( , ) (1 ) ( )(1 ) ( )(1 ( )),x x xt t d t d t u t r t u t t W t        
 

                 

получим 

1
0 0

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( , ) ( , ).x x xd t t u ur r dt u t dW t d dt d dt       
 

                     (2) 

Воспользуемся идеями и методами работ [7, 13, 14, 19, 26]. Пусть первый скачок капитала происхо-
дит в момент времени s  , а его величина равна y . До этого момента уравнение капитала имеет вид: 

( ) ( )( ) ( ) ( ),x x xd t t u ur r dt u t dW t        где (0) .x x                                    (3) 

С помощью формулы полной вероятности составим уравнение для вероятности неразорения стра-
ховой компании для балансового уравнения (2) на бесконечном интервале времени [0, )  

1( )
1

0 0 0 0

( ) ( , , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,
z

sx e P x s dz z y dF y z y dG y ds     
  

 
 
    
 
 

                      (4) 

где  ( , , ) ( )xP x t A P t A   – это вероятность перехода процесса ( )x t  из точки x  за время 0t   во 

множество A . 
Покажем, что у вероятности перехода существует плотность ( , , )x t z , а также существуют част-

ные производные 
( , , )x t z

x




, 
2

2

( , , )x t z

x




, 

( , , )x t z

t




. Для этого необходимо найти явный вид плотно-

сти. Воспользовавшись формулой Ито, выпишем решение уравнения (3) 
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  2 2( ) exp (1 ) 2 ( ) .x t x u u r u t u W t                                                (5) 

Введем следующую функцию ( , )u t x : 

     2 2( , ) ( ) exp (1 ) 2 ( ) ,xu t x Mf t Mf x u u r u t u W t                                      (6) 

где 0,t x R  , (0, ) ( )u x f x  . Функция 2[0, ]f C R  произвольная. 

Тогда ( , )u t x  является решением [31] задачи 

 
2

2 2 2
2

( , ) 1 ( , ) ( , )
.

2

u t x u t x u t x
u x u ur r x

t xx
   

   
 

                                         (7) 

Теперь найдем ( , , )x t y , плотность вероятности перехода для процесса ( )x t , т.е. такую функ-

цию, что  ( , , ) ( ) ( , , )x
A

P x t A P t A x t y dy     . Для построения плотности вероятности перехода 

воспользуемся следующим приемом [32, с. 203]: 

   2 2( , ) exp 2 ( )u t x Mf x u ur r u t u W t         

     2 2 21
exp /2 exp /2 .

2
f x u ur r u t u t y y dy  







         

Введем замену y t k . Тогда  

     2 2 21
( , ) exp /2 exp / (2 ) ,

2
u t x f x u ur r u t u k k t dk

t
  







                           (8) 

причем, с другой стороны, ( , )u t x  изначально можно было записать в виде 

0

( , ) ( ) ( , , ) ,u t x f z x t z dz


                                                                (9) 

где ( , , )x t z  – плотность вероятности перехода процесса ( )x t  из состояния x  в состояние z . 

Для того чтобы найти ( , , )x t z , осталось привести (8) к виду (9). Сделаем замену: 

  2 2exp 2 .x u ur r u t u k z        

Отсюда, выразив   2 2ln ( ) 2 ( )k z x u ur r u t u       , получим 

 
 22 2

2 2
0

ln ( / ) ( 2)1 1
( , ) exp

2 2

z x u ur r u t
u t x f z dz

zt u u t

 

  

  
    

  
 
 

  ,                     (10) 

откуда  

 22 2

2 2

ln ( / ) ( /2)1
( , , ) exp .

2 2

z x u ur r u t
x t z

tu z u t

 


  

 
    

  
 
 

                              (11) 

Непосредственной проверкой можно убедиться в существовании производных у данной плотности 
и в том, что ( , , )x t z  удовлетворяет обратному уравнению Колмогорова 

 
2

2 2 2
2

( , , ) 1 ( , , ) ( , , )
.

2

x t z x t z x t z
u x u ur r x

t xx

     
   

 
                             (12) 

Определим резольвенту процесса R : 

1 1
1

( ) ( )

0 0 0

( ) ( , , ) ( ) ( ) ,s s
sR a x e P x s dz a z ds e T a x ds   

 

  
   

                            (13) 
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где sT  – полугруппа операторов, соответствующих слабо измеримому процессу (т.е. их вероятность пе-

рехода измерима), а 1
0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ).
x

a x x y dF y x y dG y   


       

Теперь воспользуемся теоремой [33, с. 149] 

1 11( ) ( ) ( ) ( ),AR a x R a x a x                                                        (14) 

где A  – инфинитезимальный оператор процесса. Заметим, воспользовавшись формулами (4) и (13), что 

1
( ) ( )R a x x    , отсюда 

1
( ) ( )AR a x A x    .  

( )A x  можно найти как правую производную от ( )tT x  в нуле [30, с. 240]: 

00 0

0 00 0

( ) ( ) ( , , ) ( )

( , , )
( , , ) ( ) ( ) .

t
t t

t t

d d
A x T x P x t dz z

dt dt

d x t z
x t z z dz z dz

dt t

  

  

 

 
 

 

  


 





 
                                (15) 

Воспользовавшись формулой (12), имеем 

 

 

2
2 2 2

2
0 00 0

2
2 2 2

2
0 00 0

( , , ) 1 ( , , ) ( , , )
( ) ( )

2

1 ( , , ) ( , , )
( ) ( ) .

2

t t

t t

x t z x t z x t z
z dz z u x u ur r x dz

t xx

x t z x t z
u x z dz u ur r x z dz

xx

     

    

 

 
 

 

   
     

   

 
   



 

 
         (16) 

В качестве функции ( )f x  из (6) выберем функцию ( )x . Продолжая формулу (16), получим 

 

 

2
2 2 2

2
00 00

2 2 2

( , , ) 1 ( , ) ( , )
( )

2

1
( ) ( ).

2

ttt

x t z u t x u t x
z dz u x u ur r x

t xx

u x x u ur r x x

   

   





  
    

 

    


                  (17) 

Таким образом, мы получили с помощью (15)–(17), что инфинитезимальный оператор ( )A x  

имеет вид 

 2 2 21
( ) ( ) ( ).

2
A x u x x u ur r x x                                                    (18) 

Подводя итоги, которые следуют из объединения результатов формул (4), (13), (14), (18), имеем 
уравнение для вероятности неразорения страховой компании на бесконечном интервале времени 

2
2 2 2

1 1 2
0 0

1 ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .

2

x
x x

x x y dF y x y dG y u x u ur r x
xx

         


 
        

   

Сформулируем теорему. 
Теорема. На бесконечном промежутке времени [0, )  функционирования страховой компании с 

эволюцией капитала, заданного уравнением (2), вероятность неразорения компании удовлетворяет инте-
гро-дифференциальному уравнению 

2
2 2 2

1 1 2
0 0

1 ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .

2

x
x x

x x y dF y x y dG y u x u ur r x
xx

         


 
        

    (19) 

Примечание. Формальным переходом к бесконечности уравнение (19) можно было бы получить 
из случая конечного времени [21] 

1
0

( , )
( ) ( , ) ( , ) ( )

x
x t

x t x y t dF y
t
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2
2 2 2

1 2
0

1 ( , ) ( , )
( , ) ( ) ( ) ,

2

x t x t
x y t dG y u x u ur r x

xx

    


 
     

  

но тогда необходимо было бы обосновывать, что 
( , )

lim 0
t

x t

t








. 

Выводы. Таким образом, для модели страховой компании со стохастическими премиями, функ-
ционирующей на (B,S)-рынке, был получен способ выведения интегро-дифференциальные уравнения на 
бесконечном интервале времени. 

Особенностью такого способа получения уравнений для вероятности неразорения является то, что 
он не накладывает ограничений на существование гладких плотностей распределения для величин стра-
ховых исков и премий. 
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РЕЗЮМЕ 

У даній роботі розглянуто метод виведення рівнянь на нескінченному інтервалі часу для страхової компанії, 
що працює на (B, S) -ринку. Особливістю такого способу є те, що він не накладає обмежень на існування гладких 
щільностей розподілу для величин страхових позовів і премій. Протягом доведення використовувалися властивості 
резольвенти процесу. 

Ключові слова: ймовірність небанкрутства, нескінченний інтервал часу, модель П. Самуельсона, фінансовий 
(B,S)-ринок, резольвента, інфінітезимальний оператор. 

 
SUMMARY 

The method of deriving equations on infinite time interval for an insurance company operating in the (B, S)-
market is shown in this paper. A feature of this method is that it does not impose restrictions on the existence of smooth 
density distribution for the values of insurance claims and premiums. In the process of proving the properties of the resol-
vent process are used. 

Keywords: survival probability, infinite interval, model Paul Samuelson, financial (B, S)-market, the resolvent, infini-
tesimal operator. 

 


