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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ДИНАМИКИ  
ОПОРНО-ОСЕВОГО ТЯГОВОГО ПРИВОДА  
С УЧЕТОМ КОЛЕБАНИЙ НАДРЕССОРНОГО СТРОЕНИЯ 

Розроблена математична модель, що дозволяє визначати значення динамічного моменту на валу тягово-
го двигуна з урахуванням коливань кузова і візків, під час руху локомотива по безперервних і ізольованих 
нерівностях. Отримані чисельні значення амплітуд коливань кузова, візків і динамічного моменту на валу 
тягового двигуна під час руху локомотива із швидкістю 160 км/год. 

Разработана математическая модель, позволяющая определять значение динамического момента на валу 
тягового двигателя с учетом колебаний кузова и тележек, при движении локомотива по непрерывным и изо-
лированным неровностям. Получены численные значения амплитуд колебаний кузова, тележек и динамиче-
ского момента на валу тягового двигателя при движении локомотива со скоростью 160 км/ч. 

A mathematical model has been developed allowing to determine a value of dynamic moment on the shaft of a 
traction motor in view of oscillations of the body and bogies in the locomotive movement on continuous and iso-
lated irregularities. Numerical values of amplitudes of oscillations of a body, vehicles and the dynamic moment on 
the shaft of a traction motor are obtained at driving the locomotive with a speed 160 km/h. 

В связи с вводом в эксплуатацию на желез-
ных дорогах Украины скоростных пассажир-
ских поездов [1], появилась необходимость в 
создании новых типов локомотивов, удовле-
творяющих современным требованиям по на-
дежности, тяговым свойствам и эксплуатаци-
онным затратам. Как показано в [2], локомотив, 
предназначенный для тяги малосоставных пас-
сажирских поездов со скоростью до 160 км/ч 
можно создать на базе асинхронного тягового 
привода с опорно-осевой подвеской [3–9]. 

В тяговом приводе протекают основные энер-
гетические процессы, определяющие эффектив-
ность локомотива, как тягово-энергетической ус-
тановки [10]. Механическая часть привода во 
многом является определяющей с точки зрения 
как уровня воздействия колес на путь с одной 
стороны, а с другой стороны динамических сил 
и моментов на тяговый двигатель и далее на 
систему электромеханического преобразования 
энергии [11; 12]. 

Возникновение сил и моментов, действую-
щих на элементы тягового привода при взаи-
модействии колеса и рельса в вертикальной 
плоскости, а также колебания надрессорного 
строения обусловлены использованием колес и 
рельсов в качестве элементов подвеса.  

Решающим признаком, определяющим на-
гружение тягового двигателя динамическим 
моментом является степень непосредственной 
связи угла поворота ротора тягового двигателя 
с составляющей возмущения характеризую-
щейся наиболее высоким уровнем скоростей и 

ускорений. Применительно к локомотиву с 
опорно-осевым тяговым приводом, такой со-
ставляющей являются вертикальные переме-
щения колесной пары при взаимодействии с 
неровностями пути [13; 14]. Возникновение 
динамического момента на валу тягового дви-
гателя приводит к развитию электромагнитных 
переходных процессов в его электрической 
части, что, в конечном счете, неблагоприятно 
сказывается на качестве реализуемого им элек-
тромагнитного момента [15]. Поэтому опреде-
ление диапазона изменения динамического мо-
мента, особенно его верхней границы, на валу 
тягового двигателя имеет важное значение с 
точки зрения выбора параметров электрической 
части тягового привода. 

Вместе с тем, при выборе рациональной 
расчетной схемы, возникает необходимость 
рассмотреть и колебания элементов надрессор-
ного строения, с целью выяснения степени иx 
влияния на значение динамического момента. 

Таким образом, цель работы: определить 
величину динамического момента на валу тяго-
вого двигателя при взаимодействии с различ-
ными типами неровностей пути на различных 
скоростях движения и исследовать влияние ко-
лебаний надрессорного строения на его значе-
ние; обосновать выбор различных расчетных 
схем при определении динамического момента 
на валу тягового двигателя. 

Для достижения поставленной цели необ-
ходимо: 
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− создать математическую модель, уста-
навливающую связь между массогабаритными 
характеристиками расчетной схемы, возмущаю-
щими функциями, скоростью движения и дина-
мическим моментом на валу тягового двигателя; 

− провести цифровое моделирование и 
установить зависимости величины динамиче-
ского момента от перечисленных параметров; 

− на основании анализа полученных ре-
зультатов привести рекомендации относитель-
но выбора рациональных расчетных схем. 

Построение математической модели осно-
вывается на следующих допущениях: 

− рассматриваемая система состоит из аб-
солютно жестких тел соединенных упругими 
элементами, параллельно которым включены 
гасители колебаний; 

− в колебаниях участвует масса тележки и 
половина массы кузова; 

− в качестве возмущения принимается 
взаимодействие с волнообразными неровностями 
различной длины и рельсовыми стыками [26–29]. 

При составлении уравнений движения ме-
ханической системы тяговый привод – надрес-
сорное строение используются уравнения Ла-
гранжа второго рода [16; 17; 25]: 

   , 1,2,..., ,i
i i i i

d T T Q i n
dt dq dq dq dq
⎛ ⎞∂ ∂ ∂Φ ∂Π

− + + = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (1) 

где ,i iq q  – обобщенная координата и скорость; 

iQ  – обобщенная сила не имеющая потенциала; 
, ,Τ Π Φ  – кинетическая, потенциальная и дис-

сипативная энергия системы; n  – число степе-
ней свободы системы. 

Расчетная схема с учетом колебаний над-
рессорного строения представлена системой с 
тремя степенями свободы (рис. 1). 

 
Рис. 1. Расчетная схема

Расчетная схема предполагает жесткое кре-
пление тягового двигателя к раме тележки и 
отсутствие упругого венца зубчатого колеса, 
что представляет собой один из наиболее не-
благоприятных вариантов конструкции, с точки 
зрения воздействия на тяговый двигатель ди-
намических сил и моментов [13]. В качестве 
независимых обобщенных координат системы 
выбраны вертикальные перемещения центра 
масс рамы тележки Tζ , поворот рамы тележки 
вокруг поперечной оси проходящей через 
центр масс Tθ  и вертикальные перемещения 
кузова Kζ . Также введены в рассмотрение уг-

ловые координаты поворота остовов тяговых 
двигателей 1Dθ  и 2Dθ . Обратим внимание на 
то, что координаты 1Dθ  и 2Dθ  не являются не-
зависимыми, так как полностью определяются 
вертикальными перемещениями точек А и В на 
раме тележки (см. рис. 1) и неровностями рель-
сового пути, описываемыми функцией ( )f t . 

Кинетическая энергия системы имеет вид 

2 2 21 1 1
2 2 2T T T T K KT M J M= ζ + θ + ζ +  

2 2
1 2

1 1 ,
2 2D D D DJ Jθ + θ    (2) 
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где ,T TM J  – масса и момент инерции рамы 
тележки с установленным на ней оборудова-
нием; KM  – половина массы кузова; DJ  – 
момент инерции тягового двигателя относи-
тельно поперечной оси, проходящей через 
его центр масс. 

Потенциальная энергия системы имеет вид 

( )( ) ( )( )2 2
1 2

1 1
2 2B Bk z f t k z f tΠ = − + − − τ +  

( )21 ,
2 K K Tk+ ζ − ζ    (3) 

где ,B Kk k  – жесткость пружин буксовой и ку-
зовной ступени; 2L Vτ =  – транспортное за-
паздывание. 

Выражение диссипативной энергии анало-
гично выражению потенциальной энергии 

( )( ) ( )( )2 2
1 2

1 1
2 2B Bz f t z f tΦ = β − + β − − τ +  

( )21 ,
2 K K T+ β ζ − ζ    (4) 

где ,B Kβ β  – коэффициенты демпфирования га-
сителей колебаний буксовой и кузовной ступени. 

Выражения кинетической и потенциальной 
энергии с диссипативной энергией мы записали 
в разных координатах. Это приводит к отсутст-
вию во всех выражениях произведений коорди-
нат или скоростей. Но поскольку для численно-
го решения математической модели необходи-
мо иметь одинаковые обобщенные координаты 
во всех уравнениях, выразим координаты 

1, , ,T T K Dζ θ ζ θ , 2Dθ  через 1 2,z z  и ( )tf  [18]. 
Рассмотрим систему в одном из положений 

при колебаниях относительно положения ста-
тического равновесия (рис. 2). 

 
Рис. 2. К определению обобщенных координат

На схеме видно, что треугольник mnq  по-
добен треугольнику cpq . Следовательно,  

 2nq pq L L= ,   

 2 2pq nq L L nq= ⋅ = .   

Таким образом,  

 1 1 2T z pq z nqζ = − = − ,   

но поскольку  

 1 2nq z z= − ,   

то 

 1 2
1 .

2T
z zz −

ζ = −  (5) 

Поскольку рассматриваются малые колеба-
ния, принимаем sin T Tθ ≈ θ . Следовательно, 

 1 2 .
2T

z z
L
−

θ =   (6) 

Аналогичным образом получим выражения 
для 1Dθ  и 2Dθ . Угловые координаты поворота 
тяговых двигателей 1Dθ  и 2Dθ  определяются 
вертикальными перемещениями Az  и Bz , а 
также функцией вертикальных неровностей 
пути – ( )f t  (см. рис. 1). Таким образом, 

 ( )
1

2
,A

D
f t z

L
−

θ =   
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 ( )
2

2
.B

D
z f t

L
− − τ

θ =  (7) 

Выразим Az  и Bz  через 1z  и 2z  

 ( )2 1 2
1 ,

2A
L z z

z z
L
−

= −   

 ( )3 1 2
1 .

2B
L z z

z z
L
−

= −  (8) 

Подставив (8) в (7) и проведя необходимые 
преобразования, получим: 

 ( )1 2 1 2 2
1

2

2 2
,

2D
L z L z L z L f t

L L
⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅

θ = −
⋅ ⋅

  

 ( )1 3 1 3 2
2

2

2 2
.

2D
L z L z L z L f t

L L
⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅ − τ

θ =
⋅ ⋅

 (9) 

Переход от угловой координаты поворота 
остова тягового двигателя к угловой координа-
те поворота ротора осуществляется с помощью 
выражения [13; 21]: 

 ( )1 ,Ri Diuθ = + θ  (10) 

где Riθ  – угловая координата поворота ротора; u  – 
передаточное отношение зубчатого редуктора. 

Принимая 3K zζ =  и подставляя (5), (6) и (9) 
в (2), получим окончательно выражение кине-
тической энергии 

2
1 2

1
1
2 2T

z zT M z −⎛ ⎞= − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
2

21 2
3

1 1 1
2 2 2 2T K D

z zJ M z J
L
−⎛ ⎞+ + + ×⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

( ) 2
1 2 1 2 2

2

2 2 1
2 2 D

Lz L z L z Lf t
J

LL
⎛ ⎞− + −

× − + ×⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

( ) 2
1 3 1 3 2

2

2 2
.

2
Lz L z L z Lf t

LL
⎛ ⎞− + − − τ

×⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

   (11) 

Выражения потенциальной энергии и дис-
сипативной функции системы соответственно 
имеют вид 

( )( ) ( )( )2 2
1 2

1 1
2 2B Bk z f t k z f tΠ = − + − − τ +  

2
1 2

3 1
1 ,
2 2K

z zk z z⎛ ⎞−⎛ ⎞+ − −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

   (11) 

( )( ) ( )( )2 2
1 2

1 1
2 2B Bz f t z f tΦ = β − − τ + β − +  

2
1 2

3 1
1 .
2 2K

z zz z⎛ ⎞−⎛ ⎞+ β − −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

   (12) 

Производя необходимые операции диффе-
ренцирования согласно (1), получим систему 
уравнений описывающих вынужденные коле-
бания рассматриваемой системы 

( )1 2
1 22 2

2

1
2 2 4

T D
T

z z J JM z z
L L

+⎛ ⎞ + − + ×⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 ( ) ( )2 2
2 1 2 2

2
1

2 2
DL L Jf t z z z

L L L
⎛ ⎞⎛ ⎞× − + − − + − ×⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

  

( ) ( ) 32
1 1 2 1

2 2
LLz z z f t

L L
⎛ ⎞⎛ ⎞× − − − − τ − +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
 

( )( ) 1 2
1 3

1
2 2 2B K

z zz f t z⎛ ⎞+β − − τ − β − − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

( )( ) 1 2
1 3

1 0
2 2 2B K

z zk z f t k z⎛ ⎞+ − − − − − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

; 

( )1 2
1 22

2

1
2 2 24

T D
T

z z J JM z z
L LL

+⎛ ⎞ + − − ×⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 ( ) ( ) 32
1 1 2 2

22 2
DJ LLf t z z z

L L L
⎛ ⎞× − − − + ×⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

( ) ( ) ( )( )3
1 1 2 22 B

L
z z z f t z f t

L
⎛ ⎞× − − − − τ +β − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 ( )( )1 2
3 2

1
2 2 2K B

z zz k z f t⎛ ⎞− β × − − + − − τ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

0
222

1 21
3 =⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −−−
zz

zkK ; 

1 2
3 3 2 2K K

z zM z z⎛ ⎞+ β − − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

1 2
3 0

2 2K
z zk z⎛ ⎞+ − − =⎜ ⎟

⎝ ⎠
. 

В качестве функции, моделирующей изоли-
рованные неровности, используется усреднен-
ная геометрическая неровность, описываемая 
функцией [19] 

 ( ) 21 cos ,
2

Vtf t
S

⎛ ⎞η π⎛ ⎞= −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

 (13) 
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где η  – глубина неровности; V  – скорость 
движения локомотива; S  – длина неровности. 

Длина неровностей такого типа может коле-
баться от нескольких сантиметров до несколь-
ких метров. 

Если длина неровностей меньше базы те-
лежки, то возмущения необходимо задавать  
в соответствии со следующим условиями [20]: 

 ( )
( )

( )

21 cos при 0 ;
2
0 при ;
0 при ;

0 при ,

N

N

N

N

Vt t t
S

t tf t
t t

t t T

⎧ ⎛ ⎞η π⎛ ⎞− < ≤⎪ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠⎪

⎪ < ≤ τ= ⎨
⎪ τ < ≤ τ +⎪
⎪ τ + < ≤⎩

  

 ( ) ( )

( )
( )

0 при 0 ;
0 при ;

2
1 cos

2

при ;

0 при ,

N

N

N

N

t t
t t

V t
f t

S

t t

t t T

⎧ < ≤
⎪

< ≤ τ⎪
⎪

⎛ ⎞⎛ π − τ ⎞η⎪− τ = −⎜ ⎟⎨ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎪ ⎝ ⎠
⎪ τ < ≤ τ +⎪
⎪ τ + < ≤⎩

  

где VStN =  – время прохождения неровности; 
T  – период повторения неровности; 2L Vτ =  – 
транспортное запаздывание. 

Цифровое моделирование проводилось 
для скорости движения 160 км/ч, при сле-
дующих значениях основных параметров 
расчетной схемы:  

 7 000TM =  кг,   30 000KM = кг,   

 14 000TJ =  кг·м2,   1000DJ =  кг·м2,   

 63 10Bk = ⋅  Н/м,   60,5 10Kk = ⋅  Н/м,   

 46 10Bβ = ⋅  Н/(м/с),   48 10Kβ = ⋅  Н/(м/с),   

 1,3L =  м, 2 1L =  м, 3 1,6L =  м.  

Рассматривалось прохождение локомоти-
ва по участку пути, имеющему волнообраз-
ный износ рельсов с длиной волны 3 м при 
амплитуде 2 мм, и взаимодействие с рельсо-
вым стыком. 

В результате цифрового моделирования 
[22–24] были получены амплитуды колеба-
ний подпрыгивания и галопирования тележ-
ки, амплитуды колебаний подпрыгивания 
кузова и амплитуды динамических моментов 
на валах тяговых двигателей для указанных 
вариантов расчета. 
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Рис. 3. Зависимости перемещений подпрыгивания  
и галопирования тележки, перемещений подпрыгивания  

кузова и амплитуд динамических моментов  
на валах тяговых двигателей от пройденного пути  
при взаимодействии локомотива с волнообразными 
неровностями рельсового пути на скорости 160 км/ч 
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Рис. 4. Зависимости перемещений подпрыгивания  

и галопирования тележки, перемещений подпрыгивания  
кузова и амплитуд динамических моментов на валах 

тяговых двигателей от пройденного пути  
при проходе стыка рельсов на скорости 160 км/ч 
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Из графиков, приведенных на рис. 3 видно, 
что при взаимодействии локомотива с волно-
образными неровностями перемещения под-
прыгивания и галопирования тележки носят 
установившийся периодический характер с ам-
плитудами 2,5·10–3 м и 1·10–3 рад соответствен-
но. Перемещения подпрыгивания кузова имеют 
быстрозатухающий всплеск и далее происходят 
с малой амплитудой около значения 2·10–3 м. 
Колебания динамического момента на валах 
тяговых двигателей имеют амплитуду порядка 
5 200 Нм и происходят с частотой равной час-
тоте возмущающего воздействия. Как видно на 
графиках, частота колебаний динамических мо-
ментов на валах тяговых двигателей, по меньшей 
мере, в 2 раза превосходит частоту колебаний 
элементов надрессорного строения. Это позво-
ляет сделать вывод, что влияние колебаний 
надрессорного строения на величину динами-
ческого момента в этом случае незначительно. 

При прохождении рельсового стыка переме-
щения тележки, как это видно на рис. 4, имеют 
характерные пики, которые практически затухают 
до прохождения следующего стыка, если принять 
длину рельсового звена равной 25 м. Колебания 
подпрыгивания кузова затухают несколько 
медленнее, что по видимому обусловлено его 
более низкой собственной частотой колебаний. 
Скачки динамического момента имеют место, 
как это видно на графике, непосредственно в 
момент прохода колесами рельсовых стыков. 
Величина динамического момента достигает 
при этом 12 000 Нм, что почти в 2,5 раза пре-
восходит величину номинального момента, реа-
лизуемого тяговым двигателем. Взаимодейст-
вие колеса со стыком рельсов происходит за 
очень короткий промежуток времени и носит 
практически ударный характер. Перемещения 
элементов надрессорного строения, вызванные 
этим взаимодействием, как видно на графиках, 
достаточно малы и не оказывают заметного 
влияния на величину динамического момента. 

Как показал расчет, максимальные величи-
ны динамической составляющей момента на 
валу тягового двигателя при скорости движе-
ния 160 км/ч могут превосходить величину но-
минального момента, реализуемого двигателем, 
и вызывать развитие переходных процессов в 
электрической части тягового двигателя и пи-
тающем его преобразователе. Результаты циф-
рового моделирования показали, что учет коле-
баний надрессорного строения при определе-
нии величины динамического момента на валах 
тяговых двигателей для рассмотренных вариан-
тов не является определяющим.  

Выводы 

1. Разработана математическая модель, 
позволяющая анализировать динамические 
процессы в механической части тягового при-
вода с учетом влияния колебаний надрессорно-
го строения локомотива. 

2. Максимальные величины динамических 
моментов на валах тяговых двигателей при ско-
рости 160 км/ч, полученных в результате цифро-
вого моделирования, составляют: 5 200 Нм – при 
движении по волнообразным неровностям и 
12 000 Нм – при взаимодействии с рельсовым 
стыком, что требует их обязательного учета 
при моделировании системы электромеханиче-
ского преобразования энергии. 

3. Колебания надрессорного строения ло-
комотива не оказывают определяющего влия-
ния на значения динамических моментов на 
валах тяговых двигателей. Это дает возмож-
ность использовать для определения динамиче-
ских моментов на валах тяговых двигателей более 
простую модель, рассматривающую движение 
отдельного колесно-моторного блока. 
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