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РАСЧЕТ УПРУГИХ ХАРАКТЕРИСТИК  
ФРИКЦИОННЫХ УГЛЕРОДНЫХ КОМПОЗИТОВ  
ДЛЯ ПОДВИЖНОГО СОСТАВА 

Наведено теорія і методика розрахунку пружних характеристик та технічних констант фрикційних 
вуглецевих композиційних матеріалів просторово армованих прямими стержнями малого діаметру. Ви-
конано аналіз результатів розрахунків і порівняння структур 3-D та 4-DL, надана оцінка точності запро-
понованої методики.  

Приведены теория и методика расчета упругих характеристик и технических констант фрикционных уг-
леродных композиционных материалов пространственно армированных прямыми стержнями малого диа-
метра. Выполнены анализ результатов расчета и сравнение структур 3-D и 4-DL, дана оценка точности 
предлагаемой методики.  

The theory and design procedure of elastic characteristics and technical constants of frictional carbon - carbon 
composite materials, spatially reinforced by direct small diameter rods, have been presented. An analysis of the cal-
culations output and comparison of the 3-D and 4-DL structures have been executed; an estimation of the accuracy 
of the proposed technique has been presented. 

Общей тенденцией развития и совершенст-
вования железнодорожного транспорта являет-
ся повышение мощности тяговых единиц под-
вижного состава и скорости движения поездов.  

В этих условиях проблема торможения при-
обретает особую актуальность, поскольку не-
обходимо обеспечить не только безопасность 
движения и достаточно энергоемкое погашение 
кинетической энергии, но и выполнить жесткие 
нормативные требования по длине тормозного 
пути и величине замедления. 

В единую систему торможения скоростных 
поездов могут устанавливаться различные тормо-
за: электрический (рекуперативный и/или рео-
статный), вихретоковый, магниторельсовый и 
механический (фрикционно-дисковый или ко-
лодочный), при этом долевое участие послед-
них составляет около 50 % и они по-прежнему 
незаменимы по условиям безопасности движе-
ния (в случаях отключения сети, энергетиче-
ской силовой установки и т. д.). 

Основным звеном, обеспечивающим эффек-
тивную, стабильную и надежную работу механи-
ческого тормоза, является фрикционное сопряже-
ние: тормозная колодка (накладка) – ходовые ко-
леса тормозных осей или тормозной диск. В каче-
стве фрикционных материалов для тормозных 
колодок и накладок используются: чугун (серый, 
перлитный, фосфористый) различных модифика-
ций с добавлением Cr, Cu, Mo, Ni, Va, P и др.; 
композиты в виде сочетания связующего (смолы 
или каучука) с волокнами, минеральными и орга-
ническими наполнителями разного вида и про-

центного содержания; металлокерамика – на ос-
нове железа, бронзы или меди. Тормозные диски 
изготавливаются из чугуна серого или с шаровид-
ным графитом; легированной стали; алюминия, 
армированного карбидом кремния SiC; в качестве 
нового материала – угольно-силиконовые кар-
бидные диски (carbon-silicon carbide) [1–5].  

Общим недостатком известных фрикцион-
ных сопряжений является существенное сни-
жение эффективности работы в зависимости от 
удельной нагрузки, скорости скольжения и 
температуры контактной поверхности. 

Более высокий и стабильный коэффициент 
трения при любых режимах торможения, высо-
кие износостойкость и теплопроводность, теп-
лостойкость и прочность, а также совмести-
мость работы с контртелом показали новые 
тормозные колодки, изготовленные на основе 
углеродной матрицы с армирующим каркасом 
из высокопрочных углеродных волокон и газо-
фазным насыщением [6; 7].  

Целью предлагаемой работы является раз-
работка теории и методики расчета упругих 
характеристик фрикционного пространственно 
армированного прямыми волокнами углерод-
углеродного композиционного материала (КМ).  

Рассматриваются наиболее перспективные 
материалы на основе трехнаправленной (3-D) и 
четырехнаправленной (4-DL) текстур, основой 
которых является армирующий каркас из одно-
направленных углеродных стержней малого 
диаметра, размещенных в плоскости слоя и 
перпендикулярно к нему, что дает ряд преиму-
ществ в сравнении со слоистыми структурами. 
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Анализ схем армирования показал, что у этой 
группы материалов можно выделить повторяю-
щийся элемент в виде плоского слоя, характер-
ной особенностью которого является наличие 
волокон двух направлений: в плоскости слоя и 
перпендикулярно к нему. Если в каждом слое 
пренебречь неоднородностью структуры и опре-
делить его эффективные характеристики как ква-
зиоднородного материала, то деформационная 
модель КМ с пространственным расположением 
арматуры может рассматриваться в виде неодно-
родного блока, состоящего из элементарных сло-
ев, которые могут различаться по ориентации и 
содержанию арматуры в плоскости слоя.  

Упругие характеристики каждого из слоев 
определяются свойствами компонентов и их 
объемной концентрацией. Расчет характери-
стик ортогонально армированного двухмерного 
слоя волокнистого композита производится по 
формулам для однонаправленного композита, 
но характеристики модифицированной матри-
цы предварительно рассчитываются через свой-
ства связующего и армирующих волокон орто-
гонального направления.  

Расчет степени армирования. Объемный ко-
эффициент для 3-D структуры при плотной ор-
тогональной упаковке волокон различного 
диаметра (рис. 1) определится из выражения 

( ){ 2
1 2 34

d d d∑
π ⎡µ = + +⎣  

 ( ) ( ) ( )2 2
2 1 3 3 1 2 1 2d d d d d d d d⎤+ + + + ⎡ + ×⎣⎦   

( )( ) }2 3 1 3d d d d ⎤× + + ⎦ , 

при  

 1 2 3,d d d= =    3 .
16∑µ = ⋅ π   

Если стержни имеют степень армирования 
φ, то пр 0,589∑µ = µ ⋅ϕ = ϕ , тогда степень арми-
рования по каждому из направлений  

 0,333 0,589 0,196 ,iµ = ⋅ ϕ = ϕ   

где 0,333 – доля волокон, уложенных в каждом 
из направлений, от общего объема волокнистой 
арматуры. 

  
Рис. 1. Элемент объемной 3-D структуры 

Для 4-DL структуры (рис. 2), где D и d – со-
ответственно диаметры вертикально и горизон-
тально расположенных стержней, имеем 

 ( )
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d D
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при  

 ,D d=    3 1 0,563,
8 4∑
⎛ ⎞π

µ = + =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

тогда  
 пр 0,563 .∑µ = µ ⋅ϕ = ϕ    

В направлении, перпендикулярном плоско-
сти укладки (вертикальном)  

 3 0,302 0,563 0,17µ = ⋅ ϕ = ϕ ,   

где 0,302 – доля волокон, уложенных в верти-
кальном направлении, от общего объема во-
локнистой арматуры. 

 
Рис. 2. Элемент объемной 4-DL структуры 

Определение степени армирования каждого 
из слоев по направлениям (рис. 3–4). 

 
Рис. 3. Элемент слоя 3-D структуры 

 
Рис. 4. Элемент слоя 4-DL структуры 
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3-D структура: 

 
2

1 2 0,39
84 2

d
d

π π
µ = = =

⋅
;   2 0µ = ;  

 1пр 0,39µ = ϕ ;  

 2
3 2 0,196

164 4
d
d

π π
µ = = =

⋅
;  

 3пр 0,196 .µ = ϕ   

4-DL структура: 

 
2

1 2 0,39
84 2

d
d

π π
µ = = =

⋅
;   2 0µ = ; 

 1пр 0,39µ = ϕ ;  

  
2

3
2 3 3 0,17

8 4 2 32
d

d d
π ⋅ ⋅ π

µ = = =
⋅ ⋅

;  

 3пр 0,17µ = ϕ .  

Расчеты показывают, что для плоского мо-
нослоя степень армирования в плоскости слоя 
постоянна и равна  

 1пр 0,39µ = ϕ ,   

а в вертикальном направлении совпадает со 
значением степени армирования по этому на-
правлению. 

Расчет характеристик модифицированной 
матрицы производится методом усреднения 
упругих свойств волокон, уложенных в направ-
лениях, перпендикулярных направлению арми-
рования и связующего. Последующий расчет 
деформативных характеристик слоистого мате-
риала определяется выбором направлений ар-
мирования, которые усредняются при модифи-
кации свойств матрицы или являются армату-
рой выделенного элементарного слоя. 

Так, при расчете характеристик модифици-
рованной матрицы в направлениях 1 и 2 в каче-
стве модифицирующей арматуры выбирается 
арматура, уложенная в направлении 3, а при 
расчете характеристик модифицированной мат-
рицы в направлении 3 в качестве модифицирую-
щей арматуры выбирается арматура, уложенная 
в направлении 1. 

Основные данные для расчета: aE  и cE  – мо-
дуль упругости армирующих волокон и матрицы 
(связующего); aG  и cG  – модуль сдвига соответ-
ственно; aν  и cν  – коэффициент Пуассона соот-
ветственно; φ – степень наполнения стержней, 
формирующих пространственную структуру, 

армирующими волокнами; 1 0,39µ = ϕ  – степень 
армирования в направлении укладки волокон в 
слое; 3µ  – степень армирования в направлении, 
перпендикулярном слою.  

Дополнительные данные: 

 0 ;a

c

En
E

=    0 a

c

Gm
G

= .  

Расчетные зависимости для определения 
модулей упругости и модулей сдвига модифи-
цированной матрицы принимают вид: 

 
( )

( ) ( )
0

3*
1 0 0

3 3 3

1 1

1 1 1

an E
E

n n A

⎡ ⎤+ − µ⎣ ⎦=
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( ) ( )( )

*
12 0

3 32 1 1 1
a
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EG
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=
⎡ ⎤+ ν µ + + ν − ν⎣ ⎦
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13 0
1 1
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m
G G

m
+ µ + −µ

=
−µ + − ν

;  

 
( ) ( )( )

*
23 0
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a

a c

EG
n
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.  

Вычисление дополнительных констант: 

 * *
1 2 *

1
;aEn n

E
= =    *

3 *
3

;aEn
E

=   

 *
12 *

12
;aGm

G
=    *

13 *
13

;aGm
G

=    *
23 *

23
.aGm

G
=   

Вычисление коэффициентов Пуассона мо-
дифицированной матрицы: 

( ){* 0
12 3 31a cn⎡ ⎤ν = ν µ + ν −µ ×⎣ ⎦  

( ) } ( ){ }0 * 0
3 2 31 1 2 1 1n A n n⎡ ⎤ ⎡ ⎤× + − µ + + − µ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ;  

 ( ) ( )
20

3 32 1c aA n= ν − ν −µ µ ;   
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( )

1 1* *
13 3

1 1

1
1

c a

a c
E

E E
−µ ν + µ ν

ν =
µ + + µ

;  

( ){* 0
23 1 11a cn⎡ ⎤ν = ν µ + ν −µ ×⎣ ⎦  

( ) } ( ){ }0 * 0
1 3 11 1 3 1 1n A n n⎡ ⎤ ⎡ ⎤× + − µ + + − µ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ; 

 ( ) ( )
20

1 13 1c aA n= ν − ν −µ µ .  

Расчет упругих характеристик горизонталь-
ного слоя с прямыми волокнами. При расчете 
упругих характеристик элементарного слоя в 
направлениях 1 и 2 в качестве армирующей вы-
бирается арматура, уложенная в направлении 1, 
а при расчете характеристик элементарного слоя 
в направлении 3 в качестве армирующей выби-
рается арматура, уложенная в направлении 3. 

Исходные данные для расчета: приведенные 
выше, а также параметры модифицированной 
матрицы * * * * * * * * *

1 2 3 12 13 23 12 13 23, , , , , , , , .E E E G G G ν ν ν  
Расчетные зависимости для определения 

упругих характеристик слоя принимают вид: 

 ( )* *
1 1 1 11 1E n E⎡ ⎤= + − µ⎣ ⎦ ;  
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2 * *
1 2 1 2 1

1 1

1 1 1 4
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E

n n A

⎡ ⎤+ − µ⎣ ⎦=
⎡ ⎤⎡ ⎤µ + −µ + − µ −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

;  

 ( ) ( )
2* *

2 12 1 14 1aA n= ν − ν −µ µ ;  

 ( )* *
3 3 3 31 1E n E⎡ ⎤= + − µ⎣ ⎦ ;  
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12 1 1 *

12 12*
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m
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m
+ µ + −µ

=
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;  
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*
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G G
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=
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m
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=
−µ + + µ

;  

 ( )
( )

*
1 1 12 1
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1
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a E
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ν µ + −µ ν
ν = ⋅

+ − µ
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13 **
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1
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a E
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ν = ⋅

+ − µ
;  
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( )
*

3 3 23 3
23 **

33 3

1

1 1
a E

En

ν µ + −µ ν
ν = ⋅

+ − µ
.  

Расчет упругих характеристик пространст-
венно армированного КМ. Расчет компонентов 
матрицы жесткости ортотропного монослоя 

 1
12 13 23

1 2 3 3

1 1 2 5ES A
E E E E

⎛ ⎞
= + ν ν ν −⎜ ⎟

⎝ ⎠
; (1)  

 2 2 21 1 2
12 13 23
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E E E
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⎝ ⎠
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⎝ ⎠
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1B
E S E E
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= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
; (5) 

 12 23 13
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2 3 3

1B
E S E E

⎛ ⎞ν ν ν
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
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 12 13 23
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3 2 1

1B
E S E E

⎛ ⎞ν ν ν
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
; (7) 

 44 23 55 13

55 13 66 12

; ;
; .

B G B G
B G B G

= = ⎫
⎬= = ⎭

 (8) 

Расчет компонентов матрицы жесткости КМ, 
составленного из ортотропных слоев, поверну-
тых вокруг оси 3.  

Исходные данные для расчета: компоненты 
матрицы жесткости монослоя; n – число слоев  
в материале; iθ  – угол поворота i-го слоя во-
круг оси 3 относительно оси 1;  

 1 cos ;i iα = θ    2 sini iα = θ .  

Расчетные зависимости имеют вид: 

 ' 4 2 2 4
11 1 11 1 2 2 22

1

1 2 5
n

i i i i
i

B B A B
n =

⎡ ⎤= α + α α ⋅ + α⎣ ⎦∑ ; (9) 

 ( )12 665 2A B B= + ;  

  ' 4 2 2 4
22 2 11 1 2 1 22

1

1 2 5
n

i i i i
i

B B A B
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⎡ ⎤= α + α α ⋅ + α⎣ ⎦∑ ; (10) 

 '
33 33B B= ; (11)  

 ( )' 4 4 2 2
12 1 2 12 1 2

1

1 6
n

i i i i
i

B B A
n =

⎡ ⎤= α + α + α α ⋅⎣ ⎦∑ ; (12) 

163



 ( )11 22 666 4A B B B= + − ;  

 ' 2 2
13 1 13 2 23

1

1 n

i i
i

B B B
n =

⎡ ⎤= α + α⎣ ⎦∑ ; (13) 

 ' 2 2
23 2 13 1 23

1

1 n

i i
i

B B B
n =

⎡ ⎤= α + α⎣ ⎦∑ ; (14)  

 ' 2 2
44 1 44 2 55

1

1 n

i i
i

B B B
n =

⎡ ⎤= α + α⎣ ⎦∑ ; (15) 

 ( )'
45 1 2 44 55

1

1 n

i i
i

B B B
n =

⎡ ⎤= α α −⎣ ⎦∑ ; (16) 

 ' 2 2
55 1 55 2 44

1

1 n

i i
i

B B B
n =

⎡ ⎤= α + α⎣ ⎦∑ ; (17) 

   ( )' 2 2 2 2
66 1 2 66 1 2

1

1 7
n

i i i i
i

B B A
n =

⎡ ⎤= α + α + α α ⋅⎣ ⎦∑ ; (18) 

 ( )11 22 127 2A B B B= + − ;  

  { }' 2 2
16 1 2 1 11 2 22

1

1 8
n

i i i i
i

B B B A
n =

⎡ ⎤= −α α α −α −⎣ ⎦∑ ; (19) 

 ( )( )2 2
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36 1 2 23 13

1

1 .
n

i i
i

B B B
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Анализ свойств материала в разных направ-
лениях. При анализе свойств пространственно 
армированного КМ в разных направлениях мож-
но использовать расчетные зависимости (1)–(21), 
варьируя значения угла iθ . Например, для 3-D 
структуры  

 2,n =    1 0,θ =    2 90 .θ = °   

Принимая  
 '

i i kθ = θ + ∆ ,   

где ∆ – приращение угла i -го слоя, 
1,2,3, ,k = …  можно получить компоненты мат-

риц жесткостей для семейства координатных 
систем, вращающихся вокруг оси 3.  

При 5∆ = °  угол поворота первого слоя 
принимает значения '

1 0, 5,10,15 , ,θ = ° …  угол 

поворота второго слоя '
2 90, 95,100,105 ,θ = ° … 

Для 4-DL структуры 3n = , 1 0θ = , 2 60 ,θ = °  

3 60 .θ = − °  
Для системы координат, совпадающей с на-

правлениями 1–3 компоненты матрицы жестко-
сти ' ' ' '

16 26 36 45 0B B B B= = = = , т. е. исследуемые 
материалы являются ортотропными. В осталь-
ных системах они анизотропны. 

Расчет упругих констант пространственно ар-
мированного КМ. Упругие технические характери-
стики рассчитываются на основе матрицы коэф-
фициентов податливости слоистого композицион-
ного материала, которые получаются путем пре-
образования коэффициентов матрицы жесткости. 

Определение коэффициентов матрицы по-
датливости ija  производится методом Крамера, 
путем решения 6 линейных уравнений закона 
Гука, содержащих коэффициенты жесткости 
относительно iε  и ijγ  

 

' ' ' '
1 11 1 12 2 13 3 16 12

' ' ' '
2 12 1 22 2 23 3 26 12

' ' ' '
3 13 1 23 2 33 3 36 12

' '
23 44 23 45 13

' '
13 45 23 55 13

' ' ' '
12 16 1 26 2 36 3 66 12

;

;

;

;

;

.

B B B B

B B B B

B B B B

B B

B B

B B B B

⎧σ = ε + ε + ε + γ
⎪
⎪σ = ε + ε + ε + γ
⎪
σ = ε + ε + ε + γ⎪⎪
⎨
τ = γ + γ⎪
⎪
τ = γ + γ⎪
⎪τ = ε + ε + ε + γ⎪⎩

 (22) 

Система уравнений (22) распадается на две 
независимые системы, каждая из которых мо-
жет быть решена отдельно 

 
' '

23 44 23 45 13
' '

13 45 23 55 13

;

,

B B

B B

⎧τ = γ + γ⎪
⎨
τ = γ + γ⎪⎩

  

 

' ' ' '
1 11 1 12 2 13 3 16 12

' ' ' '
2 12 1 22 2 23 3 26 12

' ' ' '
3 13 1 23 2 33 3 36 12

' ' ' '
12 16 1 26 2 36 3 66 12

;

;

;

.

B B B B

B B B B

B B B B

B B B B

⎧σ = ε + ε + ε + γ
⎪
⎪σ = ε + ε + ε + γ⎪
⎨
σ = ε + ε + ε + γ⎪
⎪
τ = ε + ε + ε + γ⎪⎩

  

Значения технических констант, после ре-
шения систем уравнений, определяются по из-
вестным соотношениям:  

 1
11

1 ,E
a

=    2
22

1 ,E
a

=    3
33

1 ;E
a

=   

 12
66

1 ,G
a

=    23
44

1 ,G
a

=    13
55

1 ;G
a

=   

 12 12 1,a Eµ = ⋅    23 23 2 ,a Eµ = ⋅    13 13 1;a Eµ = ⋅   

 1,12 16 12,a Gη = ⋅   2,12 26 12,a Gη = ⋅  3,12 36 12.a Gη = ⋅   
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Анализ результатов расчета пространственно 
армированных 3-D и 4-DL структур. На основа-
нии результатов расчета основных механических 
характеристик рассматриваемых структур в зави-
симости от угла поворота системы координатных 
осей, в которых эти характеристики определяют-
ся, можно ориентировочно оценить погрешность 
применяемой расчетной модели и сравнить сте-
пени изотропии разных схем армирования. 

Полная оценка погрешности метода расчета 
может быть выполнена только при непосредст-
венном испытании материала, однако, некото-
рую степень погрешности расчета можно вы-
явить при сопоставлении значений характери-
стик 3-D структуры, полученных по различным 
зависимостям для разных направлений и углов. 

Сопоставление значений модулей упругости 
1–3E  (рис. 5), которые в направлениях 1–3 долж-

ны быть одинаковыми, показывает, что их зна-
чения при 0θ = °  различаются незначительно  
(на ≈2 %). Значения 3E  не должны зависеть от 
угла поворота, что и подтверждается расчетом. 

 
Рис. 5. Характер изменения 

 модуля упругости в зависимости  
от угла поворота системы координатных осей 

Анализ значений модуля сдвига 12G  (рис. 6 и 8) 
в точке 0θ = °  показывает, что они должны со-
ответствовать и быть равными значениям 13G   
и 23G , при этом действительная погрешность 
расчета близка к 3 %. Значения 13G  и 23G  не 
зависят от изменения угла поворота и имеют 
равные значения  

 2
13 23 49,79 10G G= = ⋅  МПа.  

Для коэффициента Пуассона 12ν  (рис. 7 и 8) 
характерна приблизительно такая же зависи-
мость от угла, как и для модуля сдвига 12G , а 
для коэффициентов 13ν  и 23ν  – такая же, как 
для модулей упругости 1E  и 2E  (3-D), причем 
величины погрешностей также сопоставимы. 

Таким образом, проведенный анализ пока-
зывает, что определяемые при расчете упру-
гие характеристики пространственно армиро-
ванного материала – модули упругости, моду-
ли сдвига и коэффициенты Пуассона могут 
быть рассчитаны с погрешностью 5…10 %. 
Причем величина погрешности уменьшается с 
увеличением абсолютных значений опреде-
ляемого параметра. 

 
Рис. 6. Изменение модуля сдвига 12G  

 
Рис. 7. Изменение коэффициента Пуассона 12ν  
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Рис. 8. Изменение модуля  

сдвига и коэффициента Пуассона 

Сравнительная оценка изотропии разных схем 
армирования. На основании анализа круговых 
диаграмм, которые получены по приведенным 
выше зависимостям для модулей упругости 

1 2 3, ,E E E , для модулей сдвига 12 13 23, ,G G G  и 
для коэффициентов Пуассона 12 13 23, ,ν ν ν , 
удобно определять степень анизотропии рас-
сматриваемых структур пространственно ар-
мируемых материалов. 

Для 3-D структур степень анизотропии (от-
ношение максимальных значений параметра к 
минимальным при повороте системы коорди-
нат) для модулей упругости равна 2,7En = . 
Для 4-DL структур степень анизотропии моду-
лей упругости 1,4En = . Характер изменения 
модуля 3E  для 4-DL структуры аналогичен 3-D. 

Степень анизотропии модуля сдвига 12G  
для 3-D структуры составляет 12 5Gn ≈ , а для 

13G  и 23G  1Gn = . Для 4-DL структуры степень 
анизотропии модуля упругости 12G  равна 

12 1,3Gn ≈ , а для 13G  и 23G  также 1Gn = .  

Степень анизотропии коэффициентов Пуассо-
на 12 3,35nν =  для 3-D структуры и 12 3,67nν =  
для 4-DL структуры. Для 13v  и 23v  степень ани-
зотропии варьируется в пределах 2,69…3,67. 

Выводы 

Расчеты, проведенные по предлагаемой ме-
тодике, показали, что степень анизотропии 
большинства упругих характеристик простран-
ственно армированного материала 4-DL струк-
туры существенно ниже соответствующих ха-
рактеристик рассчитанных для 3-D структуры, 
т. е. 4-DL структура является более изотропной 
и предпочтительной.  

Степень достоверности получаемых резуль-
татов достаточна для проведения качественной 
оценки упругих характеристик и технических 
констант вновь создаваемых пространственно 
армированных композиционных материалов. 
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