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КОНЕЧНО-АВТОМАТНОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ 
ПРОСТРАНСТВЕННЫХ КОЛЕБАНИЙ СТЕРЖНЕВЫХ 
И БАЛОЧНЫХ КОНСТРУКЦИЙ 

Досліджено можливості застосування скінчених автоматів, методу початкових параметрів та асоційова-
них матриць до розрахунку просторових коливань стрижневих та балкових конструкцій з розподіленими па-
раметрами. 

Исследованы возможности применения конечных автоматов, метода начальных параметров и ассоции-
рованных матриц к расчету пространственных колебаний стержневых и балочных конструкций с распреде-
ленными параметрами. 

The possibilities of applying logical machine, the method of initial parameters and associated matrixes into spa-
tial vibration analysis of rod and beam constructions with continues parameters have been researched.

Одновременно изгибные, крутильные и про-
дольные колебания возникают в пространст-
венных рамных конструкциях и в системах пе-
ресекающихся балок. Их также следует учиты-
вать при изучении автоколебательных движе-
ний и в системах с несимметричным приложе-
нием нагрузки. Однако, решение задачи о со-
вместных колебаниях в точной постановке 
представляет значительные трудности, что 
приводит либо к использованию приближен-
ных методов и схем, либо к изучению тех или 
других видов колебаний в отдельности [3, 10]. 

В данной работе предложен универсальный 
аналитический подход к описанию пространст-
венных колебаний континуальных стрежневых 
систем на основе теории конечных автоматов, 
метода начальных параметров и ассоциирован-
ных матриц. 

Конечные автоматы, являясь составной ча-
стью теории систем, находят применение в са-
мых разнообразных областях науки и техники. 
Так, приложение булевой алгебры и математи-
ческой логики к решению плоской задачи из-
гибных колебаний пластин и цепных стержне-
вых систем можно найти в работах 
В. Л. Рвачева и Г. Н. Эйхе [9, 12]. Идейная про-
стота и наглядность разработанных алгоритмов 
для анализа и синтеза конечных автоматов [2, 
5] дают возможность их более широкого ис-
пользования в динамике стержневых систем, 
моделирующих мосты, трубопроводы, антен-
ные конструкции и другие сооружения. 

Схематично стержневая система и каждый 
ее элемент-стержень могут быть представлены 
в виде детерминированного конечного автома-
та A  с конечным числом внешних полюсов и 
конечным множеством состояний (рис. 1).  

Входные полюсы стержня соответствуют вход-
ным переменным ( )ix , 1i = , 2 , K , 2n  и обозна-
чают его начальные (НП) и концевые (КП) гранич-
ные параметры. В случае пространственных коле-
баний входные параметры стержня будут представ-
лены n  переменными для НП и n  переменными 
для КП ( 12n = ): перемещениями в направлении 
осей x , y , z  – xu , yu , zu , углами поворота сече-

ния xϕ , yϕ , zϕ , внутренними моментами xM , 

yM , zM  и силами xN , yN , zN . Таким образом, 

общее число входных переменных будет равно 24 , 
а каждый из входов автомата (НП или КП) можно 
представить следующей схемой (рис. 2). 

 
Рис. 1 

 
Рис. 2 
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Верхняя часть схемы содержит кинематиче-
ские (К), а нижняя – силовые (С) входные па-
раметры. В свою очередь, блоки I, IV представ-
лены граничными параметрами, характери-
зующими изгибные колебания стержня в плос-
костях xy  и xz  соответственно, а блоки II, III – 
продольные и крутильные колебания. 

Автомат A , представленный на рис. 1 имеет 
следующие ограничения на входе: 

1. Граничные параметры стержня соответст-
вуют входам линейного двоичного автомата с 
алфавитом { }0,1 , т. е. каждая входная перемен-
ная может принимать либо фиксированное зна-
чение ( 0 ), либо произвольное (1). Таким обра-
зом, совокупность состояний всех n  граничных 
параметров одного конца стержня выражается 
булевой функцией двенадцати переменных, об-
разующих код его граничных условий. 

2. Количество произвольных и фиксирован-
ных параметров на каждом из концов стержня 
и, следовательно, всего автомата будет одина-
ковым. Этот вывод является необходимым ус-
ловием для однородных граничных условий 
стержня при его свободных колебаниях [6, 10, 
12]. В общем случае, каждая возможная комби-
нация граничных условий будет содержать n  
фиксированных и n  произвольных параметров. 

3. Входные последовательности всех значе-
ний булевых функций НП и КП стержня могут 
быть реализованы на множествах { }0,0,1,1  – 
для изгибных колебаний стержня в плоскостях 
xy  и xz  (блоки I, IV, рис. 2) и { }0,1  – для про-
дольных и крутильных колебаний (блоки II, 
III). 

Отмеченные выше условия позволяют опре-
делить набор всех возможных состояний ко-
леблющегося стержня. Это множество состоя-
ний S  будет равно произведению числа соче-
таний кодов граничных параметров для каждо-
го из видов колебаний, т. е. 

 ( )
4 2

1

m
n ii

S C
=

=∏ , (1) 

где m  – число произвольных или фиксирован-
ных параметров, i  – номер блока на схеме НП 
(КП) стержня (рис. 2).  

Таким образом, величина S  включает 
36 36×  состояний для изгибных и 4 4×  – для 
продольных и крутильных колебаний, всего 
20736  состояний. Следует отметить, что если 
бы рассматривался абстрактный конечный ав-
томат без ограничений на входе, то количество 
его состояний S  было бы равно 242 . Каждому 

тактовому моменту времени системы tν  ( 1ν = , 
2 , K ) соответствует определенное состояние 
автомата sν . 

Следуя [5], входные переменные предста-
вим одной переменной x  с алфавитом 

 ( ) ( ) ( )1 2 2nX X X X= ⊗ ⊗ ⊗K , (2) 

где ( )iX , 1i = , 2 , K , 2n  является алфавитом 
( )ix . Выражение (2) обозначает также множест-

во всех упорядоченных 2n -значных наборов 
( )ix . 
Аналогично, выходные полюсы автомата 

(рис. 1) соответствуют выходным переменным 
( )jz , 1j = , 2 , K , p , которые представим пе-

ременной z  с алфавитом 

 ( ) ( ) ( )1 2 pZ Z Z Z= ⊗ ⊗ ⊗K , (3) 

где ( )jZ , 1j = , 2 , K , p  является алфавитом 
( )jz . 
Выходные переменные определяются с уче-

том основных положений метода начальных 
параметров [11] и общих правил построения 
ассоциированных матриц [4]: 

1. Все выходные последовательности состо-
ят из определителей миноров k -го порядка 

(
2
nk = ), порождаемых матрицей влияния на-

чальных параметров вM  порядка n . Для про-
странственных колебаний 6k = , для изгибно-
крутильных или изгибно-продольных – 3k = , 
только изгибных – 2k = , продольных или кру-
тильных – 1k = . 

2. Каждому состоянию системы соответст-
вует определенный минор матрицы вM  в зави-
симости от набора входных параметров НП и 
КП стержня. Другими словами, значение выхо-
да zν  в момент времени tν  однозначно опреде-
ляется входными параметрами xν  и состоянием 
системы sν  в этот момент времени. 

3. Если к автомату A  в момент tν  прикла-
дывается входная последовательность xν , то 
реакция A  определяется трансцендентной 
функцией zf , которая обозначает элемент ас-
социированной матрицы, по физическому 
смыслу являющийся выражением частотного 
определителя стержня при определенных вход-
ных параметрах. 

В результате, конечный автомат A  описы-
вается входным алфавитом X , выходным ал-
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фавитом Z , множеством состояний S  и двумя 
характеристическими функциями zf  и sf : 

 ( ),zz f x sν ν ν= ; ( )1 ,ss f x sν+ ν ν= . (4) 

Опуская известные операции получения ре-
шения дифференциального уравнения колеба-
ний стержня, выразим зависимость между гра-
ничными НП и КП стержня в матричной форме 
метода начальных параметров [6, 10]: 
 1 вk kM+ϑ = ϑ , (5) 

где kϑ  и 1k+ϑ  – векторы граничных параметров 

в k -м и ( )1k + -м сечениях; 

{, 1 , , , , , ,k k x x y z z yu u u+ϑ = ϕ ϕ ϕ  

 } , 1
, , , , ,y z z y x x k k

M N M N M N
+

. 

 
11 12 13

в 21 22 23

31 32 33

M M M
M M M M

M M M

′ ′ ′
′ ′ ′=
′ ′ ′

. (6) 

Подматрицы блочной матрицы вM  опреде-
ляются выражениями: 

к

1 111

1 1
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λ
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2
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S V
l
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λ

′ =
λ

λ
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13M ′ =  

к к
2 3

1 12 3
2

1 12

0 0 0 sin
0 0 - sin 0

0 0

0 0

x x

z y z y

z y z y

EJ EJ
U T

l l
EJ EJ

V U
l l
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λ λ
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λ λ
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31M ′ =  

2

1 12

3 2

1 12

к
к

0 0

0 0

10 sin 0 0

1 sin 0 0 0

z yz y

z y z y

x
x

l lU T
EJEJ

l lV U
EJ EJ

λλ

λ λ=

λ
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λ
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4
12 21 23 32 10M M M M′ ′ ′ ′= = = =  

где 
2 4

4 i
y

z

l
EJ
µω

λ = , 
2 4

4 i
z

y

l
EJ
µω

λ = , 
2 2

2 i
x

l
EF

µω
λ = , 

2 2
2
к

к

x iJ l
GJ
ω

λ =  – частотные параметры, соответ-

ственно, для изгибных (в плоскостях xy  и xz ), 

продольных и крутильных колебаний; EF
l

α = , 

кGJ
l

β = , l  – длина стержня; µ  – погонная 

масса; yEJ , zEJ , EF , кGJ  – жесткости при 

изгибе, растяжении-сжатии, кручении; xJ  – по-
гонный момент инерции массы стержня отно-
сительно его продольной оси; iω  – круговая 
частота i -й формы колебаний. 

В состав элементов подматриц вM  входят 
круговые и гиперболические функции 
А. Крылова: 

 

( )

( )

( )

( )

{

1 ch cos ;
2
1 sh sin ; 1, ;2

2, .1 ch cos ;
2
1 sh sin ;
2

e r r

e r r

e r r

e r r

S

T r ye r zU

V

= λ + λ

= λ + λ == =
= λ − λ

= λ − λ

 (7) 

Для формирования матрицы возможных со-
стояний выхода раскроем частотные определи-
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тели из миноров 6-го порядка матрицы вM  и 
представим их выражения zf  в составе ассо-
циированной блочной матрицы xyzM  в порядке 

логического следования кодов начальных и 
концевых граничных параметров стержня. 

 

11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

41 42 43 44

xyz

M M M M
M M M M

M M M M M
M M M M

= . (8) 

Использование блочных матриц достаточно 
удобно, так как действия над ними производят-
ся по  тем  же  формальным  правилам,  как и в 

случае, когда вместо блоков представлены 
обычные элементы [4]. 

Подматрицы ijM  ( i , 1j = , 2 , 3 , 4 ) выра-

зим в виде произведения элементов ija  ассо-

циированной матрицы xM  для продольных и 
крутильных колебаний и блочной матрицы 

nkM  ( n , 1k = , 2 , K , 6 ), т. е. 

 
4

1ij ij nkM a M= . (9) 

Элементы ija  матрицы xM  расположим в 

соответствии с входными параметрами 
{ }, , ,x x x xu M Nϕ  кодов НП и КП (блоки II, III 
рис. 2) и представим в табл. 1. 

 Таблица  1  

КП 
НП 0011 0101 1010 1100 

1100 S ′  кU ′−βλ  xV ′−αλ  кx T ′αβλ λ  

1010 
к

1 U ′
βλ

 S ′  
к

x T
αλ

′−
βλ

 xV ′−αλ  

0101 
1

x
V ′

αλ
 к

x
T

βλ
′−

αλ
 S ′  кU ′−βλ  

0011 
к

1

x
T ′

αβλ λ
 1

x
V ′

αλ
 

к

1 U ′
βλ

 S ′  

Здесь функции S ′ , T ′ , U ′ , V ′  взяты с уче-
том следующих соотношений: 

 к к

к к

cos cos ; sin sin ;
cos sin ; sin cos .

x x

x x

S T
U V
′ ′= λ λ = λ λ
′ ′= λ λ = λ λ

 (10) 

Блочную матрицу nkM  также выразим в виде 
произведения элементов nkb  ассоциированной 
матрицы xyM  для изгибных колебаний стержня в 

плоскости xy  и ассоциированной матрицы xzM  
с элементами mpc  ( m , 1p = , 2 , K , 6 ) для из-

гибных колебаний в плоскости xz : 

 6
1nk nk xzM b M= . (11) 

Ассоциированные матрицы x yM  и xzM  с 

входными параметрами { }, , ,y z z yu M Nϕ  и 

{ }, , ,z y y zu M Nϕ  в виде кодов НП и КП (блоки 

I, IV, рис. 2) и соответствующие им элементы 
nkb  и mpc  представлены в табл. 2. 

В табл. 2 функции eA , K , eH  являются 

функциями В. Прагера и определяются выра-
жениями [1] с учетом следующих соотноше-
ний: 

 

( )

( )

( )

( )

1 ch sin sh cos ;
2
1 ch sin sh cos ;
2

sh sin ; ch cos ;
1 1; 1 ;
2 2

1, , ;1 1 ;
2, , .2

e r r r r

e r r r r

e r r e r r

e e e e e

e e

A

C

B D

F H B G D

r y s z
E D e

r z s y

= λ λ − λ λ

= λ λ + λ λ

= λ λ = λ λ

= = = −

= =⎧
= + = ⎨ = =⎩

 (12) 

Анализируя зависимости (9)–(12), можно 
сделать вывод, что функции выхода zf  состоят 
из набора произведений элементов ассоцииро-
ванных матриц для отдельных видов колебаний 
стержня. К примеру, для стержня, один конец 
которого заделан (код 000000111111), другой – 
шарнирно оперт (код 010101010101) значение 

zf  непосредственно определяется произведе-
нием элемента матрицы xM  с кодами НП 
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0011  – КП 0101  (табл. 1) на элементы матриц 
xyM  ( 0011  – 0101) и xzM  ( 0011  – 0101) 

табл. 2, т. е. 

 
3 3

к 1 2
1 sin cosz x

x z y y z

l lf A A
EJ EJ

= λ λ
αλ λ λ

.(13)

Таблица  2  
  КП 
НП 0011 0101 0110 1001 1010 1100 

1100 eE  s r
e

EJ
A

l
λ

−  
2

2
s r

e
EJ

F
l
λ

−  
2

2
s r

e
EJ

H
l
λ

−  
3

3
s r

e
EJ

C
l
λ

−  ( )2 4

4
s r

e
EJ

G
l

λ
 

1010 
r

e
s

l C
EJ λ

 eD  r
eA

l
λ

−  r
eA

l
λ

−  
2

2
r

eB
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−  
3

3
s r

e
EJ

C
l
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−  

1001 
2

2 e
s r

l H
EJ λ

 e
r

l C
λ

 eE  eG−  r
eA

l
λ

−  
2

2
s r

e
EJ

F
l
λ

−  

0110 
2

2 e
s r

l F
EJ λ

 e
r

l C
λ

 eG−  eE  r
eA

l
λ
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2

2
s r

e
EJ

H
l
λ

−  

0101 
3

3 e
s r

l A
EJ λ

 
2

2 e
r

l B
λ

 e
r

l C
λ

 e
r

l C
λ

 eD  s r
e

EJ
A

l
λ

−  

0011 
( )

4

2 4 e
s r

l G
EJ λ

 
3

3 e
s r

l A
EJ λ

 
2

2 e
s r

l H
EJ λ

 
2

2 e
s r

l F
EJ λ

 e
s r

l C
EJ λ

 eE  

Таким образом, матрица xyzM  содержит со-

вокупность значений всех выходов автомата A  и 
характеризует все возможные состояния системы 
S  в зависимости от ее граничных параметров. 

Следует также отметить, что матрицу xyzM  

можно было бы представить в виде кодированной 
ассоциированной матрицы 144 -го порядка с 
множеством состояний 20736S = , полным набо-
ром функций zf  и всевозможными сочетаниями 
кодов НП и КП отдельного стержня, причем каж-
дая пара НП-КП имеет входной код, отличный от 
входного кода любой другой пары. Однако, более 
удобным и наглядным будет выражение матрицы 

xyzM  в условной форме куба (рис. 3), в котором 

каждая грань представляет одну из ассоцииро-
ванных матриц xyM , xzM , xM , а внутренние 

элементы содержат определенные произведения 
элементов этих матриц. 

 
Рис. 3 

Тогда, выражение частотного определителя 
стержня, представляющего значение выхода zf  
данного автомата A  при заданных граничных 
условиях НП и КП будет равно произведению 
элемента mpc  с входным кодом для блока IV 

(см. рис. 2) матрицы xzM , на соответствующий 
элемент nkb  (блок I) матрицы xyM  (табл. 2) и 

на элемент ija  (блоки II, III) матрицы xM  

(табл. 1). 
Рассмотрим многопролетную неразрезную 

балку и соответствующую ей логическую схе-
му в виде конечного нетривиального автомата 
A  и взаимно связанных подавтоматов 1A , 

2A , K , pA , моделирующих отдельные кусоч-

но-непрерывные участки – стержни 1, 2 , ... , p  
(рис. 4). По существу, в результате декомпози-
ции сложной последовательностной системы A  
[2] получено множество ее более простых час-
тей (подсистем) 1A , 2A , K , pA , действующих 

одновременно (синхронно).  
В этом случае, множество состояний авто-

мата A  зависит также от промежуточных пе-
ременных ( )uy , 1u = , 2 , K , q , а совокупность 
значений всех его выходов определяется выхо-
дами подавтоматов 1A , 2A , K , pA , представ-

ленными ассоциированными матрицами 1V , 
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2M , K , 1pM − , pV  каждого из p  участков сис-

темы. 

 
Рис. 4 

Согласно [4], если матрицу M  можно пред-
ставить в виде произведения некоторых матриц 

kM , то и ассоциированная матрица, составлен-
ная для M , равна произведению соответст-
вующих ассоциированных матриц, составлен-
ных для kM . Поэтому, уравнение частот в 
форме метода начальных параметров [6, 8, 10] 
для цепной стержневой системы можно выра-
зить в виде последовательного произведения 
ассоциированных матриц каждого из p  участ-
ков системы 

 
1

1
2

0
p

k p
k

V M V
−

=

=∏ , (14) 

которое также выражает условие ортогональ-
ности векторов с характеристиками участков и, 
очевидно, имеет энергетический смысл, как и 
условие ортогональности форм собственных 
колебаний стержня. Соотношения характери-
стических функций sf  и zf  в конечном авто-
мате аналогичны уравнениям равновесия, а на-
чальное состояние автомата в момент времени 

1t  аналогично начальному распределению 
энергии в системе [5]. 

Если в результате разбиения множества со-
стояний автомата A  на p  частей получено на-
бор подмножеств состояний π , характеризуе-
мых матрицами выходов 1V , 2M , K , 1pM − , 

pV , то уравнение (14) будет выражать основ-

ную теорему декомпозиции [2] 

 
1

0
p

k
k=

π =∏ . (15) 

В другой форме уравнение (14) можно пред-
ставить как сумму произведений выходов zkf  
каждого подавтомата kA  при каждом возмож-
ном состоянии sν  в момент времени tν , т. е. 

 
1 1

0
pS

zk
k

f
ν= =

⎛ ⎞
=⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∏ . (16) 

Множество входов автомата A  определяет-
ся возможными входами, реализованными при 
помощи 1A , 2A , K , pA . Объединение множе-

ства состояний 1A , 2A , K , pA  дает множество 

S . Кодирование внутренних состояний имеет 
свои особенности, так как входы k -й подсис-
темы связаны с входами ( )1k − -й и ( )1k + -й 
подсистем. Если известны входные параметры 
КП k -го участка балки, то НП ( )1k + -го уча-
стка могут быть получены в результате приме-
нения к булевым функциям КП логической 
операции отрицания. В символах булевой ал-
гебры [7, 9] это свойство можно выразить сле-
дующим образом: 
 1k kX X += . (17) 

Используя логические сложение (дизъюнк-
цию) и умножение (конъюнкцию) можно оха-
рактеризовать связи между кодами сопрягае-
мых элементов: 
 1 0k kX X + =I , (18) 

или 
 1 1k kX X + =U . (19) 

Равенства (18), (19) выражают известные за-
коны математической логики: закон логическо-
го противоречия и закон исключенного третье-
го [9]. 

Зависимости (17)–(19) накладывают допол-
нительное ограничение на входе для граничных 
параметров промежуточных участков (блоков, 
подсистем) – подавтоматов системы. Его обос-
нование можно показать на простом примере, 
рассмотренном выше, с учетом одного из видов 
колебаний. 

Как известно, уравнение частот изгибных 
колебаний для однопролетной балки длиной l , 
один конец которой заделан (код 0011), дру-
гой – шарнирно оперт (код 0101) имеет вид 

 
3

3 0l A
EJ

=
λ

, или tg th 0λ − λ =  (20) 

(индексы e , r , s  опущены). 
Разделим балку на два одинаковых участка 

длиной 1 2 2
ll l= =  и составим таблицу перехо-

дов (табл. 3) для идентификации характеристи-
ческих функций конечного автомата, который 
описывает данную систему. Таблица содержит 
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значения возможных аргументов ( xν , sν ) 
функций zf  и sf , т. е. все возможные упорядо-
ченные пары ( xν , sν ), где xν  принадлежит 
входному алфавиту X , а sν  – множеству со-
стояний S . Значения выходных параметров zν , 
принадлежащих множеству Z , содержатся в 
табл. 2. Сопрягаемые входные параметры обо-
значим одноименными латинскими буквами, а 

состояния системы – цифрами 1, 2, 3 и т. д. 
Поочередное изменение кодов граничных 

параметров стержня 1 будет отвечать измене-
нию кодов НП стержня 2 с учетом логического 
отрицания в связанных параметрах двух стерж-
ней. Не сложно убедиться, что использование 
любого другого принципа формирования кодов 
в рамках принятых ограничений является не-
приемлемым. 

 Таблица  3  

sν  
xν  ст

. 1
 

ст
. 2

 
1 2 3 4 5 6 

К 0  a  
0  b  

0  1 
0  1 

0  1 
0  0  

0  1 
0  0  

0  0  
0  1 

0  0  
0  1 

0  0  
0  0  

НП 
С 1 c  

1 d  
1 0  
1 0  

1 1 
1 0  

1 0  
1 1 

1 1 
1 0  

1 0  
1 1 

1 1 
1 1 

К a  0  
b  1 

0  0  
0  1 

0  0  
1 1 

0  0  
1 1 

1 0  
0  1 

1 0  
0  1 

1 0  
1 1 

КП 
С c  0  

d  1 
1 0  
1 1 

0  0  
1 1 

1 0  
0  1 

0  0  
1 1 

1 0  
0  1 

0  0  
0  1 

Выбирая значения функций zf  из табл. 2 в 
соответствии с кодами НП и КП стержня 1 и 
состояниями 1, 2 , K , 6 приходим к матрице-
строке 1V , элементы которой соответствуют 
элементам строки матрицы xyM  с кодом 0011 : 

( )

4 3 2
1 1 1

1 2 3 24

l l l
V G A H

EJ EJEJ
=

λ λλ
 

 
2
1 1

2
l l

F C E
EJEJ λλ

. (21) 

Аналогично, матрица-столбец 2V , удовле-
творяющая кодам шарнирного закрепления 
конца 2-го стержня и полному перебору его бу-
левых функций НП, состоит из шести элемен-
тов столбца с кодом 0101  квадратной матрицы 

xyM  обычного участка балки (см. табл. 2). 

2 3
2 2 2 2

2 2 3
2

l l l lEJV A D C C B A
l EJ

⎧ ⎫λ⎪ ⎪= −⎨ ⎬λ λ λ λ⎪ ⎪⎩ ⎭
. (22) 

Уравнение частот в данном случае пред-
ставляется в форме ортогональности двух век-
торов с характеристиками стержней 1, 2  
 1 2 0V V = . (23) 

Подставляя в (23) значения (21), (22), после 
преобразований, приходим к уравнению (20). 

При формировании входных последова-

тельностей автомата, моделирующего узел кон-
струкции из нескольких стержней, использует-
ся тот же принцип логического отношения от-
рицания, который реализуется в разделяющих 
участки сечениях. 

Рассмотрим возможные состояния входных 
параметров в сечении I слева от узла прямо-
угольной рамы H , в котором стыкуются 
стержни k , 1k + , h , 1h +  (рис. 5). При этом 
начало стержня 1h +  в сечении II пока не бу-
дем принимать во внимание. 

 
Рис. 5 

Условие отрицания между концевыми па-
раметрами k -го стержня и узла H  выразим в 
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аналогичной форме (17): 
 k HX X= , (24) 

где HX  является функцией граничных пара-
метров 1kX + , hX . 

Так как входные параметры k -го стержня 
можно задавать непосредственно, т. е. они яв-
ляются нормирующими по отношению к гра-
ничным параметрам аналогов-стержней 1k +  и 
h , то между ними можно установить следую-
щие зависимости: 

- для кинематических параметров: 

 1k k hX X X+= U ; (25) 

- для силовых параметров: 

 1k k hX X X+= I . (26) 

Выражения (24)–(26) реализуются при усло-
виях: 

- если кинематические параметры k -го 
стержня фиксированы (0), а силовые имеют 
произвольное значение (1), то между концевы-
ми параметрами входящих в узел стержней 

1k + , h   может быть реализовано логическое 
отношение отрицания. В этом случае состояние 
узла H  определяется отсутствием кинематиче-
ских ограничений и внешнего силового воздей-
ствия; 

- если кинематические параметры k -го 
стержня произвольны, а силовые фиксированы, 
то кинематические параметры стержней 1k + , 
h  принимают фиксированное значение (0), а 
силовые – (1), т. е. узел H  находится в услови-
ях кинематических ограничений и произволь-
ного силового воздействия. 

Связи между кодами сопрягаемых элемен-
тов в узле H  характеризуются выражениями, 
аналогичными (18), (19): 
 1 0k k hX X X+ =I I ; (27) 

 1 1k k hX X X+ =U U . (28) 

В целом, с помощью операций конъюнкции, 
дизъюнкции и отрицания получаем множество 
всех булевых функций системы, т. е. полную 
систему функций [9]. 

Вновь обратимся к рис. 5 и дадим возмож-
ность «входа» началу аналога-стрежня 1h + . 
Тогда условие отрицания между концевыми 
параметрами ( 1h + )-го стержня и узла H  при-
мет вид: 
 1h HX X+ = . (29) 

Правила получения кодовых комбинаций 
для граничных параметров входящих в узел 

стержней, а также условия (27), (28) будут ана-
логичными, как и алгоритм описания состояний 
автомата для узловых элементов конструкции. 
Однако, через такие узлы, как правило, прохо-
дят условные сечения, разделяющие систему на 
отдельные блоки (подсистемы) или подблоки 
[8]. Анализ числа перестановок кодов и состоя-
ний подавтоматов в таких сечениях необходи-
мо проводить с помощью таблиц переходов. 

Таким образом, для сложных систем рамных 
мостов, пересекающихся балок и других конст-
рукций структура уравнения (14) является уни-
версальной, с тем лишь отличием, что ассоции-
рованные матрицы относятся не к отдельным 
стержням, а к отдельным блокам или подбло-
кам системы. В каждом случае рассматривается 
возможность реализации последовательностной 
схемы путем соединений между собой типовых 
логических элементов. Число состояний kA  
равно числу блоков в разбиении kπ . Для де-
композиции системы удобно использовать кас-
кадный алгоритм разбиения [2] и соответст-
вующую идею каскадного кодирования ее 
внутренних состояний. Элементами матриц для 
структуры более высокого уровня будут анало-
гичные (14) произведения матриц для других 
«вложенных» структур. Степень «вложенно-
сти» матриц определяется количеством наборов 
граничных параметров в сечениях системы [8]. 
На самом низком уровне элементами ассоции-
рованных матриц являются функции Прагера 
для стержня (12). 

Для регулярных и квазирегулярных стерж-
невых систем уравнение (14) преобразуется к 
виду 

 2
1 0p

k pV M V− = . (30) 

Этот случай представляет значительный 
практический интерес, так как такие конструк-
ции получают все большее распространение в 
современном мостостроении: неразрезные про-
летные строения балочных мостов, мосты ком-
бинированных систем, многопанельные рамы, 
фермы, балки проезжей части, виадуки, трубо-
проводы, монорельсовые дороги и другие. 

Для описания колебаний таких систем сле-
дует использовать эквивалентные автоматы, 
имеющие одинаковые таблицы переходов, а 
также их свойства рефлексивности, симмет-
ричности и транзитивности [5]. Очень часто 
встречаются почти регулярные конструкции с 
периодической или кратной регулярностью 
(частично нерегулярные, бирегулярные и т. д.), 
для которых также могут использоваться экви-
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валентные автоматы и их минимальные формы. 
Нетрудно показать, что в регулярных систе-

мах подавтоматы 1A , 2A , K , pA  будут эквива-

лентными. К примеру, если подавтомат kA  на-
ходится в состоянии iσ  ( kA | iσ ), а 1kA + | jσ , то 

iσ  и jσ  эквивалентны (совместимы), т. е. при 

приложении к kA | iσ  и 1kA + | jσ  допустимой 

входной последовательности длиной 2n  они 
вырабатывают одинаковые выходные последо-
вательности. Очевидно, что для нерегулярных 
систем iσ  и jσ  будут различимы (несовмести-

мы), а подавтоматы kA  и 1kA +  не эквивалент-
ны. 

Минимальную (сокращенную) форму авто-
мата A , обозначаемую через A

(
, можно полу-

чить путем «объединения» одинаково обозна-
ченных внутренних состояний в одно состоя-
ние, что упрощает расчет, делая его также ми-
нимальным. Таким образом, минимизация ав-
томата A  приводит к тому, что никакие два со-
стояния в A

(
 не являются эквивалентными, а 

минимальный путь, составляющий полный 
контур системы, проходит через все состояния 
в автомате A

(
 только один раз. Такое представ-

ление автомата A  является наиболее компакт-
ным в смысле количества используемых со-
стояний. 

Аналогичным образом рассчитываются и 
более сложные стержневые и балочные конст-
рукции с произвольными граничными усло-
виями. Конечно-автоматное моделирование по-
зволяет свести их расчет к многократно повто-
ряемому циклу логических операций, соответ-
ствующих переходу от одного участка системы 
к другому. Решения получаются в точной фор-
ме в виде стандартного набора кодированных 
ассоциированных матриц, эффективно реали-
зуемых с помощью ЭВМ. Такой подход обла-
дает определенной универсальностью и уста-
навливает формальное однозначное соответст-
вие между структурой конструкции и структу-
рой получаемых уравнений. При этом практи-
чески исключаются процедуры составления 
дифференциальных уравнений, формирования 

систем алгебраических уравнений и раскрытия 
определителей высоких порядков. Применение 
конечных автоматов существенно упрощает и 
систематизирует динамический расчет, откры-
вает широкие возможности для разработки оп-
тимальных вычислительных алгоритмов. 
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