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МОДЕЛЬ ВЫНОСЛИВОСТИ МАТЕРИАЛОВ И КОНСТРУКЦИЙ  
С УЧЕТОМ ЭВОЛЮЦИИ ИХ МЕХАНИЧЕСКИХ ХАРАКТЕРИСТИК  

У статті надано математичну модель, що описує процес зміни границі витривалості матеріалів і констру-
кцій залізничного рухомого складу з урахуванням зміни параметрів кривої витривалості в процесі їх наван-
таження. 

В статье представлена математическая модель, описывающая процесс изменения предела выносливости 
материалов и конструкций железнодорожного подвижного состава с учетом изменения параметров кривой 
выносливости в процессе их нагружения.  

In the article the mathematical model describing the process of changing a limit of durability of the railway roll-
ing stock materials and structures with taking into account the change of parameters of durability curve during load-
ing them is presented. 

Исследование выносливости распростра-
ненных конструкционных материалов является 
неизменно актуальной проблемой. Поэтому 
разработка и совершенствование математиче-
ских моделей, описывающих характеристики 
сопротивления усталости с учетом их измене-
ния в процессе длительной работы конструк-
ций, важна при решении задач прогнозирова-
ния и продления сроков службы, а также оцен-
ки их механических свойств. 

В работе [1] предложена математическая 
модель, позволяющая описывать процесс по-
нижения предела выносливости материала или 
детали под действием циклических нагрузок. 
Модель основана на использовании наиболее 
распространенной степенной аппроксимации 
кривой выносливости (Вёллера). 

Основным расчетным соотношением, опи-
сывающим согласно [1] характер изменения во 
времени предела выносливости, является ин-
тегродифференциальное уравнение вида 

 
1

1

1

( ) ( ) 0
m

md f d
dt N

−

∞
−

− σ

σ λ
+ σ σ σ =∫ , (1) 

здесь σ-1=σ-1(t) – предел выносливости материа-
ла или конструкции как функция времени t; 

dn dtλ = – постоянная для стационарного или 
квазистационарного режимов нагружения ин-
тенсивность колебаний, определяемая как ко-
личество их циклов n в единицу времени; m – 
показатель степени кривой выносливости; N-1 – 
количество циклов нагружения образца или 
детали, соответствующее напряжению σ-1 (точ-
ка перелома кривой выносливости), принятое в 
работе [1] постоянным;  f(σ) – дифференциаль-

ная функция закона распределения вероятности 
появления в образце или детали напряжений с 
амплитудой σ. 

При действии длительных переменных на-
грузок параметры N-1 и m, которые относятся к 
механическим характеристикам материала (де-
тали), меняются. Это явление обсуждается во 
многих работах (например, [2-4]). Поэтому эти 
параметры можно попытаться рассматривать 
как функции времени N-1 = N-1(t), m = m(t) или 
предела выносливости N-1 = N-1(σ-1(t)),  
m = m(σ-1(t)), когда сам предел выносливости 
является функцией времени. 

Один их возможных способов задания ха-
рактера изменения показателя степени кривой 
выносливости может быть предложен на основе 
эмпирического регрессионного уравнения, 
приведенного в работе [4] 

 1

в

33m −σ= ⋅
σ

, (2) 

где σв – предел прочности материала (или кон-
струкции). 

Эргодичность зависимости (2) на случай 
изменения предела выносливости в течение 
времени нагружения (то есть справедливость 
данного соотношения как для выборки по об-
разцам из разных материалов, так и по реализа-
циям процессов нагружения одного материала), 
по нашим данным, не исследовалась и не про-
верялась. Предположив справедливость такой 
зависимости и считая величину σв практически 
независимой [5] от времени, выражение (2) для 
материала в исходном состоянии и после на-
гружения в течение времени t запишем в форме 
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В выражениях (3): σ-10 – начальное (или на 
момент контроля выносливости) значение пре-
дела выносливости; m0 – начальная (на момент 
контроля) величина показателя степени кривой 
выносливости. 

Разделив выражения (3) одно на другое, по-
лучим соотношение, определяющее связь пока-
зателя m(t) с пределом выносливости σ-1(t) в 
некоторый момент времени  
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здесь 0 10mk m −= σ  – коэффициент пропорцио-
нальности между пределом выносливости и 
показателем степени кривой выносливости, за-
висящий только от начальных свойств мате-
риала. 

В работе [2] предлагается также эмпириче-
ское соотношение, связывающее положение 
точки перегиба N-1 в циклах (ассоциируемой с 
величиной базы испытаний на выносливость) с 
величиной предела выносливости σ-1 (в кН/см2) 
и показателем степени её кривой m в форме 

 ( )1 1lg( ) 4,3214 1,3596 lgN m− −= + − σ ⋅ . (5) 

Преобразовав формулу (5) к виду 

1 1lg( ) lg( ) 4,3214 1,3596N m m− −+ σ ⋅ = + ⋅  

и приняв обозначения 10lg( ) 4,3214N− =  и 

10lg( ) 1,3596−σ = , после потенцирования полу-
чим следующее выражение для суммарного 
объема наработки D(0) до разрушения 

 ( )
10 10(0) m tD N− −= ⋅σ . (6) 

В течение циклического нагружения объем 
наработки уменьшается на величину, текущее 
значение которой зависит от уровня разру-
шающего напряжения. Для постоянного на-
пряжения амплитудой σи он составит 

( ) (0) ( );D t D d t= −  
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здесь d(t) – величина показателя наработки, на-
копленная при циклическом нагружении до 
текущего времени t; n(t) – количество циклов 

нагружения материала или детали за период 
времени 0..t . 

Следует отметить, что соображения, на ос-
новании которых получено выражения (5), не 
вполне понятны. Для поверхностной оценки 
возможности использования этого выражения 
для определения положения точки перегиба 
кривой выносливости рассмотрим два варианта 
его использования: 

- с постоянным показателем степени кри-
вой выносливости m, что приводит к зависимо-
сти 

 ( )14,3214 1,3596 lg
1 10 mN −+ − σ ⋅
−′ = ; (8) 

- с переменным показателем степени 
кривой выносливости m по уравнению (4), что 
приводит к выражению 

 ( )1 14,3214 1,3596 lg ( ) ( )
1 10 mt k tN − −+ − σ ⋅ ⋅σ
−′′ = . (9) 

Рассмотрим оба эти выражения как функции 
величины предела выносливости σ-1. Графики 
указанных функций приведены на рис. 1 и 2. 
При постоянном показателе степени кривой 
выносливости значение абсциссы точки пере-
гиба кривой выносливости с уменьшением те-
кущего значения предела выносливости моно-
тонно и интенсивно возрастает. Таким образом, 
выражение (8) не совместно с фактом пониже-
ния величины σ-1 и одновременным увеличени-
ем крутизны кривой выносливости. Выражение 
(9), как видно из характера соответствующей 
функции, представляется более адекватным. 

Однако, как показывают численные экспе-
рименты, применение формулы (8), полученной 
путем усреднения данных по различным типам 
сталей, приводит к возникновению существен-
ных погрешностей при определении наработок 
в циклах до разрушения. Это наводит на мысль 
о необходимости учета дополнительных факто-
ров, таких как уровень нагружения, что, в част-
ности, косвенно затрагивается в работе [6]. 

Величины суммарной наработки до разру-
шения, определенные как интеграл от выраже-
ния (7), очевидно, будут иметь различные зна-
чения при постоянном и переменном показате-
ле кривой выносливости. Это будет учитывать-
ся далее простейшим образом, путем введения 
постоянного поправочного коэффициента при 
величине наработки, зависящего от величины 
действующего разрушающего напряжения, а 
именно, из (7) 
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α – поправка, зависит от величины разрушаю-
щего напряжения иσ , которая находится как 
полиномиальная функция указанного напряже-
ния. 

Путем численного подбора получены сле-
дующие выражения для полиномов поправоч-
ных α(σи), аппроксимирующих ее как функцию 
действующих разрушающих напряжений: 

- для конструкции (при kσ=3,5) – поли-
ном первого порядка 

 
 

( )к и и0,017 4,041α σ = ⋅σ + ; 

- для материала (при kσ=1,0) – полином 
третьего порядка  

( ) 6 3 3 2
м и и и

1
и

7,583 10 4,323 10

0,8934 42,215.

− −α σ = ⋅ σ − ⋅ σ +

+ ⋅σ −
 

Графики поправочных коэффициентов при-
ведены на рис. 3, 4 в типичных для них преде-
лах изменения разрушающих напряжений. 

 

 
Рис. 1. Зависимость координаты точки перегиба в циклах от величины предела выносливости в МПа  

при постоянном показателе степени кривой выносливости 

 
Рис. 2. Зависимость координаты точки перегиба в циклах от величины предела выносливости в МПа  

при переменном показателе степени кривой выносливости 
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Рис. 3. Зависимость поправочного коэффициента наработки конструкции αк  

от величины разрушающего напряжения σи 

 
Рис. 4. Зависимость поправочного коэффициента наработки материала αм  

от величины разрушающего напряжения σи 

 
Для дальнейшего рассмотрения предполо-

жим, что на каждом цикле нагружения (или 
достаточно небольшой группе таких циклов) 
уменьшение наработки до разрушения мате-
риала или конструкции осуществляется за счет 
уменьшения предела выносливости. Это может 
быть объяснено тем, что при таком подходе в 
число разрушающих напряжений (σ > σ-1) по-
падает наибольшее количество их амплитуд. 
Это приводит к получению нижней границы 
ресурса конструкции за счет вовлечения в чис-
ло разрушающих напряжений большего их ко-

личества в процессе исчерпания наработки. Из 
выражения (6) получим 

 1 ( )
1

( )( )
( )m t

D tN t
t−

−

= ⋅
σ

. (11) 

В начальном состоянии (или на момент кон-
троля выносливости) координата точки пере-
лома кривой выносливости N-1(0) определяется 
уравнением 

101 10 (0)
10

(0)(0)
mk

DN N
−− − ⋅σ

−

= =
σ

. (12) 
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Предложенные соотношения (1), (4) отра-
жают динамику изменения характеристик со-
противления усталости в среднем, что следует 
из самого способа их задания в уравнении (2), 
который основан на линейной эмпирической 
аппроксимации экспериментальных данных. 

Выражения (1), (4) и (11) могут быть ис-
пользованы для уточнения уравнения выносли-
вости (1). Подставив (4), (11) в уравнение (1), 
имеем 

( ) 11
11( )
( )

mm
kkd

dt D t

−−
⋅σ⋅σ

−− λ ⋅ σσ
+ ×  

 1

1

( ) 0mk f d−

−

∞
⋅σ

σ

× σ σ σ =∫ . (13) 

Модифицированное уравнение выносливо-
сти (13) решается при следующих начальных 
условиях для нового образца или детали: 
σ-1(t)|t=0=σ-10; m(t)|t=0=m0; N-1(t)|t=0=N-10 . 

Вынося теперь функцию величины предела 
выносливости из-под дифференциала, с учетом  

( )
1

11
1

( )m
m

k k
m

d k
dt

−
−

⋅σ ⋅σ−
−

σ
= ⋅ σ ×  

 ( ) 1
1

( )1 ln d
dt
−

−
σ

×⎡ + σ ⎤ ⋅⎣ ⎦  (14) 

уравнение выносливости в форме зависимости 
предела выносливости от времени окончатель-
но получим в виде 

( ) ( )
1

1

( )
1 lnm

d
dt k D t
−

−

σ λ
+ ×

⎡ ⎤⋅ + σ ⋅⎣ ⎦
 

 1

1

( ) 0mk f d−

−

∞
⋅σ

σ

× σ σ σ =∫ . (15) 

Заметим попутно, что при λ = 1 полученное 
решение для гармонического нагружения чис-
ленно совпадает с долговечностью детали или 
конструкции в циклах нагружения. 

Особенностью выражения (15) является раз-
рыв второго рода при σ-1 = 0 сомножителя, 
стоящего перед интегральной частью уравне-
ния, обусловленный характером принятого за-

кона изменения показателя степени кривой вы-
носливости m(t). 

Очевидно, что аналитическое решение дан-
ного уравнения при произвольном законе рас-
пределения напряжений f(σ) является достаточ-
но затруднительным. Поэтому приведенные в 
данной работе результаты решения уравнения 
(8) получены с использованием численных ме-
тодов. 

При действии разрушающих напряжений 
постоянной амплитуды, что может быть рас-
пространено и на случай блочных нагружений, 
с учетом (1), (4), (7), (10) и (11) получим 

1 1
1

( ) ( )
и
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( , )1 ;
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m t t m t t

t t t

n t t t
D d t

− −

−∆ −∆

σ = σ − ∆ ×

⎛ ⎞− ∆ ⋅σ
× −⎜ ⎟

−⎝ ⎠
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0
( ) ( ) 0,

n t t
m t t

k
k

d t t t t
−∆

−∆

=

= α σ ⋅ σ ↑ ∈ − ∆∑ , (16) 

где n(t-∆t,t) – количество циклов нагружения за 
период времени t-∆t..t. 

Аналогичные зависимости, построенные на 
основе уравнения (1), имеют вид 

 

1

и
1 1

( , )( ) ( ) 1
(0) ( )

mmn t t tt t t
D d t

−

− −

⎛ ⎞− ∆ σ
σ = σ − ∆ ⋅ −⎜ ⎟

−⎝ ⎠
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( )

и
0

( ) 0,
n t t

m
k

k
d t t t t

−∆

=

= σ ↑ ∈ − ∆∑  (17) 

Зависимость (16) получена путем примене-
ния простейшей конечно-разностной формулы 
интегрирования (формула прямоугольников), с 
учетом предположения, что координата точки 
перегиба N-1(t) независимо изменяется таким 
образом, чтобы удовлетворять соотношению 
(11). 

Параметры для расчета зависимостей рис. 2 
приняты на основании данных железнодорож-
ных Норм расчета [6] для стали ВСт3сп с уче-
том соответствующих коэффициентов концен-
трации, вводимых при переходе от материала к 
сварной конструкции. 

На рис. 5-8 приведены характерные графики 
изменения основных параметров уточненной 
модели выносливости (16). 
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Рис. 5. Зависимость предела выносливости конструкции σ-1 от количества циклов нагружения 

 
Рис. 6. Зависимость предела выносливости конструкции σ-1 от координаты точки перегиба  

кривой выносливости N-1 

 
Рис. 7. Зависимость наработки конструкции D(n) от количества циклов нагружения 
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Рис. 8. Зависимость координаты точки перегиба N-1 кривой выносливости  

от количества циклов нагружения 

 
Учитывая очевидный (по крайней мере, для 

не упрочняющихся материалов) факт, что под 
действием нагрузки предел выносливости сни-
жается, можно предположить, что производная  
в области малых напряжений должна быть по-
ложительной, а функция f1 – монотонно возрас-
тающей. Поэтому решение уравнений (14) и 
(16) можно считать оконченным по достижении 

пределом выносливости минимального значе-
ния σ-1min ≈ 0,4 МПа, когда решение теряет фи-
зический смысл.  

Для сравнения рассмотренных в статье мо-
делей на рис. 9 приведены результаты расчета 
временных зависимостей σ-1(t), полученных при 
адекватных исходных данных. 

 
Рис. 9. Сравнение динамики изменения предела выносливости от количества циклов нагружения:  
1 – модель, учитывающая изменение наклона кривой выносливости; 2 – упрощенная модель. 

 
При этом использовались упрощенное урав-

нение выносливости (17) и уравнение (16), учи-
тывающее изменение положения кривой вы-
носливости, связанное с изменением механиче-
ских свойств материала или конструкции.  

В упрощенной  модели  приняты  значения m0 = 
= m = 3,5 , λ = 1 с-1 и σ-10 = 50,7 МПа, при коэф-
фициенте концентрации kσ = 3,5, которые реко-
мендованы нормативной документацией [6], 
как типичные расчетные значения для конст-
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рукционной стали ВСт3сп. В уточненной моде-
ли принято значение m0 = 3,5 и дополнительно  
D(0)=4,022·1012, σ-10=50,7 МПа и N-10=20960. 
Расчеты проводились для случая нагружения 
конструкции нагрузками, вызывающими появ-
ление напряжений с постоянными амплитуда-
ми. 

Как показывают результаты численных экс-
периментов, уточненное уравнение выносливо-
сти (16), как правило, дает решение σ-1(t), кото-
рое при равных условиях является оценкой 
снизу ресурса образца или детали за счет более 
интенсивного понижения предела выносливо-
сти, при общем подобии характера изменения 
предела выносливости от времени (или количе-
ства циклов нагружения).  

Весьма интересным аспектом адекватности 
предлагаемой модели выносливости является 
возможность учета нелинейного накопления 
повреждений. Кривые накопления поврежде-
ний при разрушении образца на нескольких 
последовательных блоках с повышающимися 
или понижающимися амплитудами, приводятся 
в монографии [7]. Абстрагируясь от способа 
конкретной оценки вклада каждого такого бло-
ка, можно заметить, что если разрушение про-
исходит с убывающими во времени амплиту-
дами, то разрушение происходит при суммар-
ном показателе меры повреждения, меньшем 
единицы. 

Если же сначала действуют малые амплиту-
ды напряжений, а затем большие, то разруше-
ние происходит при суммарном показателе ме-
ры повреждения, большем единицы. Иногда 
говорят, что в этом случае происходит трени-
ровка, приспособление к циклическому нагру-
жению. Сказанное иллюстрируется графиками 
рис. 10, взятыми из монографии [8]. Экспери-
ментальные значения суммы относительных 
долговечностей в момент разрушения колеб-
лются от 1/4 до 4. 

Представляется интересным, с учетом нели-
нейности изменения суммарной наработки де-
тали (рис. 7) при использовании уточненной 
модели выносливости, выполнить численное 
моделирование последовательного блочного 
нагружения образцов материала и экземпляров 
конструкции напряжениями с возрастающими 
или убывающими амплитудами. Для двухблоч-
ного нагружения результаты оценки накопле-
ния повреждений приведены на рис. 11. 

Из сравнения графиков рис. 11 и 12 можно 
заметить наличие сходного характера накопле-
ния повреждений, определенное как по экспе-
риментальным данным, так и на уточненной 

модели. Поскольку стохастическое нагружение 
после его схематизации [9] может быть рас-
смотрено, как последовательность блоков на-
гружения длительностью в один цикл, полу-
ченные результаты автоматически переносятся 
на случай нагружения образцов или деталей 
случайными нагрузками. 

 
Рис. 10. Формы зависимости меры повреждения  
от нормированного числа циклов по данным  

работы [7] 

 
Рис. 11. Формы зависимости меры повреждения  
от нормированного числа циклов для уточненной 
модели выносливости с параметрами: 1 – сварной 
конструкции; 2 –конструкционного материала 

Работы по оценке и продлению срока служ-
бы подвижного состава зачастую связаны с 
экспериментальной оценкой текущего предела 
выносливости материала или конструкции. По-
этому для решения задач, связанных с оценкой 
остаточного ресурса несущих конструкций, 
длительное время находящихся в эксплуатации, 
предпочтительнее применение уточненной мо-
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дели (уравнение (8)), менее чувствительной к 
данному параметру. Однако параметры уточ-
ненной модели (особенно величины σ-10, m0 и 
D(0)) должны быть весьма тщательно опреде-
лены на этапе контроля характеристик сопро-
тивления усталости материалов, работавших 
под действием длительных циклических нагру-
зок. 

ВЫВОДЫ 

1. Предложена уточненная модель снижения 
предела выносливости материалов при 
действии циклических нагрузок, учиты-
вающая изменение характеристик мате-
риала в течение длительного нагружения. 

2. Предложенная уточненная модель вынос-
ливости является адекватной и позволяет 
учитывать нелинейный характер накопле-
ния повреждений при блочном и случай-
ном нагружении. 

3. Представляется предпочтительным ис-
пользование уточненной модели выносли-
вости для решения задач продления срока 
службы подвижного состава. 
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