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ДВУХСЛОЙНЫЙ ПОТОК ВОЗДУХА ПРИ ОБТЕКАНИИ 
ВЫСОКОСКОРОСТНОГО ПОЕЗДА 

Цель. Исследование закономерностей струйных течений воздуха при обтекании высокоскоростного пас-
сажирского поезда. На основе теоретических исследований определить: распределение поля скоростей по-
тока воздуха; давление на верхнем слое двухслойного потока воздуха; давление на границе обоих слоев 
двухслойного потока воздуха. Методика. Для решения задачи на верхнем слое потока воздуха применены 
методы Жуковского и теории струй идеальной несжимаемой жидкости. Далее для решения уравнения по-
граничного слоя определено давление на границе обоих слоев, составлено уравнение Навье–Стокса, где учи-
тывается влияние верхнего слоя на нижний. Течение воздуха в верхней области является потенциальным, 
стационарным, воздух в окрестности считается сжимаемым. Результаты. Получено распределение поля 
скоростей для обоих слоев потока воздуха. Определено давление на верхнем слое двухслойного потока воз-
духа. Научная новизна. Впервые рассмотрена задача о двухслойном потоке воздуха, образованном движе-
нием высокоскоростного поезда и состоящем из пограничного слоя над поверхностями вагонов и потока 
воздуха, где отсутствует свойство вязкости. Практическая значимость. Исследованная задача применяется 
для обеспечения безопасности движения высокоскоростного поезда. 

Ключевые слова: комплексный потенциал; метод теории струй; пограничный слой; струйное течение 
воздуха; безопасность движения 

Введение 

При движении высокоскоростного поезда 
образуется поток воздуха. При этом над по-
верхностью подвижного состава вблизи поезда 
проявляется свойство вязкости (т.е. трения) 
воздуха, а с удалением от поверхности вагонов 
(стенок) свойство вязкости по толщине умень-
шается до нуля. Поэтому практически сущест-
вует двухслойное движение воздуха над по-
верхностью подвижного состава: нижний слой 
(пограничный слой) – область ПG  с толщиной 

Пδ , определяемая в процессе решения с учетом 
влияния области ZG  на пограничный слой ПG , 
и верхний слой (поток идеальной жидкости) – 
область ZG  (рис. 1). В этой области ZG  наряду 
с твердыми плоскими границами существует 
свободная поверхность DE , форма которой 
неизвестна (определяется в процессе решения). 
В связи с этим введем каноническую область 

0G  (рис. 2). Действительная ось области 0G  
( 0η = ) соответствует области течения ZG . 

В области ПG , которая в основном бывает 
тонкой, проявляются свойства вязкости воздуха. 
Это область движения частиц воздуха, где имеет 

 
Рис. 1 

 
Рис. 2 
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место трение в потоке воздуха с толщиной Пδ , 
которая меньше, чем толщина потока воздуха 
области ZG . В области ZG  трение практически 
отсутствует, поэтому ее можно описать при 
помощи уравнения Эйлера. Также при отсутст-
вии кавитации в данной области течение возду-
ха считаем безвихревым движением частиц 
воздуха; отсутствует срыв потока воздуха с по-
верхностей твердых границ вагонов поезда 
(при постоянстве скорости поезда в области ZG  
движение будет стационарным). 

 
Рис. 3 

В работах [8, 16] были рассмотрены задачи 
обтекания высокоскоростного поезда с задан-
ной конфигурацией. Предположено, что дви-
жение частиц воздуха в области ZG  ограничено 
твердыми полигональными поверхностями, ко-
торые имеют соответствующие углы наклона  
к горизонтальной поверхности. 

Течение плоское ( ),x y , потенциальное, 
движение стационарное. Эта задача решается 
при условиях, когда скорость поезда не больше 
250 км/ч (жидкость (воздух) несжимаемая); при 
движении воздуха число Маха составляет 

0,4M < ; плотность частиц воздуха постоянна. 
Задача решается методами теории струй иде-
альной несжимаемой жидкости (воздуха) [12], 
путем введения потенциала скорости ( ),x yϕ  

 ( ),V grad x y= ϕ  (1) 

и функции тока ( ),x yψ , которая удовлетворяет 
уравнению неразрывности: 

 0u v
x y
∂ ∂

+ =
∂ ∂

, (2) 

в виде 

 ,  u v
y x

∂ψ ∂ψ
= = −
∂ ∂

. (3) 

Цель 

Исследование закономерностей струйных 
течений воздуха при обтекании высокоскоро-
стного пассажирского поезда. На основе теоре-
тических исследований определить:  

– распределение поля скоростей потока воз-
духа; 

– давление на границе обоих слоев двух-
слойного потока воздуха. 

Методика 

Для решения задачи на верхнем слое потока 
воздуха применен метод Жуковского [13]: вво-
дится функция Жуковского и комплексный по-
тенциал 

 ( ) ( ) ( ), ,W x x y i x y= ϕ + ψ , (4) 

который является аналитической функцией в 
области течения ZG . Часть области движения 
идеального воздуха ограничена свободной по-
верхностью, вдоль которой давление постоян-
но. Форма свободной поверхности неизвестна, 
ее определяем в процессе решения равенства 
( ),x y qψ = , где q  – расход потока воздуха об-

ласти течения ZG . 
Поскольку углы наклона твердых границ 

области течения к горизонтальной поверхности 
заданы, то функцию Жуковского 

 ( ) 0ln Vz
V

ω =  (5) 

преобразуем в равенство 

 ( ) 0ln Vz i
V

ω = + θ . (5*) 

В равенстве (5*) V u iv= − , здесь ,u v  – ком-
поненты вектора скорости частиц воздуха к гори-
зонту (u  – по плоскости движения поезда, v  – 
ортогонально к горизонтальной поверхности). Так 
как cos ,u V= θ  sinv V= θ ; 2 2V u v= +  – мо-
дуль скорости, θ  – угол наклона вектора скорости. 

Задача сводится к установлению закона 
движения в области ZG , z x iy= + . 
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В работе [1] приведены граничные условия 
для функций (5) по заданным значениям угла 
наклона вектора скорости в области ZG . Поль-
зуясь интегральной формулой Кристоффеля–
Шварца для аналитических функций, получена 
следующая интегральная формула: 

 ( )
( )1

1

1 k

k

N
k

k k

d
a

β

= α

θ γ
ω ζ =

π γ − γ − ζ
∑ ∫ , (6) 

где N  – число твердых границ. Значения 
,  k kα β  подставляются для каждой границы  

в соответствии с рис. 1, 2. 

 ( )1
( )

1 e
ω ζ

ω ζ =
ζ − ζ −

. (7) 

Интегрируя (6) по γ  в установленных гра-
ницах и учитывая, что функция ( )1ω ζ  анали-
тическая в области 0G , получим выражения 
для компонентов потенциала функции Жуков-
ского как в работе [16]: 

 ( )1( ) 1 eω ζ = ζ − ζ − ω ζ . (8) 

Следовательно, ( )0ln lnV F
V

= ζ , где 

( )
0VV

F
=

ζ
 – сопряженная комплексная ско-

рость частиц воздуха в плоскости 0G . Так как 
скорость на свободной поверхности 

( )0 ,0V F e= , то получим: 

 
( )
( )
,0F e

V
F

=
ζ

. (9) 

Для получения поля скоростей в области ZG  
составим уравнения распределения скорости. 
Учитывая равенство (4), получим: 

 ( )dw z
V

dz
= , (10) 

 ( )
( )

1dw q
d e
ζ

=
ζ π − ζ

, (11) 

где V  – сопряженная комплексная скорость 
(V u iv= − ); q  – расход потока воздуха в об-

ласти течения ZG  (в точке A  источник, в точке 
E  – сток расходом q ); 0G  – область течения 

ZG  (источником с расходом q  ( )q V Hп=  яв-

ляется точка ( )A x →∞ , стоком – точка E   
с тем же расходом q ). Действительная ось 
ADE  соответствует области течения ZG . Ско-
рость на свободной поверхности ( )0 ,0V F e= . 

Для установления закона изменения скоро-
сти воспользуемся равенством 

 
( ) ( )

dz dw ddz d
dw d e F

ζ
= ζ =

ζ − ζ ζ∫  (12) 

и получим: 

 ( ) ( ) ( )0

H dz
e F

ζ γ
ζ =

π − γ γ∫ . (13) 

Равенства (9)–(11) и (13) дают распределе-
ния скоростей в области движения ZG  в кано-
ническом виде 

 ( ) ( ) ( ){ }0,V z z F V= ζ ζ .  

При обтекании высокоскоростного поезда 
образуется течение воздуха в окрестности ва-
гона. Воздух имеет коэффициент кинематиче-
ской вязкости 

 ( ), 1x yν << ( 4 20,104 10  м /с−⋅ ).  

В связи с этим на поверхности поезда (в за-
висимости от его конфигурации) наблюдается 
двухслойное движение воздуха (рис. 4). Над 
поверхностью вагонов будет пограничный слой 

ПG , где воздух имеет свойство трения.  
А над поверхностью пограничного слоя ПG  
течет поток воздуха, в котором отсутствует 
трение и свойство вязкости (считается идеаль-
ной жидкостью), который обозначим ZG . Те-
чение воздуха в области ZG  является потенци-
альным, стационарным; воздух в окрестности 
считается сжимаемой жидкостью. В области 

ПG  воздух имеет свойство вязкости. Толщина 

пограничного слоя 
поезд

5,83П
L

V
ν

δ = , 
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где L  – длина поезда, поездV  – скорость поезда. 
При образовании пограничного слоя, для кото-
рого имеем уравнение Навье–Стокса, толщина 
которого Пδ  меньше, чем толщина области 

ZG : 

 
2 2

2 2
u u p u uu v
x y x x y
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

ρ + ρ = − + µ + µ
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

, (14) 

где ,µ ν  – коэффициенты динамической и ки-
нематической вязкости воздуха. 

Уравнение неразрывности 

 ( ) ( ) 0u v
x y

∂ ρ ∂ ρ
+ =

∂ ∂
 (15) 

с учетом уравнения (14) запишется в виде 

 
2 2 2

2 2
( ) ( )u uv p u u

x y x x y
∂ ρ ∂ ρ ∂ ∂ ∂

+ = − + µ + µ
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

. (16) 

 
Рис. 4 

На рис. 4 АЕ является границей раздела об-
ластей ZG  и ПG  потока воздуха; движение час-
тиц воздуха является стационарным, поскольку 
поезд движется с постоянной скоростью. 

Результаты 

Уравнение неразрывности (15) показывает, 
что в области пограничного слоя ПG  скорость 
частиц воздуха будет меньше (за счет трения 

1
Re

), чем скорость в области ZG , следова-

тельно, в этой области число Маха 1M << . 
Последнее слагаемое в уравнении (16) мож-

но записать в виде: 
2

2
u u

y yy
⎛ ⎞∂ ∂ ∂

µ = −µ⎜ ⎟∂ ∂∂ ⎝ ⎠
, где 

xy
u
y
∂

µ = τ
∂

 – касательное напряжение в области 

ПG , где constρ = . Поскольку толщина погра-
ничного слоя мала, то касательное напряжение 
постоянно по толщине пограничного слоя 
( constxyτ = ). Поэтому производная от каса-

тельного напряжения равна нулю 0xy

y
∂τ⎛ ⎞

=⎜ ⎟∂⎝ ⎠
. 

Так как в области ПG  поперечная скорость 
v  намного меньше по сравнению с продольной 
скоростью u , предполагаем 0v = . Тогда сла-

гаемое ( )uv
y

∂ ρ
∂

 уравнения (16) равно нулю. Час-

тицы воздуха становятся малыми, поэтому дав-
ление по ПG  постоянно. 

Уравнение Навье–Стокса (14) при вышеиз-
ложенных предположениях имеет следующий 
вид: 

 
2 2

2
( )u p u

x x x
∂ ρ ∂ ∂

= − + µ
∂ ∂ ∂

.  

С учетом результатов, полученных в рабо-
тах [7, 15], имеем: 

 21const, constnp V
n
−

= ⇒ = .  

Течение воздуха плоское потенциальное, 
стационарное (когда скорость поезда 
п constV = ). 
В области ZG  воздух сжимаем, поэтому 

плотность и давление переменны. Процесс яв-

ляется политропическим 0
0

n

p p
⎛ ⎞ρ

= ⎜ ⎟ρ⎝ ⎠
. Учиты-

вая интеграл Бернулли, функция давления име-
ет вид 

 ( ), const
1

dp n px y
n

Ω = = +
ρ − ρ∫ .  

Отсюда получим: 

 ( )2 ,1 1
2

V x yn np c
n n
− −

= ρ − . (17) 

Введем безразмерные переменные 0 ˆu V u= , 
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ˆx Lx= , зададим скорость * (0)u u= , *
0V L
ν

λ = . 

При условии, что 0 Пy≤ ≤ δ  на границе раз-

дела областей ZG  и ПG  (рис. 5), давление p
x
∂
∂

 

(учитывая интеграл Бернулли) в области ZG  
определяется равенством: 

 ( )2 ˆ,
2

ПV xp
x x

⎛ ⎞δ∂ ∂
= −ρ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ⎝ ⎠

, (18) 

 ( )2
0 0 0ˆ , constПp V x= ρ δ = .  

 
Рис. 5 

Учитывая вышеизложенное, уравнение (16) 
примет вид:  

 ( )22 2

2

ˆ,ˆ ˆ1
ˆ ˆ ˆ2

ПV xu n d u
x n dx x

⎛ ⎞δ∂ − ∂
= − + µ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

, (19) 

 
2 2

2
2

ˆ ˆ1 1 ˆ( , )
ˆ ˆ ˆ2 П

u n uV x
x n x x

∂ − ∂ ∂
ρ + ρ δ = µ
∂ ∂ ∂

, (20) 

 
2 2

2 *
2

ˆ ˆ1 1 ˆ( , )
ˆ ˆ ˆ2 П

u n uV x
x n x x

∂ − ∂ ∂
+ δ = λ

∂ ∂ ∂
, (21) 

где *

0û L
ν

λ = . 

Уравнение (21) после интегрирования при-
мет вид 

 2 2 *
0

ˆˆˆ ˆ ˆ( ) ( , )
ˆП
uu x V x
x
∂

− δ = λ
∂

, (22) 

где ( )2 2
0 0
ˆ ˆ , ПV u x= δ , 

 * 2 2
0

ˆ1 ˆˆˆ ˆ ˆ( ) ( , )П

du dx
u x V x

=
λ − δ∫ ∫ , (23) 

 0
*

00

ˆ1ˆ ln
ˆ2
u Vx
u VV
−

=
+λ

, (24) 

откуда находим: 

 *
0

0
0ˆ2

2ˆ
1 V x

Vu V
eλ

= −
−

. (25) 

Точка 0ˆ 0x x= =  является точкой отрыва по-
граничного слоя. 

Научная новизна и практическая  
значимость 

Впервые рассмотрена задача о двухслойном 
потоке воздуха, образованном движением вы-
сокоскоростного поезда и состоящем из погра-
ничного слоя над поверхностями вагонов и по-
тока воздуха, где отсутствует свойство вязко-
сти. Применяется для обеспечения безопасно-
сти движения высокоскоростного поезда. 

Выводы 

Полученные результаты дают возможность 
определить распределение поля скоростей по-
тока воздуха в обоих слоях двухслойного пото-
ка воздуха. 
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ДВОШАРОВИЙ ПОТІК ПОВІТРЯ ПРИ ОБТІКАННІ 
ВИСОКОШВИДКІСНОГО ПОЇЗДА 

Мета. Дослідження закономірностей струминних течій повітря при обтіканні високошвидкісного паса-
жирського поїзда. На основі теоретичних досліджень визначити: розподіл поля швидкостей потоку повітря; 
тиск на верхньому шарі двошарового потоку повітря; тиск на межі обох шарів двошарового потоку повітря. 
Методика. Для розв’язання задачі на верхньому шарі потоку повітря застосовано методи Жуковського  
й теорії струменів ідеальної нестисливої рідини. Далі для розв’язання рівняння приграничного шару визна-
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чено тиск на межі обох шарів, складено рівняння Нав’є–Стокса, де враховується вплив верхнього шару  
на нижній. Течія повітря у верхній області є потенціальною, стаціонарною, повітря в околі вважається стис-
ливим. Результати. Отримано розподіл поля швидкостей для обох шарів потоку повітря. Визначено тиск  
на верхньому шарі двошарового потоку повітря. Наукова новизна. Вперше розглянуто задачу про 
двошаровий потік повітря, утвореного рухом високошвидкісного поїзда, що складається з приграничного 
шару над поверхнями вагонів і потоку повітря, де відсутня властивість в’язкості. Практична значимість. 
Досліджена задача застосовується для забезпечення безпеки руху високошвидкісного поїзда. 

Ключові слова: комплексний потенціал; метод теорії струменів; приграничний шар; струминна течія 
повітря; безпеку руху 
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DOUBLE LAYER AIR CURRENT DURING THE HIGH SPEED TRAIN 
FLOW-AROUND 

Purpose. Investigation of the jet stream mechanism during the high-speed passenger train flow around. On the 
basis of theoretical studies to determine the distribution of air flow velocity field, the pressure on the upper layer of 
the double layer air current, the pressure at the boundary of both layers of double-layer air current. Methodology. 
To solve the problem on the top layer of air current the Zhukovsky method and the method of theory of ideal in-
compressible fluid jets were applied. Then to solve the boundary layer equations the pressure at the boundary of 
both layers was determined, the Navier - Stokes equation, which takes into account the influence of the top layer on 
the bottom layer was set up. Airflow in the upper region is a potential, stationary; the air in the vicinity is considered 
as the compressible one. Findings. The distribution of the velocity field for both layers of air current was obtained.  
The pressure on the upper layer of the double layer air flow was defined. Originality. The problem of a double layer 
air current formed by the high-speed train movement consisting of the boundary layer above the car surfaces and the 
air current with no viscosity was studied for the first time. Practical value. The problem under study is used to pro-
vide the safety of high-speed train traffic. 

Keywords: complex potential; the method of the jet theory; boundary layer; jet air current; traffic safety 
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