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Про деякi групи з чернiковською групою
автоморфiзмiв

Присвячується 65-рiччю професора Курдаченка Леонiда Андрiйовича.

Отримано автоморфний аналог теореми Шура у випадку, коли довiльна пiдгрупа
A групи автоморфiзмiв Aut(G) групи G та фактор-група групи G по A-центру є чер-
нiковськими групами.

Ключовi слова: A-центр, A-комутаторна пiдгрупа, чернiковська група.
Получен автоморфный аналог теоремы Шура в случае, когда произвольная под-

группа A группы автоморфизмов Aut(G) группы G и фактор-группа группы G по
A-центру являются черниковскими группами.

Ключевые слова: A-центр, A-коммутаторная подгруппа, черниковская группа.
We obtained automorphic analogue of Schur’s theorem for the case when an arbitrary

subgroup A of automorphism group Aut(G) of a group G and the factor-group of a group
G modulo A-center are Chernikov groups.

Key words: A-center, A-commutator subgroup, Chernikov group.

1. ВСТУП

Нехай G – група, A – пiдгрупа групи автоморфiзмiв Aut(G). Покладемо

CG(A) = {g ∈ G|α(g) = g,∀α ∈ A},

[G,A] = 〈g−1α(g) = [g, α]|g ∈ G,α ∈ A〉.

Зауважимо, що в загальному випадку CG(A) не буде нормальної пiдгрупою групи
G. Але якщо група внутрiшнiх автоморфiзмiв Inn(G) мiститься в A, Inn(G) ≤ A,
то CG(A) ≤ CG(Inn(G)) = ζ(G), тобто CG(A) є нормальною пiдгрупою групи G.
Також очевидно, що CG(A) є A-iнварiантною пiдгрупою. Пiдгрупа CG(A) нази-
вається A-центром групи G.

Натомiсть пiдгрупа [G,A] завжди буде нормальною для кожної пiдгрупи A ≤
Aut(G). Дiйсно, нехай g, x ∈ G, α ∈ A, тодi

x−1[g, α]x =x−1g−1α(g)x = (gx)−1α(g)x = (gx)−1α(gxx−1)x = (gx)−1α(gx)α(x−1)x =

=[gx, α](α(x))−1x = [gx, α](x−1α(x))−1 = [gx, α][x, α]−1 ∈ [G,A].
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Пiдгрупа [G,A] називається A-комутаторною пiдгрупою групи G.
Позначимо через τx внутрiшнiй автоморфiзм, який визначений елементом x,

тобто τx(g) = x−1gx, для всiх g ∈ G. Вiдмiтимо, що якщо A = Inn(G), тодi A-центр
групи G спiвпадає зi звичайним центом ζ(G) групи G, а також A-комутаторна
пiдгрупа групи G спiвпадає з комутантом [G,G] групи G.

Першi дослiдження зв’язкiв мiж центральною фактор-групою G/ζ(G) групи
G та комутантом [G,G] були розпочатi ще на початку минулого столiття в роботi
I. Шура [1]. Зокрема, вiн вивчав властивостi так званого мультиплiкатора Шура
(див., наприклад, [2]) групи G, який позначається M(G). Вiн отримав наступний
результат: якщо група G скiнченна, то [G,G] ∩ ζ(G) iзоморфно вкладається в
M(G/ζ(G)). Пiзнiше поняття мультиплiкатора Шура було поширене на довiльнi
групи. Дослiдження зв’язкiв мiж центральною фактор-групою G/ζ(G) групи G та
комутантом [G,G] в нескiнченних групах були вперше представленi в роботi Р. Бе-
ра [3]. Зокрема, вiн довiв, що якщо G/ζ(G) скiнченна, то [G,G] також скiнченна
група. Це твердження в наш час називають теоремою Шура, хоча сам I. Шур
в такiй формi його не отримував. Iнше питання, яке природно тут виникає, на-
ступне: як пов’язанi мiж собою порядки центральної фактор-групи G/ζ(G) та
комутанта [G,G]? Цьому питанню було присвячено багато робiт. Найкращий ре-
зультат було отримано в роботi [4]: якщо |G/ζ(G)| = t, тодi |[G,G]| ≤ w(t) = tm,
де m = 1

2
(logpt − 1), p – це найменше просте число, яке дiлить t. Бiльш того, в

цiй же роботi було доведено, що в останнiй нерiвностi рiвнiсть досягається тодi i
тiльки тодi, коли t = pn, де p – просте число.

На цей час отримано ряд аналогiв та узагальнень теореми Шура (див., на-
приклад, [5]). Бiльш того, iснують рiзнi пiдходи до отримання таких результатiв.
Серед них є пiдхiд, який пов’язаний з групами автоморфiзмiв. П. Хегартi в ро-
ботi [6] довiв, що якщо A = Aut(G) та G/CG(A) скiнченна, то [G,A] також скiн-
ченна. Проте умова скiнченностi фактор-групи G/CG(Aut(G)) є дуже сильною.
Звiдси, зокрема, випливає, що сама група автоморфiзмiв Aut(G) буде скiнченною.
Вiдмiтимо також, що у випадку, коли A = Aut(G), пiдгрупа CG(A) називається
абсолютним центром групи G, а [G,A] – автокомутаторною пiдгрупою групи G.
В роботi [7] було розглянуто бiльш загальний випадок: Inn(G) ≤ A та A/Inn(G)
скiнченна. Для цього випадку були отриманi узагальнення теорем Шура, Бера та
Холла.

Зауважимо, що автоморфний аналог теореми Шура для довiльної групи авто-
морфiзмiв не виконується. Це iлюструє наступний приклад.

Нехай p – просте число, G = 〈a〉 ×K , де |a| = p, K = Drn∈N〈bn〉 – елементарна
абелева p-група. Тодi група G має автоморфiзм αj, який визначається наступним
чином: αj(a) = abj, αj(x) = x, для кожного x ∈ K. Легко перевiрити, що кожен
автоморфiзм αj має порядок p, а пiдгрупа A ≤ Aut(G), яка породжена множиною
{αj|j ∈ N}, є елементарною абелевою p-групою. Бiльш того, CG(A) = K = [G,A],
тобто фактор-група G/CG(A) скiнченна, але пiдгрупа [G,A] нескiнченна.

Отже, для довiльної пiдгрупи A групи автоморфiзмiв Aut(G) потрiбно ще вво-
дити деякi додатковi обмеження.
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В роботi Я.Д. Половицького [8] було отримано наступне узагальнення тео-
реми Шура: якщо центральна фактор-група G/ζ(G) групи G чернiковська, то
комутант [G,G] також є чернiковською групою. Нагадаємо, що група G нази-
вається чернiковською, якщо вона мiстить в собi таку нормальну абелеву пiдгрупу
Div(G) = Q1 × . . . × Qm, що фактор-група G/Div(G) скiнченна. При цьому Qj ,
1 ≤ j ≤ m – це квазiциклiчнi групи. Число m є iнварiантом групи G, i називається
мiнiмаксним рангом групи G та позначається mm(G). Iншою характеристикою
чернiковських груп є множина Π(Div(G)). Ми будемо позначати її спецiальним
символом Sp(G). Ще одним iнварiантом чернiковських груп є порядок фактор-
групи G/Div(G), o(G) = |G/Div(G)|.

Наступна теорема представляє собою головний результат даної роботи.
Теорема А. Нехай G – група, A – пiдгрупа групи автоморфiзмiв Aut(G), i

нехай Inn(G) ≤ A. Якщо фактор-група G/CG(A) та пiдгрупа A чернiковськi, то
[G,A] також чернiковська група.

2. ДОПОМIЖНI РЕЗУЛЬТАТИ ТА ЛЕМИ

Лема 1. Нехай G – абелева група, A – пiдгрупа групи автоморфiзмiв Aut(G).
Припустимо, що фактор-група G/CG(A) чернiковська. Якщо пiдгрупа A скiнчен-
на, то пiдгрупа [G,A] також чернiковська.

Доведення. Нехай α ∈ A. Розглянемо вiдображення d(α) : G → G, яке дiє за
наступним правилом d(α)(g) = g−1α(g) = [g, α], g ∈ G. Розглянемо

d(α)(uv) = (uv)−1α(uv) = v−1u−1α(u)α(v) = u−1α(u)v−1α(v) = d(α)(u)d(α)(v).

Iнакше кажучи, вiдображення d(α) є ендоморфiзмом групи G. Бiльш того,

Im(d(α)) = [G,α], Ker(d(α)) = CG(α).

Таким чином, ми маємо

[G,α] = Im(d(α)) ∼= G/Ker(d(α)) = G/CG(α).

Оскiльки α ∈ A, то CG(A) ≤ CG(α), звiдки отримуємо, що G/CG(α) ≤ G/CG(A).
Отже, фактор-група G/CG(α) чернiковська, а тому чернiковською буде i група
[G,α].

Оскiльки A – скiнченна група, то A = {α1, α2, . . . , αr}. За Лемою 1.1 роботи [9]
маємо

[G,A] = [G,α1] · [G,α2] · . . . · [G,αr].

Тобто [G,A] є добутком скiнченного числа чернiковських груп. Отже, група [G,A]
також чернiковська. Бiльш того, mm([G,A]) ≤ rmG, Sp([G,A]) ⊆ π, o([G,A]) ≤
(oG)r, де mG = mm(G/CG(A)), π = Sp(G/CG(A)) та oG = o(G/CG(A)). Лему
доведено. �
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Лема 2. Нехай G – абелева група, A – пiдгрупа групи автоморфiзмiв Aut(G).
Якщо фактор-група G/CG(A) та пiдгрупа A чернiковськi, то [G,A] також чер-
нiковська група.

Доведення. Покладемо D = Div(A), H = G/CG(A). Оскiльки група H чернiковсь-
ка, то iснує цокольний ряд

〈1〉 = H0 ≤ H1 ≤ . . . ≤ Hn ≤ . . . ,

де пiдгрупиHi скiнченнi та A-iнварiантнi. Оскiльки iндекс |D : CD(Hi)| скiнченний
для кожного i ∈ N, то група D подiльна. А оскiльки подiльна чернiковська група
не мiстить скiнченних факторiв, то D = CD(Hi), для кожного i ∈ N. Iншими
словами, група D централiзує кожну пiдгрупу Hi. Бiльш того,

H =
⋃
i∈N

Hi,

а тому група D централiзує всю пiдгрупу H, тобто D = CD(H).
Розглянемо такi елементи x ∈ G, що x 6∈ CG(A) та визначимо вiдображення ηx :

D → G, яке дiє за правилом ηx(α) = [x, α], α ∈ D. Якщо β – iнший автоморфiзм,
то

(α ◦ β)(x) = α(β(x)) = α(xηx(β)) = α(x)α(ηx(β)) = xηx(α)ηx(β),

а тому
ηx(α ◦ β) = x−1(α ◦ β)(x) = x−1xηx(α)ηx(β) = ηx(α)ηx(β).

Таким чином, ηx – гомоморфiзм. Бiльш того,

[x2, α] = x−2α(x2) = x−2α(x)α(x) = x−2xηx(α)xηx(α) = (ηx(α))2 = [x, α]2.

Якщо застосувати iндукцiю, то ми отримаємо, що [xn, α] = [x, α]n. Оскiльки група
H чернiковська, то iснує таке k, що 1 = [xk, α] = [x, α]k, звiдки отримуємо, що
xk ∈ CG(A). Iнакше кажучи, образ Im(ηx) = [x,D] має скiнченну експоненту.
Таким чином, ми маємо Im(ηx) ∼= D/Ker(ηx). А оскiльки подiльна чернiковська
група не мiстить скiнченних факторiв, то D = Ker(ηx), тобто

D/Ker(ηx) = 〈1〉 = Im(ηx).

А це означає, що D ≤ CG(x), для кожного x ∈ G, що x 6∈ CG(A). Звiдси випливає
скiнченнiсть пiдгрупи A. Користуючись Лемою 1, отримуємо, що [G,A] чернiковсь-
ка. Бiльш того, mm([G,A]) ≤ rmG, Sp([G,A]) ⊆ π, o([G,A]) ≤ (oG)r, де r = |A|,
mG = mm(G/CG(A)), π = Sp(G/CG(A)) та oG = o(G/CG(A)). Лему доведено. �

Вище було зазначено, що з того факту, що центральна фактор-група G/ζ(G)
чернiковська, випливає, що чернiковською буде i група [G,G] [8]. Проте у вказанiй
роботi не було отримано жодних числових спiввiдношень. Наступне твердження
дає нам такi спiввiдношення, якi стосуються числових iнварiантiв чернiковської
групи.
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Лема 3. Нехай G – група, i нехай G/ζ(G) - чернiковська група. Тодi [G,G] та-
кож чернiковська група. Бiльш того, o([G,G]) ≤ w(o(G/ζ(G))), mm([G,G]) ≤
mm(G/ζ(G))o(G/ζ(G)), Sp([G,G]) ⊆ Sp(G/ζ(G)).

Доведення. Покладемо mm(G/ζ(G)) = mG, o(G/ζ(G)) = oG, Z = ζ(G) та D/Z =
Div(G/Z). Для довiльного елементу d ∈ D розглянемо вiдображення ξd : D → D,
яке визначається за правилом ξd(x) = [d, x], x ∈ D. Ми маємо

ξd(xy) = [d, xy] = [d, y][d, x]y = [d, y][d, x] = [d, x][d, y] = ξd(x)ξd(y),

оскiльки Im(ξd) ≤ ζ(G). Таким чином, ξd – це ендоморфiзм D i ми отримуємо, що

[d,D] = Im(ξd) ∼= D/Ker(ξd).

Очевидно, що Z ≤ Ker(ξd), тому якщо Ker(ξd) 6= D, то D/Ker(ξd) чернiковська
подiльна група. З iншого боку,

[d2, x] = [dd, x] = [d, x]d[d, x] = [d, x][d, x] = [d, x]2.

Скориставшись iндукцiєю, можна показати, що [dn, x] = [d, x]n, для всiх натураль-
них n. Оскiльки D/Z перiодична, то iснує таке натуральне число k, що dk ∈ Z.
А тому [d, x]k = [dk, x] = 1, для всiх x ∈ D. Зокрема, [d,D] має скiнченну екс-
поненту, а тому не може бути подiльною. Отримали протирiччя. Це означає, що
Ker(ξd) = D, тобто CD(d) = D. А оскiльки це виконується для довiльного елемен-
ту d ∈ D, то пiдгрупа D абелева.

Нехай V = {v1, . . . , vs} – трансверсаль пiдгрупи D в групi G. Тодi V скiнченна
i s ≤ oG. Для довiльного елементу v ∈ V розглянемо вiдображення ξv : D → D,
яке визначається за правилом ξv = [v, x], x ∈ D. Оскiльки D абелева, то

ξv(xy) = [v, xy] = [v, y][v, x]y = [v, y][v, x] = [v, x][v, y] = ξv(x)ξv(y).

Таким чином, ξv – це ендоморфiзм групи D та Im(ξv) = [v,D], Ker(ξd) = CD(v), а
тому

[v,D] = Im(ξv) ∼= D/Ker(ξv) = D/CD(v).

Очевидно, що Z ≤ Ker(ξv), звiдки отримуємо, що [v,D] – чернiковська подiль-
на група (якщо вона неодинична). Бiльш того, mm([v,D]) ≤ mG, Sp([v,D]) ⊆
Sp(G/Z).

Оскiльки [G,D] = [v1, D]·. . .·[vs, D] (див., наприклад, [9]), то [G,D] – чернiковсь-
ка подiльна група. Бiльш того, mm([G,D]) ≤ smG ≤ oGmG, Sp([G,D]) ⊆ Sp(G/Z).

Центр фактор-групи G/[G,D] мiстить в собi D/[G,D], а тому
(G/[G,D])/ζ(G/[G,D]) скiнченна i її порядок не перевищує oG. Тодi пiдгрупа
[G/[G,D], G/[G,D]] також скiнченна i має порядок не бiльше, нiж w(oG) = (oG)m,
де m = 1

2
(logpoG − 1), p – це найменше просте число, яке дiлить oG [4]). Нарештi,

рiвнiсть [G/[G,D], G/[G,D]] = [G,G]/[G,D] показує, що [G,G] - це чернiковська
група, для якої мають мiсце наступнi спiввiдношення: mm([G,G]) ≤ oGmG,
o([G,G]) ≤ w(oG), Sp([G,G]) ⊆ Sp(G/Z). Лему доведено. �
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3. ДОВЕДЕННЯ ОСНОВНОГО РЕЗУЛЬТАТУ

Нехай G – група, A – пiдгрупа групи автоморфiзмiв Aut(G). Припустимо, що
K – це нормальна пiдгрупа групи G, i нехай K також A-iнварiантна. Для кожного
автоморфiзму α ∈ A визначимо вiдображення αK : G/K → G/K за наступним
правилом: αK(xK) = α(x)K, для кожного x ∈ G. Очевидно, що αK є ендомор-
фiзмом фактор-групи G/K. Нехай x – такий елемент групи G, що αK(xK) = K,
тобто K = α(x)K та α(x) ∈ K. Оскiльки K є A-iнварiантною пiдгрупою групи G,
то x ∈ K та xK = K. Таким чином, αK – це автоморфiзм фактор-групи G/K.
Бiльш того, якщо α, β ∈ A, то

(α◦β)K(xK) = (α◦β)(x)K = α(β(x))K = αK(β(x)K) = αK(βK(xK)) = (αK◦βK)(xK).

Таким чином, вiдображення Φ : A → Aut(G/K), яке визначається за правилом
Φ(α) = αK , α ∈ A, є гомоморфiзмом.

Доведення Теореми А. Оскiльки ми маємо включення Inn(G) ≤ A, то CG(A) ≤
CG(Inn(G)) = ζ(G), звiдки отримуємо, що G/ζ(G) ≤ G/CG(A), тобто G/ζ(G) –
чернiковська група. Тодi за теоремою Половицького група K = [G,G] також чер-
нiковська, а з Леми 3 випливають всi числовi спiввiдношення.

Покладемо Gab = G/K. Для кожного α ∈ A визначимо вiдображення αab :
Gab → Gab за наступним правилом αab(xK) = α(x)K, для кожного x ∈ G. Оскiльки
[G,G] – характеристична пiдгрупа групи G, то [G,G] нормальна та A-iнварiантна.
Беручи до уваги вище викладенi мiркування, ми отримуємо, що αab ∈ Aut(G/K).
Бiльш того, iснує гомоморфiзм Φ : A → Aut(G/K), який дiє за правилом Φ(α) =
αab, α ∈ A. Покладемо Aab = Φ(A). Оскiльки G/K абелева, то

(τg)ab(x[G,G]) = τg(x)[G,G] = g−1xg[G,G] = x[x, g][G,G] = x[G,G],

для всiх x ∈ G. Звiдси випливає, що Inn(G) ≤ Ker(Φ), зокрема, Aab є епiморфним
образом A/Inn(G). А це означає, що Aab – чернiковська група.

Якщо x ∈ CG(A), то αab(xK) = α(x)K = xK, для всiх α ∈ A, звiдки отримує-
мо включення CG(A)K/K ≤ CG/K(Aab). Отже, (G/K)/CG/K(Aab) є чернiковською
групою. Користуючись Лемою 2, ми отримуємо, що [Gab, Aab] також чернiковська.
Бiльш того,

[Gab, Aab] = [G/[G,G], Aab] = [G,A][G,G]/[G,G].

Якщо g, x ∈ G, то [g, x] = g−1x−1gx = g−1τx(g) = [g, τx]. Це показує, що [G,G] ≤
[G,A], оскiльки Inn(G) ≤ A. Таким чином,

[Gab, Aab] = [G,A]/[G,G].

Нарештi, [G,A] є розширенням чернiковською групи за допомогою чернiковської,
а тому сама група [G,A] буде чернiковською.

Застосовуючи мiркування, якi використовувались при доведеннi Леми 2, ми
можемо стверджувати, що пiдгрупа Aab скiнченна, а тому можемо покласти r =
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|Aab|. Беручи до уваги той факт, що [Gab, Aab] = [G,A]/[G,G], та Лему 3, отримуємо
наступнi числовi спiввiдношення:

mm([G,A]) ≤ rmG + oGmG = mG(r + oG),

Sp([G,A]) ⊆ π,

o([G,A]) ≤ (oG)rw(oG) = (oG)r(oG)m = (oG)r+m,

де m = 1
2
(logpoG − 1) (p – це найменше просте число, яке дiлить oG), mG =

mm(G/CG(A)), π = Sp(G/CG(A)) та oG = o(G/CG(A)). Теорему доведено. �
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