
ISSN 9125 0912. Вiсник Днiпропетровського унiверситету. Серiя: Математика. 2014, вип. 19

УДК 517.5

В. М. Трактинська∗, М. Є. Ткаченко∗∗
∗ Днiпропетровський нацiональний унiверситет iм. Олеся Гончара,

Днiпропетровськ 49050. E-mail: victoria-dp@yandex.ru
∗∗ Днiпропетровський нацiональний унiверситет iм. Олеся Гончара,

Днiпропетровськ 49050. E-mail: mtkachenko2009@ukr.net

Загальний вид лiнiйного неперервного
функцiоналу i критерiй елемента

найкращого наближення у просторах iз
змiшаною iнтегральною метрикою з вагою

В статтi дослiджуються питання характеризацiї елемента найкращого наближен-
ня у просторах iз змiшаною iнтегральною метрикою з вагою. Отриманi загальний
вид лiнiйного обмеженого функцiонала i критерiй елемента найкращого наближення
у вказаних просторах.

Ключовi слова: лiнiйний функцiонал у просторi зi змiшаною iнтегральною мет-
рикою з вагою, критерiй елемента найкращого наближення у просторi зi змiшаною
iнтегральною метрикою з вагою.

В статье исследуются вопросы характеризации элемента наилучшего прибли-
жения в пространствах со смешанной интегральной метрикой с весом. Получены
общий вид линейного ограниченного фукционала и критерий элемента наилучшего
приближения в указанных пространствах.

Ключевые слова: линейный функционал в пространстве со смешанной интеграль-
ной метрикой с весом, критерий элемента наилучшего приближения в пространстве
со смешанной интегральной метрикой с весом.

The questions of the characterization of the best approximant in spaces with mixed
integral metric with weight were considered in this article. The general form of a bounded
linear functional and the criterion of best approximant in these spaces are obtained.

Key words: the bounded linear functional in spaces with mixed integral metric with
weight, the criterion of best approximant in spaces with mixed integral metric with
weight.

Нехай Ω(x, y) - невiд’ємна сумовна на [a, b] × [c, d] функцiя, яка вiдрiзняється
вiд нуля на множинi повної мiри. Позначимо через Lp,q,Ω простори вимiрних на
квадратi [a, b]× [c, d] функцiй f(x, y), для яких норма задається формулою:

{
dˆ

c

[

bˆ

a

Ω(x, y)|f(x, y)|pdx]
q
pdy}

1
q , 1 ≤ p, q <∞,

i скiнченна.
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Якщо Ω ≡ 1, то замiсть Lp,q,Ω отримуємо Lp,q.
Наряду з кожним iз просторiв Lp,q,Ω розглянемо простiр Lp′,q′,Ω, де числа

p, p′, q, q′ задовольняють умовам:
1

p
+

1

p′
= 1,

1

q
+

1

q′
= 1 (1)

Враховуючи рiвностi

lim
q→∞
{

dˆ

c

[

bˆ

a

Ω(x, y)|f(x, y)|pdx]
q
pdy}

1
q = ess sup

y∈[c,d]

[

bˆ

a

Ω(x, y)|f(x, y)|pdx]
1
p ,

lim
p→∞
{

dˆ

c

[

bˆ

a

Ω(x, y)|f(x, y)|pdx]
q
pdy}

1
q = {

dˆ

c

Ω(x, y)[ess sup
x∈[a,b]

|f(x, y)|]qdy}
1
q ,

буде доречно ввести до розгляду також класи функцiй f(x, y), норми яких визна-
чаються за формулами:

||f ||Lp,∞,Ω
= ess sup

y∈[c,d]

[

bˆ

a

Ω(x, y)|f(x, y)|pdx]
1
p ,

||f ||L∞,q,Ω
= {

dˆ

c

Ω(x, y)[ess sup
x∈[a,b]

|f(x, y)|]qdy}
1
q

i скiнченнi. Саме тому, з просторами Lp,1,Ω та L1,q,Ω будемо розглядати простори
Lp′,∞,Ω та L∞,q′,Ω.

Тепер для будь-яких пар функцiй f(x, y) ∈ Lp,q,Ω, ϕ(x, y) ∈ Lp′,q′,Ω неважко
отримати узагальнення нерiвностi Гельдера виду:

|
bˆ

a

dˆ

c

Ω(x, y)f(x, y)ϕ(x, y)dxdy| ≤ ||f ||Lp,q,Ω
· ||ϕ||Lp′,q′,Ω

. (2)

Надалi будуть потрiбнi такi оцiнки для норм функцiй в рiзних просторах

(d− c)
1
q
− 1

p ||f ||Lp,p,Ω
≤ ||f ||Lp,q,Ω

≤ (b− a)
1
p
− 1

q ||f ||Lq,q,Ω
. (3)

Теорема 1. Будь-який лiнiйний неперервний функцiонал, заданий в Lp,q,Ω має
вигляд:

F (f) =

dˆ

c

bˆ

a

Ω(x, y)f(x, y) · α(x, y)dxdy, (4)

де f(x, y) – довiльна функцiя з Lp,q,Ω, а α(x, y) – деяка функцiя з Lp′,q′,Ω, визначена
за функцiоналом F i при цьому

||F || = ||α(x, y)||Lp′,q′,Ω
. (5)
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Для стислостi обмежимося випадком 1 < p < q < ∞. Нехай F – лiнiйний
неперервний функцiонал, заданий на Lp,q. Розглянемо значення цього функцiоналу
на характеристичних функцiях χE(x, y) вимiрних пiдмножин E ⊂ [a, b] × [c, d].
Застосовуючи нерiвнiсть (3), маємо:

|F (χE)| ≤ ||F || · ||χE||Lp,q ≤ ||F || · (b− a)
1
p
− 1

q · ||χE||Lq,q =

= ||F || · (b− a)
1
p
− 1

q · {
dˆ

c

(

bˆ

a

|χE|qdx)dy}
1
q ≤ ||F || · (b− a)

1
p
− 1

q · (mesE)
1
q .

Звiдси випливає, що функцiя множин Φ(E) = F (χE) адитивна та абсолют-
но неперервна на [a, b] × [c, d], тому за теоремою Радона-Нiкодiма iснує сумовна
функцiя α(x, y) така, що:

F (χE) = Φ(E) =

ˆ ˆ

E

α(x, y)dxdy =

dˆ

c

bˆ

a

χE(x, y) · α(x, y)dxdy.

Далi при доведеннi повторюються мiркування вiдповiдних класичних теорем
про вигляд лiнiйного неперервного функцiоналу ( [2], стор. 188). А саме доводить-
ся, що формула (4) має мiсце для кожної простої, а потiм й обмеженої функцiї.
Далi встановлюється, що α(x, y) – функцiя з Lp′,q′,Ω, i пiсля цього доводиться, що
формула (4) вiрна для будь-якої довiльної функцiї f(x, y) ∈ Lp,q,Ω. Неважко також
переконатись в тому, що ||F || = ||α(x, y)||Lp′,q′.Ω

.
В подальшому нам знадобиться наступна теорема, отримана С.М. Нiкольським

в роботi [3].

Теорема 2. 1) Якщо x, x1, x2, ..., xn – елементи лiнiйного нормованого простору
E, то

min
λ
||x−

n∑
k=1

λkxk|| = max{F (x) : ||F || ≤ 1, F (xk) = 0}, (6)

де мiнiмум розповсюджений на всi можливi системи чисел λk, а максимум – на
всi можливi лiнiйнi функцiонали F , визначенi на E з ||F || ≤ 1, що задовольняють
рiвнiсть F (xk) = 0.

Права частина (6) досягається для деякого функцiоналу.
2) Якщо для елемента x iснує тiльки один функцiонал F0, ||F0|| ≤ 1, для якого

F0(x) = ||x|| i лiва частина (6) досягає мiнiмуму при λk = 0 (k = 1, 2, ..., n), то
F0(xk) = 0 для всiх k = 1, 2, ..., n.

Тепер доведемо такий допомiжний факт.
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Лема 1. Якщо ||f ||Lp,q,Ω
> 0, то максимум в правiй частинi досягається для

функцiй виду:

g0(x, y) =


1

||f ||q−1
Lp,q,Ω

[
b́

a

Ω(x, y)|f(x, y)|pdx]
q
p
−1 · |f |p−1signf(x, y),

b́

a

|f(x, y)|pdx > 0;

0,
b́

a

|f(x, y)|pdx = 0.

Функцiя буде єдиною (коли p = 1 або q = 1 за припущенням, що f(x, y) 6= 0
майже скрiзь на [a, b]× [c, d]).

Доведення. За нерiвнiстю Гельдера, якщо ||g||p′,q′,Ω ≤ 1,
bˆ

a

dˆ

c

Ω(x, y)f(x, y) · g(x, y)dxdy ≤ ||f ||p,q,Ω · ||g||p′,q′,Ω ≤ ||f ||p,q,Ω.

Далi

||g0||q
′

p′,q′,Ω =
1

||f ||(q−1)q′

p,q,Ω

dˆ

c

[

bˆ

a

Ω(x, y)|f(x, y)|pdx](
q
p
−1)·q′ · (Ω(x, y)

bˆ

a

|f |(p−1)·p′dx)
q′
p′ dy =

=
1

||f ||qp,q,Ω

dˆ

c

[

bˆ

a

Ω(x, y)|f |pdx](
q
p
−1)·q′ · (

bˆ

a

Ω(x, y)|f |pdx)
q′
p′ dy =

=
1

||f ||qp,q,Ω

dˆ

c

(

bˆ

a

Ω(x, y)|f |pdx)
q
pdy = 1.

Крiм того, в силу умови в нерiвностi Гельдера:
dˆ

c

bˆ

a

Ω(x, y)f(x, y) · g0(x, y)dxdy = ||f ||Lp,q.Ω
,

причому рiвнiсть виконується тодi та тiльки тодi, коли

g0(x, y) =
1

||f ||q−1
p,q,Ω

[

bˆ

a

Ω(x, y)|f |pdx]
q
p
−1 · |f |p−1signf(x, y),

майже скрiзь на [a, b]× [c, d] там, де f(x, y) 6= 0.
Саме тому, функцiя g0(x, y) буде єдиною (коли p = 1 або q = 1), за припущен-

ням, що
mes{(x, y) : f(x, y) = 0} = 0

з точнiстю до множини мiри нуль.
Тобто в просторi Lp,q вона єдина.
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Нехай на квадратi [a, b] × [c, d] задана лiнiйно-незалежна система функцiй
ϕk(x, y) ∈ Lp,q i функцiя f(x, y) ∈ Lp,q,Ω (1 ≤ p < q < ∞) i не є полiномом ви-
ду

Pk(x, y) =
k∑
i=1

ciϕi(x, y), (7)

де ci (i = 1, ..., n) – числа.

Теорема 3. Для того, щоб полiном P ∗k (x, y) =
k∑
i=1

c∗iϕi(x, y) був полiномом найкра-

щого наближення для функцiї f(x, y) в метрицi Lp,q, достатньо i (коли p = 1 або
q = 1 у випадку, коли рiзниця f(x, y)− P ∗k (x, y) 6= 0 майже скрiзь на [a, b]× [c, d])
необхiдно, щоб для функцiї

α(x, y) =


[
b́

a

Ω · |f − P ∗k |pdx]
q
p
−1 · |f − P ∗k |p−1sgn(f − P ∗k ),

b́

a

|f − P ∗k |pdx > 0,

0,
b́

a

|f − P ∗k |pdx = 0,

(8)

i будь-якого полiнома Pk(x, y) виду (7) мала мiсце рiвнiсть:

dˆ

c

bˆ

a

Ω(x, y)Pk(x, y) · α(x, y)dxdy = 0. (9)

Теорема 3 узагальнює критерiй елемента найкращого наближення в просторах
Lp[a, b] на випадок функцiй двох змiнних у просторах iз змiшаною метрикою з
вагою.

Доведення. Спочатку доведемо достатнiсть.
Припустимо, що функцiя α(x, y) задовольняє умови (8) та (9), тому неважко

перевiрити, що

dˆ

c

bˆ

a

Ω(x, y)f(x, y) · α(x, y)dxdy = ||f − P ∗k ||
q
Lp,q,Ω

. (10)

Крiм того,

||α||p′,q′,Ω = {
dˆ

c

[

bˆ

a

Ω(x, y)|α|p′dx]
q′
p′ dy}

1
p′ =

= {
dˆ

c

[

bˆ

a

Ω(x, y)|f − P ∗k |(p−1)·p′dx]
q′
p′ · [

bˆ

a

Ω(x, y)|f − P ∗k |pdx](
q
p
−1)·q′dy}

1
q′ =
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= {
dˆ

c

[

bˆ

a

Ω(x, y)|f − P ∗k |pdx]
q′
p′+( q

p
−1)·q′

dy}
1
q′ = {

dˆ

c

[

bˆ

a

Ω(x, y)|f − P ∗k |pdx]
q
pdy}

1
q′ =

= {
dˆ

c

[

bˆ

a

Ω(x, y)|f − P ∗k |pdx]
q
pdy}

q−1
q = ||f − P ∗k ||

q−1
Lp,q,Ω

.

Тобто
||α(x, y)||Lp′,q′,Ω

= ||f − P ∗k ||
q−1
Lp,q,Ω

. (11)

Далi, для будь-якого полiнома Pk(x, y) виду (7) будемо мати

dˆ

c

bˆ

a

Ω(x, y)f(x, y) · α(x, y)dxdy =

dˆ

c

bˆ

a

Ω(x, y)(f(x, y)− Pk(x, y)) · α(x, y)dxdy ≤

≤ ||f − Pk||Lp,q,Ω
· ||α||Lp′,q′,Ω

= ||f − Pk||Lp,q,Ω
· ||f − P ∗k ||

q−1
Lp,q,Ω

,

тобто
dˆ

c

bˆ

a

Ω(x, y)f(x, y) · α(x, y)dxdy ≤ ||f − Pk||p,q,Ω · ||f − P ∗k ||
q−1
p,q,Ω. (12)

Порiвнюючи (9) i (11), отримаємо, що

||f − P ∗k ||
q
p,q,Ω ≤ ||f − Pk||p,q,Ω · ||f − P

∗
k ||

q−1
p,q,Ω

||f − P ∗k ||p,q,Ω ≤ ||f − Pk||p,q,Ω,

тобто P ∗k (x, y) – полiном найкращого наближення для функцiї f(x, y) в метрицi
Lp,q,Ω.

Доведемо необхiднiсть.
Нехай P ∗k (x, y) – полiном найкращого наближення f(x, y) i α(x, y) – функцiя,

побудована за формулою (8).
Покладемо α∗(x, y) = α(x,y)

Eq−1
m (f)Lp,q,Ω

. Тодi виконуються такi умови:

а) ||α∗(x, y)||Lp′,q′,Ω
= 1;

б)
b́

a

d́

c

Ω(x, y)(f(x, y)− P ∗k (x, y)) · α∗(x, y)dxdy = ||f − P ∗k ||Lp,q,Ω
= Em(f)Lp,q,Ω

.

Дiйсно,

||α∗(x, y)||Lp′,q′,Ω
= {

dˆ

c

[

bˆ

a

Ω(x, y)|α∗|p′dx]
q′
p′ dy}

1
q′ =

=
1

Eq−1
m (f)p,q,Ω

{
dˆ

c

[

bˆ

a

Ω(x, y)|f − P ∗k |(p−1)·p′dx]
q′
p′ · [

bˆ

a

|f − P ∗k |pdx](
q
p
−1)·q′dy}

1
q′ =

6
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=
1

Eq−1
m (f)p,q,Ω

{
dˆ

c

[

bˆ

a

Ω(x, y)|f − P ∗k |pdx]
q′
p′+( q

p
−1)·q′

dy}
1
q′ =

=
1

||f − P ∗k ||
q−1
Ω

{
dˆ

c

[

bˆ

a

Ω(x, y)|f − P ∗k |pdx]
q
pdy}

q−1
q = 1.

Доведемо умову б).

bˆ

a

dˆ

c

Ω(x, y)(f(x, y)− P ∗k (x, y)) · α∗(x, y)dxdy =

=

dˆ

c

bˆ

a

1

Eq−1
m (f)Lp,q,Ω

(f−P ∗k )[

bˆ

a

Ω(x, y)|f−P ∗k |pdx]
q
p
−1 · |f−P ∗k |p−1sgn(f−P ∗k )dxdy =

=
1

||f − P ∗k ||
q−1
Ω

dˆ

c

[

bˆ

a

Ω(x, y)|f − P ∗k |pdx]
q
pdy =

=
1

||f − P ∗k ||
q−1
p,q,Ω

· ||f − P ∗k ||qp,q = ||f − P ∗k ||Lp,q,Ω
= Em(f)Lp,q,Ω

.

Тодi з другої частини теореми i леми 1 випливає, що α∗(x, y), а разом з нею i
α(x, y) задовольняють властивiсть (9).

Теорема повнiстю доведена.
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