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Точнi значення взаємного вiдхилення
деяких iнтерполяцiйних пiдпросторiв
ермiтових сплайнiв в рiвномiрнiй i

iнтегральнiй метриках

Отримано точнi значення взаємного вiдхилення в просторах Lp, 1 ≤ p ≤ ∞, iнтер-
поляцiйних пiдпросторiв ермiтових сплайнiв довiльного порядку на класах непере-
рвних i неперервно диференцiйовних функцiй.

Ключовi слова: сплайн, пiдпростiр, нормований простiр.
Получены точные значения взаимного уклонения в пространствах Lp, 1 ≤ p ≤ ∞,

интерполяционных подпространств эрмитовых сплайнов произвольного порядка на
классах непрерывных и непрерывно дифференцируемых функций.

Ключевые слова: сплайн, подпространство, нормированное пространство.
We obtained exact values of mutual deviation of interpolation subspaces of Hermitian

splines of arbitraty orders on the classes of continuous and continuously differentiable
functions in Lp spaces, 1 ≤ p ≤ ∞.

Key words: splines, subspace, normed space.

Нехай Cq, q = 0, 1, 2, ..., C0 = C, — лiнiйний нормований простiр функцiй f(x),
якi мають на вiдрiзку [0, 1] q неперервних похiдних, з нормою

||f ||(q) =

q∑
i=0

||f (i)||C[0,1], ||f ||(0) = ||f ||.

Нехай ще ∆n = {0 = x0 < x1 < ... < xn = 1}, n ≥ 1, - довiльне розбиття вiдрiзка
[0, 1], hi = xi − xi−1, i = 1, n, δn = max{hi, i = 1, n}, f (j)

i = f (j)(xi), i = 0, n, j = 0, q.
Як i в [1], кожнiй функцiї f(x) ∈ Cq поставимо у вiдповiднiсть iнтерполяцiйний

ермiтовий сплайн порядку 2m+ 1, m = 0, 1, 2, ..., виду

sr,m(f,∆n;x) =
r∑

k=0

f
(k)
i−1Hk,m(hi;x− xi−1) + (−1)kf

(k)
i Hk,m(hi;xi − x), (1)

x ∈ [xi−1, xi], i = 1, n, r ≤ q, r ≤ m,
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де

Hk,m(h, t) =
(h− t)m+1

k!m!

m−k∑
s=0

(m+ s)!

s!hm+1+s
tk+s. (2)

Пiдпростiр таких сплайнiв при фiксованих m, r, i ∆n позначимо через Sr,m(∆n).
В цiй роботi ми продовжили, розпочате в [2] - [5], дослiдження величини

Θr,p[Sr1,m1(∆n), Sr2,m2(∆n)] = sup
||f ||(r)≤1

||sr1,m1(f,∆n;x)− sr2,m2(f,∆n;x)||p, (3)

яка представляє собою взаємне вiдхилення пари пiдпросторiв ермiтових сплайнiв,
що є аналогом розхилу (див. [6], гл. 3, п. 39) двох пiдпросторiв в нормованому
просторi. У подальшому в цiй роботi будемо позначати Θr,p[S0,m1(∆n), S0,m2(∆n)]
через Θr,p[m1,m2, n]

В [3] для будь-яких m ∈ N0 = N∪{0}, ν ∈ N, i довiльного розбиття, знайдено
точнi значення для Θ0,∞[m + 1,m, n], Θ1,∞[m + 1,m, n], Θ0,1[m + ν,m, n] i
Θ1,1[m+ ν,m, n] для рiвномiрного розбиття.

В данiй роботi отриманi результати по точним значенням величини
Θr,p[m1,m2, n] для будь-яких значень mi, i = 1, 2, для r = 0, 1, 1 ≤ p ≤ ∞.

Нехай
Ar(∆n) := sup

||f ||(r)≤1
max
1≤i≤n

|fi − fi−1|,

Fr,p(∆n) := sup
||f ||(r)≤1

(
n∑

i=1

|fi − fi−1|phi

) 1
p

.

Поряд з функцiями

ϕm(t) = H0,m+1(1, t)−H0,m(1, t) = Cm
2m+1t

m+1(1− t)m+1(1− 2t), (4)

з роботи [3] тут використовуються функцiї

Φm,j(t) = H0,m+j+1(1, t)−H0,m(1, t).

Ясно, що
Φm,j(t) = ϕm(t) + ϕm+1(t) + ϕm+2(t) + ...+ ϕm+j(t). (5)

Основнi результати цiєї роботи базуються на лемах 1 - 4.

Лема 1. Для будь-яких m ∈ N0, j ∈ N мають мiсце рiвностi

Θr,∞[m+ j,m, n] = Ar(∆n)||Φm,j−1||,

Θr,p[m+ j,m, n] = Fr,p(∆n)||Φm,j−1||p, r ∈ N0, 1 ≤ p <∞.
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Доведення. Виходячи з спiввiдношень (3) i (1), з урахуванням тотожностi

H0,m(1, t) +H0,m(1, 1− t) ≡ 1,

безпосередньо маємо

Θr,p[m+ j,m, n] = sup
||f ||(r)≤1

||s0,m+j(f,∆n;x)− s0,m(f,∆n;x)||p =

= sup
||f ||(r)≤1

(ˆ 1

0

|s0,m+j(f,∆n;x)− s0,m(f,∆n;x)|p dx
) 1

p

=

= sup
||f ||(r)≤1

(
n∑

i=1

ˆ xi

xi−1

∣∣∣∣(fi − fi−1)Φm,j−1(
x− xi−1

hi
)

∣∣∣∣p)dx
) 1

p

=

= sup
||f ||(r)≤1

(
n∑

i=1

ˆ xi

xi−1

|(fi − fi−1)|p
∣∣∣∣Φm,j−1(

x− xi−1
hi

)

∣∣∣∣p)dx
) 1

p

=

= sup
||f ||(r)≤1

(
n∑

i=1

|(fi − fi−1)|p
ˆ xi

xi−1

∣∣∣∣Φm,j−1(
x− xi−1

hi
)

∣∣∣∣p)dx
) 1

p

=

{
t =

x− xi−1
hi

}
=

= sup
||f ||(r)≤1

(
n∑

i=1

|(fi − fi−1)|p hi
ˆ 1

0

|Φm,j−1(t)|p)dt

) 1
p

=

= sup
||f ||(r)≤1

(ˆ 1

0

|Φm,j−1(t)|p)dt ·
n∑

i=1

|(fi − fi−1)|p hi

) 1
p

=

=

(ˆ 1

0

|Φm,j−1(t)|p)dt
) 1

p

sup
||f ||(r)≤1

(
n∑

i=1

|(fi − fi−1)|p hi

) 1
p

= Fr,p(∆n)||Φm,j−1||p.

Перша формула доводиться аналогiчно. Лема доведена.

Наслiдок 1. Для будь-яких m1,m2 ∈ N0, m1 6= m2, мають мiсце рiвностi

Θr,∞[m1,m2, n] = Ar(∆n)||Φmin{m1,m2},|m2−m1|−1||,

Θr,p[m1,m2, n] = Fr,p(∆n)||Φmin{m1,m2},|m2−m1|−1||p, r = 0, 1, 2, ... , 1 ≤ p <∞.

Для подальшого вiдмiтимо, що t = 1
2
− 1

2
√
2m+3

- точка вiдрiзку(0, 1
2
), в якiй

функцiя ϕm(t) досягає найбiльшого значення на вiдрiзку[0, 1], а отже

||ϕm(t)|| = (2m+ 1)!

m!(m+ 1)!
· (m+ 1)m+1

√
2m+ 3

2m+1(2m+ 3)m+2
.
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Також вiдмiтимо, що з урахуванням спiввiдношень (4) - (5), функцiї Φm,j(t)
мають такi властивостi:

1) Φm,j(1− t) = −Φm,j(t), t ∈ [0, 1];

2) Φm,j(t) > 0, Φm,j(t) > Φm+1,j(t), Φm,j+1(t) > Φm,j(t), t ∈ (0,
1

2
).

Таким чином,

||Φm,j|| = max
t∈[0, 1

2
]
Φm,j(t),

ˆ 1

0

|Φm,j(t)|pdt = 2

ˆ 1
2

0

(Φm,j(t))
p dt.

Лема 2. Для норми функцiї Φm,j(t) в просторi C має мiсце наступне спiввiдно-
шення:

||Φm,j|| = Cm
2m+1Nm+1

m,j

√
1− 4Nm,j

(
1 + amNm,j + ...+ amam+1am+2...am+j−1N j

m,j

)
,

де

am :=
2(2m+ 3)

m+ 2
, Nm,j :=

(
Cm

2m+1(m+ 1)

Cm+j
2m+2j+1 · 2(2m+ 2j + 3)

) 1
j+1

.

Доведення. Нехай u := t(1− t). Тодi (u′)2 = 1− 4u, а ϕm(t) = Cm
2m+1u

m+1u′,

ϕm+1(t) = Cm+1
2m+3u

m+2u′, Cm+1
2m+3 = Cm

2m+1am, ϕm+1(t) = amuϕm(t),

ϕm+2(t) = amam+1u
2ϕm(t), . . . , ϕm+j(t) = amam+1am+2...am+j−1u

jϕm(t).

Отже

Φm,j(t) = ϕm(t)(1 + amu+ amam+1u
2 + · · ·+ amam+1am+2...am+j−1u

j). (6)

Нехай

P (t) := 1 +

j∑
i=1

(
ui

i−1∏
k=0

am+k

)
, Q(t) := 1 +

j−1∑
i=1

(
(i+ 1)ui

i∏
k=1

am+k

)
.

Тодi
P ′(t) = amu

′Q(t), Φm,j(t) = Cm
2m+1u

m+1u′P (t),

Φ′m,j(t) = Cm
2m+1u

m
(

(m+ 1− 4mu− 6u)P (t) + amu(1− 4u)Q(t)
)

=

= Cm
2m+1u

m
(
−4amu

2Q(t) + u
(
amQ(t)− 2(2m+ 3)P (t)

)
+ (m+ 1)P (t)

)
.

Покладемо ще

W (u) :=
(
−4amu

2Q(t) + u
(
amQ(t)− 2(2m+ 3)P (t)

)
+ (m+ 1)P (t)

)
.

4
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Ясно, що
W (u) = b0 + b1u+ b2u

2 + · · ·+ bju
j + bj+1u

j+1.

Обчислюючи коефiцiєнти при ui, i = 0, j + 1, знайдемо

b0 = m+ 1, bi = 0, 1 ≤ i ≤ j,

bj+1 = −amam+1am+2...am+j−1 · 2(2m+ 2j + 3),

а отже,
W (u) = m+ 1− amam+1am+2...am+j−1 · 2(2m+ 2j + 3)uj+1.

Нарештi, позначаючи

ωm = amam+1am+2...am+j−1 · 2(2m+ 2j + 3) =
Cm+j

2m+2j+1 · 2(2m+ 2j + 3)

Cm
2m+1

,

будемо мати

Φ′m,j(t) = Cm
2m+1u

m(−ωmu
j+1 +m+ 1), −ωmu

j+1 +m+ 1 = 0, u = Nm,j,

де Nm,j =
(

m+1
ωm

) 1
j+1

.

Максимум Φm,j(t) досягається в точцi tm,j =
1−
√

1−4Nm,j

2
, ||Φm,j|| = Φm,j(tm,j).

Лема 2 доведена.

Нехай далi

J (a, b) =

ˆ 1
2

0

((1− t)t)a (1− 2t)bdt, a > 0, b > 0.

Лема 3. Має мiсце наступна рiвнiсть

J (a, b) =
a!

2a+1
∏a

i=0(b+ 2i+ 1)
, a, b ∈ N0.

Доведення. Дiйсно,

J (0, b) =
1

2b+ 1
.

Для довiльного a ∈ N, застосовуючи формулу iнтегрування частинами, будемо
мати

J (a, b) =
a

2(b+ 1)
J (a− 1, b+ 2).

Таким чином, для 0 < i ≤ a, b > 1,

J (a, b) =
a(a− 1)(a− 2)...(a− j + 1)

2i(b+ 1)(b+ 3)...(b+ 2i− 1)
J (a− i, b+ 2i),

5
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J (a, b) =
a(a− 1)(a− 2)...1

2a(b+ 1)(b+ 3)...(b+ 2a− 1)
J (0, b+ 2a), J (0, b+ 2a) =

1

2(b+ 2a+ 1)
,

J (a, b) =
a!

2a+1
∏a

i=0(b+ 2i+ 1)
.

Лема 3 доведена.

Iнтеграл J (a, b) також можно обчислити за формулами

J (a, b) =
a! · [l]!

22a+2 · (a+ [l] + 1)!
, якщо b = 2l + 1,

та
J (a, b) =

a! · b! · (a+ [l])!

2 · [l]!(2a+ b+ 1)!
, якщо b = 2l,

якi доводяться аналогiчно.
Розглянемо далi полiном степеня jp вiдносно u(

1 + amu+ amam+1u
2 + · · ·+ amam+1am+2...am+j−1u

j
)p

=

jp∑
i=0

Mi(am,j)u
j, (7)

де am,j = (am, am+1, am+2, ..., am+j−1), аMi(am,j) - це коефiцiєнт при uj.Наприклад,(
1 + a0u+ a0a1u

2
)2

= 1 + 2a0u+
(
a20 + 2a0a1

)
u2 + 2a20a1u

3 + a20a
2
1u

4.

Отже,

M0(a0, a1) = 1, M1(a0, a1) = 2a0, M3(a0, a1) = 2a20a1, M4(a0, a1) = a20a
2
1.

Лема 4. Для норм функцiй ϕm(t) i Φm,j(t) в просторi Lp, 1 ≤ p < ∞, мають
мiсце наступнi спiввiдношення

||ϕm||p = 2
1
pCm

2m+1

(
J (mp+ p, p)

) 1
p
,

||Φm,j||p = 2
1
pCm

2m+1

(
jp∑
i=0

Mi(am,j)J (mp+ p+ i, p)

) 1
p

.

Зокрема, для натуральних значень p

J (mp+ p+ i, p) =
(mp+ p+ i)!

2mp+p+i+1
∏mp+p+i

k=0 (p+ 2k + 1)
, i = 0, jp,

i тому

||ϕm||p =
1

2m+1
Cm

2m+1

(
(mp+ p)!∏mp+p

k=0 (p+ 2k + 1)

) 1
p

,

||Φm,j||p =
1

2m+1
Cm

2m+1

(
jp∑
i=0

Mi(am,j)
(mp+ p+ i)!

2i
∏mp+p+i

k=0 (p+ 2k + 1)

) 1
p

,
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Доведення. В силу (6), враховуючи, що u = t(1− t), маємо(
Φm,j(t)

)p
=
(
ϕm(t)

)p(
1 + amu+ amam+1u

2 + · · ·+ amam+1am+2...am+j−1u
j
)p

=

=
(
Cm

2m+1

)p
ump+p

(
u′
)p jp∑

i=0

Mi(am,j)u
i =

(
Cm

2m+1

)p jp∑
i=0

Mi(am,j)u
mp+p+i

(
u′
)p
.

||Φm,j||p =

(
2

ˆ 1
2

0

(
Φm,j(t)

)p
dt

) 1
p

=

(
2
(
Cm

2m+1

)p jp∑
i=0

Mi(am,j)

ˆ 1
2

0

ump+p+i(u′)pdt

) 1
p

=

= 2
1
pCm

2m+1

(
jp∑
i=0

Mi(am,j)J (mp+ p+ i, p)

) 1
p

.

Лема 4 доведена.

З лем 1 i 2 випливає наступна теорема.

Теорема 1. Для будь-яких значень m ∈ N0, j ∈ N, мають мiсце наступнi
спiввiдношення

Θ0,∞[m+ j,m, n] = 2Cm
2m+1Nm+1

m,j−1
√

1− 4Nm,j−1

(
1 +

j−1∑
i=1

N i
m,j−1

i−1∏
k=0

am+k

)
,

Θ1,∞[m+ j,m, n] =
2δn

2 + δn
Cm

2m+1Nm+1
m,j−1

√
1− 4Nm,j−1

(
1 +

j−1∑
i=1

N i
m,j−1

i−1∏
k=0

am+k

)
.

Для j = 1 цi спiввiдношення мiстяться в [3].
З лем 1 i 4 випливають наступнi твердження.

Теорема 2. Для будь-яких значень m ∈ N0, j ∈ N, 1 ≤ p < ∞ справедливi
рiвностi

Θ0,p[m+ 1,m, n] = 21+ 1
pCm

2m+1

(
J (mp+ p, p)

) 1
p
,

Θ0,p[m+ j,m, n] = 21+ 1
pCm

2m+1

(j−1)p∑
i=0

Mi(am,j−1)J (mp+ p+ i, p)

 1
p

.

Теорема 3. Для будь-яких значень m ∈ N0, j ∈ N, 1 ≤ p <∞ i для рiвномiрного
розбиття, мають мiсце наступнi спiввiдношення

Θ1,p[m+ 1,m, n] =
1

2n+ 1
21+ 1

pCm
2m+1

(
J (mp+ p, p)

) 1
p
,

Θ1,p[m+ j,m, n] =
1

2n+ 1
21+ 1

pCm
2m+1

(j−1)p∑
i=0

Mi(am,j−1)J (mp+ p+ i, p)

 1
p

.
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Для p = 1 результати теорем 2 i 3 мiстяться в [3].
Зауважимо, що для натуральнiх значень p iнтеграли J (mp + p + i, p) можна

обчислити за формулами

J (mp+ p+ i, p) =
(mp+ p+ i)!

2mp+p+i+1
∏mp+p+i

k=0 (p+ 2k + 1)
,

J (mp+ p+ i, p) =
2−(2mp+2p+2i+2) · (mp+ p+ i)! · [l]!

(mp+ p+ i+ [l] + 1)!
, якщо p = 2l + 1,

та

J (mp+p+ i, p) =
(mp+ p+ i)! · p! · (mp+ p+ i+ [l])!

2 · [l]! · (2mp+ 3p+ 2i+ 1)!
, якщо p = 2l, i = 0, jp.

Отже, для натуральнiх значень p

Θ0,p[m+ 1,m, n] =
1

2m
Cm

2m+1

(
(mp+ p)!∏mp+p

k=0 (p+ 2k + 1)

) 1
p

,

Θ0,p[m+ j,m, n] =
1

2m
Cm

2m+1

(j−1)p∑
i=0

Mi(am,j−1)
(mp+ p+ i)!

2i
∏mp+p+i

k=0 (p+ 2k + 1)

 1
p

,

Θ1,p[m+ 1,m, n] =
1

2m(2n+ 1)
Cm

2m+1

(
(mp+ p)!∏mp+p

k=0 (p+ 2k + 1)

) 1
p

,

Θ1,p[m+ j,m, n] =
1

2m(2n+ 1)
Cm

2m+1

(j−1)p∑
i=0

Mi(am,j−1)
(mp+ p+ i)!

2i
∏mp+p+i

k=0 (p+ 2k + 1)

 1
p

.

Наведемо деякi значення iнтерполяцiйних розхилiв, якi обчисленi з точнiстю
до 0,00001. Так,

Θ0,∞[17, 3, n] = 0, 35790, Θ1,∞[20, 5, n] = 0, 02093 при δn = 0, 15,

Θ0,5[25, 5, n] = 0, 23862, Θ1,5[3, 24, 20] = 0, 00731.

Для будь-яких чисел r,m0 ∈ N0, k0 ∈ N i 1 ≤ p < ∞ виконуються граничнi
спiввiдношення

lim
m→∞

Θ0,p[m, 0, n] =
( 1

p+ 1

) 1
p
, 1 ≤ p <∞,

lim
m→∞

Θr,∞[m,m0, n] =
1

2
Ar(∆n), lim

m→∞
Θr,p[m, 0, n] =

1

2

( 1

p+ 1

) 1
pFr,p(∆n),

lim
m→∞

Θr,p[m, k0, n] <
1

2

( 1

p+ 1

) 1
pFr,p(∆n),

8
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причому, границi в рiвностях не досягаються.
Для r = 0, 1, p = 1,∞ рiвностi отриманi в [3].
Зазначимо, що

Ar+1(∆n) ≤ Ar(∆n), Fr,p(∆n) ≤ Ar(∆n), Fr,p(∆n) = Ar(∆n), r ∈ N0,

0 < Ar(∆n) ≤ 2

3
, 0 < Fr,p(∆n) ≤ 2

3
, r ∈ N, 1 ≤ p <∞.

Тому для m ∈ N0, j ∈ N,

0 < Θ0,p[m+ j,m, n] < 1, 0 < Θr,p[m+ j,m, n] <
1

3
, r ∈ N, 1 ≤ p <∞.

Зазначимо, нарештi, що для r = 0, 1 ≤ p < ∞, мають мiсце двостороннi
оцiнки (

p!
) 1

p ·

(
p∏

i=0

(p+ 2i+ 1)

)− 1
p

≤ Θ0,p[m, 0, n] <
( 1

p+ 1

) 1
p
,

1

2m0
Cm0

2m0+1

(
(m0p+ p)!

) 1
p ·

(
m0p+p∏
k=0

(p+ 2k + 1)

)− 1
p

≤ Θ0,p[m,m0, n] <
( 1

p+ 1

) 1
p
.
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