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О продолжении дифференцируемых
функций с отрезка их монотонности и

неравенства типа Колмогорова

Дослiджена можливiсть продовження будь-якої функцiї f ∈ Lr
∞(R) з довiльного

її вiдрiзкiа монотонностi I на всю вiсь зi збереженням норм f i f (r) на вiдрiзку.
Ключовi слова: Нерiвностi типу Колмогорова, теорема порiвняння Колмогорова.
Исследована возможность продолжения произвольной функции f ∈ L∞(R) с лю-

бого отрезка I монотонности f на всю ось с сохранением норм f и f (r) на отрезке.
Ключевые слова: Неравенства типа Колмогорова, теорема сравнения Колмогоро-

ва.
It is studied the posibility of extension for every function f ∈ L∞(R) from any

monotonicity interval I of function f to the whole axis with retaining norms f and
f (r) on interval.

Key words: Kolmogorov-type inequalities, the comparison theorem of Kolmogorov.
Пусть G ⊂ R — некоторое измеримое подмножество числовой оси. Через Lp(G),

1 ≤ p ≤ ∞, обозначим пространство измеримых функций f , таких что ‖f‖Lp(G) <
∞, где

‖f‖Lp(G) :=

(ˆ
G

|f(t)|p dt
)1/p

, если 1 ≤ p <∞,

‖f‖Lp(G) := vrai sup
t∈G
|f(t)|, если p =∞.

В качестве G будем рассматривать отрезок I = [a, b], действительную ось R или
окружность T , реализованную в виде отрезка [0, 2π] с отождествленными концами.
Если f ∈ Lp(T ), положим для краткости ‖f‖p := ‖f‖Lp(T ) и для f ∈ L∞(R) вместо
‖f‖L∞(R) также будем писать ‖f‖∞.

Для r ∈ N через Lr∞(G) обозначим пространство функций f ∈ L∞(G), имеющих
локально абсолютно непрерывные производные до (r − 1)-го порядка включитель-
но, причем f (r) ∈ L∞(G). Положим

W r
∞(R) :=

{
f ∈ Lr∞(R) : ‖f (r)‖∞ ≤ 1

}
.
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Символом ϕr(t), t ∈ R, обозначим r-й 2π-периодический интеграл с нулевым
средним значением на периоде от функции ϕ0(t) := sign sin t, и для λ > 0 пусть
ϕλ,r(t) := λ−rϕr(λt).

Для функции f ∈ L∞[a, b] положим

E0(f)L∞[a,b] := inf
c∈R
‖f − c‖L∞[a,b].

Аналогичный смысл имеет обозначение E0(f)L∞(R) для f ∈ L∞(R).
В работе [1] доказана следующая теорема.

Теорема 1. Пусть r ∈ N, а функция f ∈ Lr∞(T ) такова, что для любого отрезка
I = [a, b], удовлетворяющего условиям:

f
′
(a) = f

′
(b) = 0, f

′
(t) 6= 0, t ∈ (a, b), (1)

существует функция fI ∈ Lr∞(R), такая что

fI(t) = f(t), t ∈ (a, b), (2)

E0(fI)L∞ ≤ E0(f)L∞[a,b] (3)

и
‖f (r)

I ‖∞ ≤ ‖f
(r)‖L∞[a,b]. (4)

Тогда для любых q, p ≥ 1 и k ∈ N, 1 ≤ k ≤ r − 1, справедливо точное на классе
Lr∞(T ) неравенство

‖f (k)‖q ≤
‖ϕr−k‖q
‖ϕr‖αp

‖f‖αp‖f (r)‖1−α∞ (5)

с максимально возможным показателем

α = min

{
r − k
r

,
r − k + 1/q

r + 1/p

}
.

Точные неравенства вида (5), называемые неравенствами типа Колмогорова,
играют важную роль при решении многих экстремальных задач теории прибли-
жения [2]. В работе [1] также доказано, что при r = 2, k = 1 и r = 3, k = 1 или
k = 2, неравенство (5) имеет место для любой функций f ∈ Lr∞(T ).

Авторами этой работы высказана гипотеза о справедливости неравенства (5)
на классах Lr∞(T ) для любых k, r ∈ N, 1 ≤ k ≤ r − 1 и любых q, p ≥ 1.

Поэтому представляет интерес следующий вопрос. Верно ли, что любых функ-
ций f ∈ Lr∞(T ) и отрезка I = [a, b], для которых выполнены условия (1), суще-
ствует функция fI ∈ Lr∞(R), удовлетворяющая требованиям (2)- (4)?

Положительный ответ на этот вопрос в силу теоремы ?? был бы одновременно
положительным ответом на сформулированную выше гипотезу.

Однако в данной статье показано, что ответ на поставленный вопрос отрица-
тельный. А именно справедлива следующая теорема.
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Теорема 2. Для некоторого r ∈ N существуют функция f ∈ Lr∞(T ) и отрезок
I = [a, b], для которых выполнены условия (1), но для них в классе Lr∞(R) нет
функций fI ∈ Lr∞(R), удовлетворяющей требованиям (2)− (4).

Доказательство этой теоремы опирается нас следующую лемму.

Лемма 1. Пусть r ∈ N, а функция f ∈ Lr∞(T ) и отрезок I = [a, b], удовлетво-
ряющие условию , таковы, что для них существует функция fI ∈ Lr∞(R), для
которой выполнены требования (2)-(4). Тогда справедливо неравенство

E0(f)L∞[a,b] ≤
(
b− a
π

)r

‖ϕr‖∞‖f (r)‖L∞[a,b]. (6)

Доказательство. Так как неравенство (6) однородно, можно считать что

‖f (r)‖L∞[a,b] = 1. (7)

Выберем λ > 0 так, чтобы

E0(f)L∞[a,b] = ‖ϕλ,r‖∞ = λ−r‖ϕr‖∞. (8)

Тогда согласно условиям (3) - (4) леммы

‖f (r)
I ‖∞ = 1

и
E0(fI)∞ = ‖ϕλ,r‖∞.

Следовательно, fI ∈ W r
∞(R) и для нее выполнены условия теоремы сравнения

Колмогорова [3]. Из этой теоремы вытекает неравенство

π

λ
≤ b− a,

которое с учетом (8) можно переписать в виде(
E0(f)L∞[a,b]

‖ϕr‖∞

) 1
r

≤ b− a
π

.

Отсюда имеем

E0(f)L∞[a,b] ≤
(
b− a
π

)r

‖ϕr‖∞.

Последнее неравенство в силу (7) равносильно неравенству (6).

Доказательство теоремы 2. Предположим, что утверждение теоремы неверно.
Это означает, что каково бы не было r ∈ N, для любых функции f ∈ Lr∞(T ) и
отрезка I = [a, b], удовлетворяющих условию (1), найдется функция fI ∈ Lr∞(R)
для которой выполнены требования (2)- (4).
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Возьмем в качестве функции f тригонометрический полином τ , для которого
существует отрезок I = [a, b], такой что

τ
′
(a) = τ

′
(b) = 0, τ

′
(t) 6= 0, t ∈ (a, b),

причем
b− a < π

n
,

где n — порядок полинома. Существование такого полинома очевидно. Ясно, что
для любого r ∈ N справедливо включение τ ∈ Lr∞(T ), а для полинома τ и отрезка
I выполнены условия леммы. Согласно леммы имеет место неравенство

E0(τ)L∞[a,b] ≤
(
b− a
π

)r

‖ϕr‖∞‖τ (r)‖∞.

Оценивая в этом неравенстве норму ‖τ (r)‖∞ при помощи неравенства Бернштейна

‖τ (r)‖∞ ≤ nr‖τ‖∞,

получим

E0(τ)L∞[a,b] ≤
(
b− a
π/n

)r

‖ϕr‖∞‖τ‖∞.

Перейдем в этом неравенстве к пределу при r →∞. Учитывая, что b− a < π
n
и

lim
r→∞
‖ϕr‖∞ =

4

π
,

приходим к выводу, что
E0(τ)L∞[a,b] = 0.

Из этого равенства в силу теоремы единственности для аналитических функ-
ций вытекает, что полином τ является константой, что противоречит неравенству
τ

′
(t) 6= 0, t ∈ (a, b).
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