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L-пiдгрупи на деяких скiнченних групах

Розглянутi деякi властивостi L-пiдгруп на скiнченних групах. Описанi множини
L-пiдгруп на циклiчних групах порядку pn, де p – просте число, порядку pq, де p, q –
рiзнi простi числа, квазiциклiчнiй групi типу p∞, нециклiчнiй групi порядку p2, де p
– просте число.

Ключовi слова: решiтка, група, перетин, L-пiдгрупа, a-рiвнева множина.
Рассмотрены некоторые свойства L-подгрупп на конечных группах. Описаны

множества L-подгрупп на циклических группах порядка pn, где p – простое чис-
ло, порядка pq, где p, q – разные простые числа, квазициклической группе типа p∞,
нециклической группе порядка p2, где p – простое число.

Ключевые слова: решетка, группа, пересечение, L-подгруппа, a-уровневое множе-
ство.

Some properties of L-subgroups of finite groups are considered. Sets of L-subgroups
of cyclic groups of an order pn, where p is a prime number, of an order pq, where p, q are
a prime numbers, of quasicyclic group of type of p∞, of uncyclic group of an order p2,
where p is a prime number, are described.
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Нехай L – решiтка. L-пiдмножиною на множинi X називається функцiя iз X в

L.
Множина всiх L-пiдмножин X позначається LX .
Нехай µ ∈ LX , a ∈ L. Множина

µa = {x|x ∈ X,µ(x) ≥ a}

називається a-рiвневою множиною µ. L-пiдмножина µ групи G називається L-
пiдгрупою на групi G, якщо

(1) µ(xy) ≥ µ(x)
∧
µ(y) для будь-яких x, y ∈ G,

(2) µ(x−1) ≥ µ(x) для будь-якого x ∈ G.
Множина всiх L-пiдгруп на групi G позначається L(G).
Твердження 1. Нехай µ – L-пiдгрупа на групi G, e – одиничний елемент групи

G. Тодi для будь-якого x ∈ G є справедливими висловлювання:
(1) µ(x−1) = µ(x).
(2) µ(e) ≥ µ(x).
(3) µ(xn) ≥ µ(x) для будь-якого n ∈ Z.
Доведення. (1) µ(x) = µ((x−1)−1) ≥ µ(x−1), отже, µ(x−1) = µ(x).
(2) µ(e) = µ(x · x−1) ≥ µ(x)

∧
µ(x−1) = µ(x)

∧
µ(x) = µ(x).

(3) Нехай n ∈ N . Доведемо твердження методом математичної iндукцiї.
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µ(x2) = µ(x · x) ≥ µ(x)
∧
µ(x) = µ(x).

Припустимо, що твердження доведено для n = k i доведемо його для n = k + 1.
µ(xk+1) = µ(x · xk) ≥ µ(x)

∧
µ(xk) ≥ µ(x)

∧
µ(x) = µ(x).

Якщо n ∈ Z i n ≤ 0, то висловлювання випливає iз (1) i (2).
Твердження 2. Нехай µ ∈ LG. Тодi µ є L-пiдгрупою на групi G тодi й тiльки

тодi, коли
µ(xy−1) ≥ µ(x)

∧
µ(y) для будь-яких x, y ∈ G.

Доведення. Припустимо, що µ ∈ L(G), x, y ∈ G. Тодi
µ(xy−1) ≥ µ(x)

∧
µ(y−1) = µ(x)

∧
µ(y).

Нехай тепер для будь-яких x, y ∈ G є справедливим: µ(xy−1) ≥ µ(x)
∧
µ(y).

Тодi µ(e) ≥ µ(x) для будь-якого x ∈ G. Дiйсно,
µ(e) = µ(xx−1) ≥ µ(x)

∧
µ(x) = µ(x).

Далi,
µ(x−1) = µ(ex−1) ≥ µ(e)

∧
µ(x) = µ(x).

Отже,
µ(xy) = µ(x(y−1)−1) ≥ µ(x)

∧
µ(y−1) ≥ µ(x)

∧
µ(y).

Твердження 3. Нехай µ ∈ LG. Тодi µ є L-пiдгрупою на групi G тодi й тiльки
тодi, коли µa – пiдгрупа G для будь-якого a ∈ µ(G)

⋃
{b ∈ L|b ≤ µ(e)}.

Доведення. Нехай µ ∈ L(G), a ∈ µ(G)
⋃
{b ∈ L|b ≤ µ(e)}. Оскiльки e ∈ µa,

то множина µa непуста. Припустимо, що x, y ∈ µa. З того, що µ(x) ≥ a i µ(y) ≥ a
виходить, що µ(xy−1) ≥ µ(x)

∧
µ(y) ≥ a

∧
a = a, тобто (xy−1) ∈ µa, а, значить, µa

– пiдгрупа групи G.
Припустимо тепер, що µa є пiдгрупою G для будь-якого µ ∈ L(G), a ∈

µ(G)
⋃
{b ∈ L|b ≤ µ(e)}. Тодi µ(x) ≤ µ(e) для будь-якого x ∈ G. Дiйсно, нехай

µ(x) = a. Тодi µa ≤ G, а, значить, e ∈ µa, тобто µ(e) ≥ a = µ(x). Нехай x, y ∈ G,
µ(x) = a µ(y) = b. Позначимо c = a

∧
b. Тодi x, y ∈ µc. Оскiльки a ≤ µ(e) i

b ≤ µ(e), то c ≤ µ(e). Звiдси виходить, що µc ≤ G, тобто xy−1 ∈ µc, а, значить,
µ(xy−1) ≥ c = a

∧
b = µ(x)

∧
µ(y). Це означає, що µ є L-пiдгрупою на групi G.

Приклад 1. Нехай G = S3 = {ε, (12), (13), (23), (123), (132)}, L – решiтка i
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Задамо µ за правилом:

µ((23)) = µ((123)) = µ((132)) = a, µ((12)) = b, µ((13)) = c, µ(ε) = d.

Покажемо, що µ – L-пiдгрупа на групi G.
µ0 = µa = G, µb = {ε, (12)} =< (12) >≤ G, µc = {ε, (13)} =< (13) >≤ G, µd =

{ε} ≤ G. Згiдно з твердженням 3, µ ∈ L(G).
Приклад 2. Нехай G i L – вiдповiдно група i решiтка iз прикладу 1.
Задамо тепер µ по iншому:

µ((12)) = µ((13)) = µ((123)) = µ((132)) = a, µ((23)) = b, µ(ε) = I.

Тодi µ також є L-пiдгрупою на групi G. Дiйсно,

µ0 = µa = G, µb = {ε, (23)} =< (23) >≤ G, µc = µd = µI = {ε} ≤ G.

Твердження 4. Нехай G – група, x – елемент групи G порядку n, L – решiтка,
µ ∈ L(G), k ∈ N , (k, n) = 1. Тодi µ(xk) = µ(x).

Доведення. З того, що µ є L–пiдгрупа виходить, що µ(xk) ≥ µ(x). Оскiльки
(k, n) = 1, то iснує натуральне число m таке, що (xk)m = x. Звiдси

µ(x) = µ((xk)m) ≥ µ(xk).

Отже, µ(xk) = µ(x).
Наслiдок. Нехай p – просте число, G – група порядку p, L – решiтка, µ ∈ L(G).

Тодi µ(x) = µ(y) для будь-яких x, y ∈ G \ {e}.
Нехай p – просте число, |G| = p i L – ланцюг iз n елементiв. Покажемо, що

|L(G)| = n(n+1)
2

. Дiйсно, iз твердження 4 виходить, що коли µ ∈ L(G), то µ(G) є або
одноелементною, або двоелементною пiдмножиною L. Звiдси |L(G)| = n + C2

n =

n+ n!
2!(n−2)! =

n(n+1)
2

.
Нехай p – просте число, |G| = p i L – решiтка iз прикладу 1. Тодi |L(G)| = 20.

Дiйсно, для µ(G) є одна i тiльки одна iз можливостей:
1) µ(G) = {α}, де α ∈ L; 2) µ(G) = {0, a}; 3) µ(G) = {0, b}; 4) µ(G) = {0, c}; 5)

µ(G) = {0, d}; 6) µ(G) = {0, I}; 7) µ(G) = {a, b}; 8) µ(G) = {a, c}; 9) µ(G) = {a, d};
10) µ(G) = {a, I}; 11) µ(G) = {b, d}; 12) µ(G) = {b, I}; 13) µ(G) = {c, d}; 14)
µ(G) = {c, I}; 15) µ(G) = {d, I}.

Твердження 5. Нехай p – просте число, G =< x > – циклiчна група порядку
p2, L – решiтка, µ ∈ L(G). Тодi µ(G) = {a, b, c|a ≤ b ≤ c; a, b, c ∈ L} i для

0 ≤ k ≤ p2 − 1

µ(xk) =


a, якщо (k, p) = 1,
b, якщо k = lp, 1 ≤ l ≤ p− 1,
c, якщо k = 0.

Доведення. Нехай 0 ≤ k ≤ p2− 1. Оскiльки µ – L – пiдгрупа, то µ(xk) ≥ µ(x). Iз
твердження 4 виходить, що коли (k, p) = 1, то µ(xk) = µ(x) = a, де a ∈ L.
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Нехай k = lp, 1 ≤ l ≤ p − 1. Оскiльки | < xp > | = p, то µ(xk) = µ(xp) = b, де
b ∈ L i a ≤ b. Iз твердження 1 виходить, що b ≤ c.

Легко перевiрити, що коли a, b, c ∈ L, a ≤ b ≤ c i µ задана за правилом твер-
дження 5, то µ є L-пiдгрупою на групi G.

Твердження 6. Нехай p – просте число, n ∈ N , G – циклiчна група порядку
pn, L – решiтка, µ ∈ L(G). Тодi

µ(G) = {a1, a2, . . . , an+1|a1 ≤ a2 ≤ . . . ≤ an+1, ai ∈ L, 1 ≤ i ≤ n+ 1}

i для будь-якого x ∈ G

µ(x) =


a1, якщо |x| = pn,
a2, якщо |x| = pn−1,
. . . ,
an+1, якщо |x| = 1.

Твердження можна довести методом математичної iндукцiї, використовуючи твер-
дження 4 i 5.

Нехай p – просте число, G = Cp∞ – квазiциклiчна група типу p∞. Тодi всi
пiдгрупи G утворюють зростаючий ланцюг:

< e ><< x1 ><< x2 >< . . . << xn >< . . .

де, xpi+1 = xi, i ∈ N . Використовуючи твердження 6, отримуємо наступний резуль-
тат.

Твердження 7. Нехай p – просте число, G = Cp∞ – квазiциклiчна група типу
p∞, L – решiтка, µ ∈ L(G). Тодi

µ(G) = {a1, a2, . . . , an, . . . |a1 ≥ a2 ≥ . . . ≥ an ≥ . . . , ai ∈ L, i ∈ N}.

Твердження 8. Нехай G – група, L – решiтка, µ ∈ L(G), x, y, z ∈ G, x = yz,
µ(x) = a, µ(y) = b, µ(z) = c. Тодi є справедливими такi висловлювання:

(1) a
∧
b = b

∧
c = a

∧
c.

(2) Якщо a ≤ b ≤ c, то a = b.
Доведення. (1) Оскiльки x = yz, то a ≥ b

∧
c. З iншого боку, b ≥ b

∧
c, а,

значить, a
∧
b ≥ b

∧
c. З того, що z = y−1x, виходить, що c ≥ a

∧
b. Враховуючи

те, що b ≥ a
∧
b, маємо b

∧
c ≥ a

∧
b, тобто a

∧
b = b

∧
c. Друга рiвнiсть доводиться

аналогiчно.
(2) Iз (1) виходить, що a = a

∧
b = b

∧
c = b.

Твердження 9. Нехай G – група, x, y, z ∈ G, x = yz, L – решiтка, µ ∈ L(G),
µ(x) = a, µ(y) = b, µ(z) = c. Тодi, з точнiстю до перестановки елементiв a, b, c, має
мiсце один i тiльки один iз випадкiв:

1) a = b ≤ c;
2) a i b не порiвняннi i c = a

∧
b;

3) a, b, c попарно не порiвняннi i a
∧
b = b

∧
c = a

∧
c.
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Доведення. Для a i b, з точнiстю до їх перестановки, маємо двi можливостi:
a ≤ b або a i b не порiвняннi.

Нехай a ≤ b. Якщо b ≤ c, то a ≤ b ≤ c i iз твердження 8 виходить, що a = b.
Значить, в цьому випадку має мiсце 1). Якщо c ≤ b, то a = a

∧
b = b

∧
c = c i a =

c ≤ b, тобто знову маємо 1). Нехай b i c не порiвняннi. Оскiльки a = a
∧
b = a

∧
c,

то a ≤ c. Звiдси виходить, що a ≤ b
∧
c. З iншого боку, a = µ(x) = µ(yz) ≥ b

∧
c,

тобто a = b
∧
c i ми маємо 2).

Припустимо, що a i b не порiвняннi. Для a i c в цьому випадку маємо три
можливостi: a ≤ c, c ≤ a або a i c не порiвняннi. Нехай a ≤ c. Тодi a = a

∧
c = a

∧
b,

тобто a ≤ b, що є суперечнiстю. Припустимо, що a ≥ c. Тодi c = a
∧
c = a

∧
b,

тобто маємо 2). Нехай a i c не порiвняннi. Якщо b ≤ c, то, оскiльки x = yz,
то a ≥ b

∧
c = b, тобто a ≥ b, що неможливо. У випадку b ≥ c також маємо

суперечнiсть. Значить, a, b, c попарно не порiвняннi i має мiсце 3).
Твердження 10. Нехай p, q – рiзнi простi числа, G =< x > – циклiчна група

порядку pq, L – решiтка, µ ∈ L(G), µ(x) = a, µ(xp) = b, µ(xq) = c, µ(e) = d. Тодi
µ(G) = {a, b, c, d} i для елементiв a, b, c є одна й тiльки одна iз можливостей:

1) a = b ≤ c;
2) a = c ≤ b;
3) b i c не порiвняннi i a = b

∧
c.

Доведення. Оскiльки | < xp > | i | < xq > | – простi числа q i p вiдповiдно, то
iз твердження 4 i наслiдка з нього маємо, що для будь-якого y ∈ G

µ(y) =


a, якщо |y| = pq,
b, якщо |y| = q,
c, якщо |y| = p.

Оскiльки (p, q) = 1, то iснують натуральнi числа m i n такi, що x = (xp)m(xq)n,
причому (xp)m 6= e, (xq)n 6= e, тобто a = µ(x) ≥ µ((xp)m)

∧
µ((xq)n) = b

∧
c. З

iншого боку, a ≤ b i a ≤ c, а, значить, a ≤ b
∧
c, тобто a = b

∧
c.

Подальшi висновки випливають iз твердження 9.
Твердження 11. Нехай p – просте число, G – нециклiчна група порядку p2,

L – решiтка, µ ∈ L(G). Тодi для µ(G) є одна й тiльки одна iз можливостей:
1) µ(G) = {a, b, c|a, b, c ∈ L, a ≤ b ≤ c};
2) µ(G) = {a1, a2, . . . , ap+1, b}, де a1, a2, . . . , ap+1, b ∈ L; a1, a2, . . . , ap+1 попарно

не порiвняннi; ai
∧
aj = ak

∧
al при i 6= j, k 6= l, 1 ≤ i, j, k, l ≤ p + 1; am ≤ b,

1 ≤ m ≤ p+ 1;
3) µ(G) = {a1, a2, . . . , am, b}, де m ≤ p+ 1, a1, a2, . . . , am, b ∈ L; a2, . . . , am попар-

но не порiвняннi; a1 = ai
∧
aj при i 6= j, 2 ≤ i, j ≤ m.

Доведення. Якщо G – нециклiчна група порядку p2, то G має (p +1) пiдгрупу
порядку p i є прямим добутком двох будь-яких таких рiзних пiдгруп.

НехайH1, H2, . . . , Hp+1 – множина всiх пiдгруп групиG,Hi =< xi > i µ(xi) = ai.
Тодi iз наслiдка твердження 4 випливає, що µ(x) = ai для будь-якого x ∈ Hi, x 6= e.

Використовуючи твердження 9, отримаємо подальшi висновки.
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Аналогiчнi результати мають мiсце також для нециклiчної групи порядку pq,
де p, q – рiзнi простi числа.
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