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ЭФФЕКТ ФЕЙГЕНА И ЕГО ОПИСАНИЕ ТЕОРИЕЙ 
ПЛАСТИЧНОСТИ, ОСНОВАННОЙ НА КОНЦЕПЦИИ 

СКОЛЬЖЕНИЯ 

С использованием варианта теории пластичности [4], основанной на концепции скольже-
ния, дано физическое объяснение и показана возможность аналитического описания установлен-
ного в эксперименте эффекта Фейгена [10]. Его сущность заключается в следующем. Закрученный 
за пределы упругости тонкостенный трубчатый образец после разгрузки с последующим прило-
жением растягивающей силы в значительной степени раскручивается. Тривиальный при конеч-
ной деформации указанный результат требует специального рассмотрения и объяснения при ма-
лых упругопластических деформациях в геометрически линейной постановке задачи. 

Ключевые слова: теория пластичности, эффект Фейгена, концепция скольжения. 

В царині теорії пластичності [4], заснованої на концепції ковзання, дано тлумачення та 
з’ясована можливість аналітичного опису установленого в експерименті ефекту Фейгена [10], 
сенс якого полягає в наступному. Тонкостінний трубчастий стрижень після попереднього за-
круту за межі пружності і розвантаження під дією прикладеної осьової сили розтягується з част-
ковим розкрутом. Указаний результат, тривіальний при скінчених деформаціях, потребує спе-
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ціального вивчення і пояснення при малих пружнопластичних деформаціях в геометрично лі-
нійній постановці задачі. 

Ключові слова: теорія пластичності, ефект Фейгана, концепція ковзання. 

Using the version [4] of plasticity theory the physical explanation and the analytical description 
are given for the effect established experimentally by M.Feigen [10]. The essence of Feigen effect is 
following: thin-walled tube, which was twisted outside the limit of elasticity, unloaded and then sub-
jected to the tension load, untwists substantially. This result is trivial considering deformation to be 
finite, but it requires special explanation when deformation is small elastoplastic and the problem is 
linear geometrically. 

Keywords: plasticity theory, Feigen effect, sliding conception. 

 Введение. Для обоснования корректности варианта теории пластичности [4] 
показано [5–7], что он удовлетворяет постулату Друккера, принципу макродетерми-
низма (устойчивости процесса деформирования), дифференциальной потенциаль-
ности определяющих уравнений связи mn mn~ε σ& & ,  описывает эффект Баушингера и 
другие явления вторичного плана, установленные в эксперименте при сложном на-
гружении конструкционных материалов. Настоящее исследование посвящено изу-
чению возможности аналитического описания эффекта Фейгена [10] в рамках тео-
рии пластичности [4], основанной на концепции скольжения [9]. 
 Процесс нагружения. Рассмотрим процесс нагружения элемента тела, кото-
рый в плоскости 1 3OS S  пятимерного пространства Ильюшина [1] характеризуется 
траекторией OAOB  (рис.1). В рамках модели плоскопластической среды [4] задача 
определения деформации при произвольном в плоскости 1 3OS S   нагружении сво-
дится к определению скорости интенсивности скольжений t ( ,t )ϕ θ′

 
и границ 
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Здесь используются принятые ранее [8] обозначения, в частности: 0| |ω θ θ= −  – 
угол между направлением сдвига ( )θn  и произвольным направлением 0( )θm  в 
плоскости деформации; 0t ,t  – начальный и произвольный моменты пластического 
деформирования; за параметр времени берется длина дуги траектории нагружения. 
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Рис.1. Траектория нагружения OAOB образца 

при исследовании эффекта Фейгена 
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одна из которых ( F ) учитывает перекрестное взаимодействие систем скольжения и 
формирует деформационную анизотропию материала, а вторая )(Π  – влияние на 

это взаимодействие интенсивности пластической деформации ( p )
i ( t )ε  и ее экстре-

мальных значений *
kλ , соответствующих изменению знака скорости ( p )

i ( t )ε& на 

противоположный. Если ( p )
iε  неубывающая функция времени ( )0( p )

iε ≥& , то вме-

сто (4) принимаем ( )0
( p )
iR F( )ε ω= Π . 

 При известных 1 2t ,( ,t ), ( t )ϕ θ α′
 компоненты вектора скорости плоско-

пластической деформации  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
1 31 3 1 3

2 22
2 2

p p p pp p p p
x y xy xy, ,ε ε ε γ

⎛ ⎞
= Γ + Γ Γ = − Γ = ≡⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
Γ i i& & & & && & & &  

определяются формулами: 

 
2

1

01
2 2

2

( t )
( p )

t
( t )

( t )cos ( )d ,
α

α
ϕ θ θ φ θ

−

′Γ = , +∫&  

 
2

1

03
2 2

2

( t )
( p )

t
( t )

( ,t )sin ( )d
α

α
ϕ θ θ φ θ

−

′Γ = +∫& . (5) 

Дальнейшее исследование проведем для функции упрочнения 
 0 2 3 42 2F( ) a a cos a ( ) a ( / ),ω ω δ ω δ π ω= + + + −  (6) 
где ( )δ ω ─ дельта-функция Дирака, ia ~ const . Методика решения системы инте-
гральных уравнений (1) и (2) с использованием функции упрочнения F( )ω  (6) из-
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ложена, в частности, в работе [8]. На первом этапе нагружения 

( )1 3 00 2 xy AOA S ( t ) , S ( t ) ( t ), t [ t ,t ]τ≡ = ∈
 
максимальные касательные напряже-

ния 1( )
max xy yx( t ) ( t ) ( t )τ τ τ≡ = действуют по площадкам, ортогональным к коорди-

натным осям Ox иOy (рис. 2). Параметры отрезка OA  траектории нагружения со-
ответственно равны 1 0 02 4 0 A( t ) / , ( t ) / , ( t ) , t [ t ,t ]ϑ π φ φ π φ= ≡ = ≡ ∈ . При этом 
для скорости интенсивности скольжений t ( t )ϕ θ′ , из уравнения (1) получаем 
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 Границы множества направлений скольжения 1 2( t ), ( t )α α−  определяются 
уравнением (2), на основании которого можем записать [8] 
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 С учётом формул (5) и (7) для компонент вектора скорости плоско-
пластической деформации получаем 
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 Суммарная составляющая пластической деформации сдвига определяется 
формулой 
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В соответствии с законом парности касательных напряжений она является результа-
том скольжений в направлениях 0 02( / ) ( [ ( t ), ( t )])π θ θ α α+ ∈ −m  и 0( )θm , сим-
метричных относительно направлений действия максимальных касательных на-
пряжений 1( )

maxτ . 
 Сопротивление сдвигу. Пластическая деформация первоначально изотроп-
ного материала приводит к возникновению деформационной анизотропии. В рам-
ках модели плоско-пластической среды [4;7] прочностной характеристикой, изме-
няющейся по-разному в различных в плоскости деформации направлениях 0( )θm , 
является сопротивление сдвигу 0mR ( ,t )θ , под которым понимается отнесенная к 
единице площади сила сопротивления скольжению по данной площадке в заданном 
направлении. В общем случае плоскопластической деформации величина mR зави-
сит от истории нагружения и в произвольный момент времени t определяется фор-
мулой [8] 
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 0 [ , ]θ π π∈ − , (11) 
где sτ  – сопротивление сдвигу первоначально изотропного материала. В условиях 
рассмотренного чистого сдвига 1 30 2 0xy( S ( t ) , S ( t ) ( t ) )τ≡ = ≥ на основании фор-
мулы (11) окончательно можем получить 
 

 
Рис.2. Развитие систем скольжений при кручении с разгрузкой  

и последующим растяжением образца 
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В частности, для эффекта Баушингера имеем 
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рис. 2 линией 2. Окружность радиуса sτ  (линия 1) ─ сопротивление сдвигу перво-
начально изотропного материала. 
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Здесь углы 0 0 1 24 4* * *
,/ , / , ( t )θ θ π θ θ π α= + = + отсчитываются от направления дей-

ствия максимального касательного напряжения 2( )
max( t )τ на втором этапе нагружения 

(рис. 2) 
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 0 0 1 21 2 2 2 0 25 4A A A A Ab Aa [sin cos ], b Aa ( , sin ).α α α α α= + − = −  (18) 
Системы уравнений (16), (17) и (1), (2) идентичны и методы их решений совпадают. 
Пропуская промежуточные выкладки, приведем окончательные результаты решения 
системы (16), (17). 
 Для скорости интенсивности скольжений t ( ,t )ϕ θ′ на втором этапе нагружения 
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= − ⋅ . (22) 

Здесь  

 2
3 0 3 2 2 02 0 25 4 2u( ) ( a a )[ a a ( , sin )] a a sinα α α α α= + + + − , 

 3 0 0 1 02 2 2 Av( ) ( a a )cos a sin , k( ) b / bα α α α α= + − = . 
 Для практического построения функций 1 2, ( t )α  можно воспользоваться та-
кой последовательностью вычислений. При заданном первом этапе нагружения OA  
и, следовательно, известных Aα  и i s A( / )σ σ , задаемся последовательностью зна-

чений 1 2( k )
k( t ) ( k ; ;...)α α= =  на втором этапе нагружения OB  (рис. 1). Затем на 

основании формулы (21) определяем соответствующую последовательность значе-
ний k( t )κ . Уравнение (22) устанавливает зависимость между значениями функций 
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( t ), ( t )α κ  и соответствующими величинами отношений i k s( ( t ) / )σ σ  второго 
этапа нагружения. 
 При известных 1 2t ,( ,t ), ( t )ϕ θ α′

 компоненты скорости плоскопластической 
деформации, как и ранее, определяются формулами (5). После вычисления инте-
гралов окончательно можем записать: 

 
2 2

0 11 121 2 2( p ) B ( )cos B ( )sinα κ α κΠ Γ = +&
,
 

 
0 11 123

1 4
2

( p ) [ B ( ) B ( )] sinα α αΠ Γ = −& , (23) 

 11 12
3 3 0 2 3 2

1 1 0 25 4
2 2 2 0 25 4

r( ) , sinB ( ) , B ( ) ,
a ( a a ) a r( ) a a ( , sin )

α α αα α
α α α α

−
= =

+ + + −
 

 2
3 0 02 0 25 4 2r( ) ( a a )( , sin ) a sin .α α α α α= + + −  (24) 

 Полученные для плоскопластичекой деформации результаты на основании 
постулата изотропии Ильюшина [1] легко распространяются на случай обобщен-
ного плоского напряженного состояния, в частности, на кручение с растяжением 
тонкостенной трубки. Для этого достаточно в выше записанных формулах заменить 
компоненту вектора нагружения 1S  на 2 2 3 zS / σ=  и скорость плоскопластичес-

кой деформации 1
( p )Γ&  на 2 3 2( p )

z( / )εΓ =& & . Далее процесс нагружения и 
пластического деформирования будем рассматривать в двух координатных плоско-
стях 1 3S S  и 2 3S S  пятимерного пространства Ильюшина. 
 Пример функции упрочнения. Для иллюстрации полученных выше резуль-
татов рассмотрим частный случай функции упрочнения 
 2 42 2F( ) ( ) a cos a ( / )ω δ ω ω δ π ω= + + − . (25) 
Она получена из 6F( ) ( )ω  при 0 0a =  и 3 1a = . Так как функция упрочнения 
F( )ω определяется с точностью до аддитивной постоянной, которая может быть 

включена в функцию пластичности 0
( p )
iε⎡ ⎤Π ⎣ ⎦ , то равенство 3 1a =  является несу-

щественным, т.е. таким, что не влияет на результаты решения рассматриваемой за-
дачи. Коэффициент 4a  при заданной траектории нагружения OAOB  (рис.1) не 
влияет на компоненты плоскопластической деформации, но является одним из ос-
новных при определении эффекта Баушингера.  
 Заметим, что частный вид функции F( )ω  (25) при дополнительном условии 

4 0a =  приводит ко второму варианту упрочнения в теории пластичности Кадаше-
вича-Новожилова [2]. На основании формул (8) и (9) для компонент скорости плас-
тической деформации и границ множества направлений скольжений на первом эта-
пе нагружения, как частный случай, получаем: 

 01 2 3
2

0 25 40 2
1 0 25 4

( p ) ( p )
,

, sin,
a ( , sin )
α α

α α
+

Γ = Π Γ =
+ +

& & , (26) 

 2
1 2 0

1 0 25 4
2

i
A

s

a ( , sin ) , ( t ) ( t ) ( t ), t [ t ,t ]
cos

σα α
α α α

α σ
+ −

= = = ∈ . (27) 

Аналогично, для второго этапа нагружения с учетом равенств (21)─(24) можем за-
писать: 
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0 2 0 2 0 0
0 11 12 0 11 1232 2 2 2 4( p ) ( p )

k B ( )cos B sin , [ B ( ) B ( )] sinα κ κ α α κΠ Γ = + Π Γ = −& & ; (28) 

 

2
2

2

1 2
2 2

iA
A

s

a m( )arcsin , a m( )ctg ,
n( ) a sin

σακ α κ
α α σ

= − = −
−

 (29) 

где  

 0 0
11 12

2 2

0 25 4 0 25 4
1 0 25 4 1 0 25 4

, sin , sinB ( ) , B ,
a ( , sin ) a ( , sin )
α α α αα

α α α α
+ −

= =
+ + + −

 

 21 0 25 4 0 25 4
2 2

A A
A

A

a ( , sin ) , sinn( ) , m( )
cos cos

α α α α
α α

α α
+ + −

= = . (30) 

Алгоритм построения на основании формул (28) ─ (30) зависимостей 

1 2 3
( p ) ( p )

i s, , ~ /σ σΓ Γ& &  при F( )ω (25) аналогичен алгоритму, изложенному выше для 

более общей функции упрочнения F( )ω (6). 
 Анализ полученных выше результатов (26)─(30) позволяет сделать следу-
ющий вывод. В связи с наличием деформационной анизотропии первые скольжения 
на втором этапе нагружения происходят при 2 1( )

max s/τ τ <  по площадкам, несколько 

отклоненным от площадок действия 2( )
maxτ  (рис.2) в сторону уменьшения сопротив-

ления сдвигу m AR ( ,t )θ . В целом веер скольжений 2 B[ ( t ), ( t )] ( t t t )θ α α∈ − ≤ ≤o  
не симметричен относительно направления действия максимального касательного 
напряжения. Это в конечном итоге приводит к раскручиванию при растяжении 
предварительно закрученного за пределы упругости тонкостенного трубчатого об-
разца. Отсюда следует, что эффект Фейгена есть прямое следствие деформационной 
анизотропии материала. 
 На рис. 3 приведены графики зависимости h ~ p 3 2 100( p ) ( p )( h | / |= Γ Γ ⋅& &  %, 

i sp / )σ σ= на втором этапе нагружения.  
 

   
Рис. 3. Графики изменения относительных скоростей раскручивания 

при растяжении предварительно закрученной за пределы 
упругости тонкостенной трубки 

 
 Линии 1; 2; 3 на рис. 3,а построены для 2 1a =  и величин отношений 

1 21 1 44 1 85i s/ , ; , ; ,σ σ = . Графики 1; 2; 3 на рис. 3, б соответствуют значениям 

2 2a =  и 1 26 1 57 2 10i s/ , ; , ; ,σ σ = . Из приведенных графиков следует, что отнесен-
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ная к 2
( p )Γ& скорость раскручивания 3

( p )| |Γ&  образца значительно увеличивается с 

ростом предварительной деформации закручивания ( p )
Aγ (10) на первом этапе на-

гружения. Она также увеличивается с увеличением параметра 2a  функции упроч-
нения F( )ω , который характеризует степень нарастания деформационной анизо-
тропии материала. Возможности варианта теории скольжения [4] значительно уве-
личиваются при использовании более общих функций упрочнения, в частности 
F( )ω (6). 
 Отметим, что с несколько иных позиций, с использованием упрощенной мо-
дели скольжения Леонова-Рычкова, эффект Фейгена изучался также в работе [3]. 
 Построение функции пластичности. Рассмотрим теперь задачу построения 
функции пластичности 0

( p )
i[ ]εΠ = Π  при 0( p )

iε ≥&  для материалов, обладающих 
универсальной зависимостью i i i( )σ σ ε= при простом нагружении. Указанная 

функция 0
( p )
i[ ]εΠ  входит во все приведенные выше формулы для компонент век-

тора скорости пластической деформации. Представим ( e ) ( p )
i i id d dε ε ε= + , где 

 1 1( e ) ( p ) ( e )i i
i i ii i

t t

d d
d , d , d d d d

E E E E
σ σ

ε ε ε ε ε σ
⎛ ⎞

= = = − = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (31) 

– полная, упругая и пластическая составляющие приращения интенсивности де-
формаций 3i t i i; E G, E d / dε σ ε= =  ─ упругий и касательный модули диаграммы 

i i~σ ε . С другой стороны, учитывая, что при пропорциональном нагружении 

 2 3 2 3( p ) ( p ) ( p )
i idS dt / d , d dt / dσ σ≡ = Γ ≡ Γ = Γ& & , 

на основании формул (9) можем записать 

 11 02 3( p ) ( p )
ii id B ( )d / [ ]ε α σ ε= Π , (32) 

 
11

3 3 0 2

1
2 2

r( )B ( )
a ( a a ) a r( )

αα
α α

= ⋅
+ +

. (33) 

Сравнивая формулы (31) и (32), для функции пластичности получим 

 0 11
2
3

( p ) t
i si

t

EE
[ ] B [ / ]

E E
ε σ σΠ =

−
, (34) 

где 11 11i s i sB [ / ] B ( q[ / ])σ σ σ σ≡  и i sq[ / ]α σ σ= ─ решение уравнения (8) отно-
сительно α . В частности, удовлетворительную аппроксимацию функции пластич-
ности, построенную для стали 45 на основании равенств (8), (33), (34), можно по-
лучить [8] на основании формулы 

1 2
( p ) ( p ) r
i i[ ] d d ( )ε ε −Π = + ⋅ ,( 1 0 56d ,= − МПа, 2 3 15d ,= МПа, 0 29r ,= ). (35) 

Ее график показан на рис.4. Сингулярность функции 0
( p )
i[ ]εΠ  в нуле обеспечива-

ет непрерывность касательного модуля t i iE d / dσ ε=  на границе текучести. 
 Заключение. Эффект Фейгена при малых упругопластических деформациях 
есть прямое следствие деформационной анизотропии материалов. Для его аналити-



ISSN 9125 0912. Вісник Дніпропетровського університету. Серія «Механіка», 2010. № 5. Вип. 14, том 1            

25 

ческого описания может быть использована теория пластичности, основанная на 
концепции скольжения. 

 
Рис. 4. Функция пластичности 0

( p )
i[ ]εΠ  для стали 45 
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