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УСТОЙЧИВОСТЬ ТРЕХМЕРНЫХ 
УПРУГО-ВЯЗКОПЛАСТИЧЕСКИХ ТЕЛ 

Разработана методика определения точек бифуркации для трехмерных упруго-
вязкопластических тел. Упруго-вязкопластическое поведение среды описывается теорией пол-
зучести, учитывающей микродеформации. Исследована устойчивость толстой прямоугольной 
плиты при сложном нагружении. 

Ключевые слова: теория ползучести, микродеформации, устойчивость, трехмерные тела. 

Розроблена методика визначення точок біфуркації для тривимірних пружно-
в’язкопластичних тіл. Пружно-в’язкопластична поведінка середовища описується теорією пов-
зучості, що враховує мікродеформації. Досліджено стійкість товстої прямокутної плити при 
складному навантаженні. 

Ключові слова: теорія повзучости, мікродеформації, стійкість, тривимірні тіла. 

The method of the definition of bifurcation point of three-dimensional elastic-viscoplastic bodies 
was developed. The elastic-viscoplastic behaviour of continuum is described by the creeping theory, which 
includes micro strains. The stability of thick rectangular plate under complex loading was examined. 

Keywords: creeping theory, micro strains, stability, three-dimensional bodies. 

 Исследование бифуркации процесса деформирования в вязко-
упругопластических средах. Рассмотрим произвольное вязкопластическое тело, 
занимающее в недеформированном состоянии область 0V  с границей 0S . На части 
Sσ  поверхности будем предполагать, что заданы номинальные поверхностные на-
грузки ( )ip t , на оставшейся части uS  – заданы скорости перемещений ( )iv t . 
Пусть в произвольный момент времени bt  напряженно-деформированное состо-

яние в теле характеризуется тензором напряжений Кирхгофа ijτ  и метрическим 
тензором деформированной конфигурации ijG . Соответствующая задача устойчи-
вости сводится к нахождению нетривиального решения следующей системы 
дифференциальных уравнений для разностей [1] 
 0ij ,iπΔ =&  для 0x V∈r  (1) 

с граничными условиями: 
 0i ijN πΔ =&  для x Sσ∈

r , (2) 

 0ivΔ =  для ux S∈
r . (3) 

Выше обозначено: ijπ&  – компоненты скорости изменения тензора Пиола-
Кирхгоффа 1-го рода, iN  – компоненты внешней нормали к поверхности 0S , запя-
тая обозначает ковариантную производную по соответствующему индексу. 
 Записанная выше система уравнений должна быть дополнена соответству-
ющими определяющими соотношениями теории упруго-вязкопластичности. Боднер 
[6] предложил приближенный метод определения вязкопластической бифуркацион-
ной точки. Суть этого метода состоит в том, что скорость пластической деформации 
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pε&  считается постоянной при дифференцировании вязкопластического опреде-
ляющего соотношения по пластической деформации pε . Использование этого под-
хода имеет то преимущество над полным численным анализом, что он дает быст-
рую оценку бифуркационной нагрузки. В [7] предложена модификация подхода 
Боднера, в которой уже заложено направление выхода системы из точки бифурка-
ции. Этот вариант к тому же является более простым и универсальным. Используя 
предложенные в [6–7] методики, определяющие соотношения для упруго-
вязкопластического материала нетрудно привести к виду, формально совпадающе-
му с упругопластическими 
 ij ijkl klGσ ε= &&  (4) 

и использовать для получения точки бифуркации процесса деформирования хорошо 
разработанные методики [1]. 
 Определяющие соотношения теории ползучести, учитывающей микро-
деформации. Как уже неоднократно отмечалось во многих исследованиях устойчи-
вости деформируемых тел, бифуркация процесса деформирования сопровождается 
изломом траектории нагружения. Кроме того, сложные процессы нагружения могут 
предшествовать непосредственно самой точке бифуркации. Следовательно, для ис-
следования устойчивости упруго-вязкопластических тел, необходимо использовать 
соответствующую дифференциально-нелинейную теорию. Ниже приведем алго-
ритм построения определяющих соотношений теории упруго-вязкопластичности, 
учитывающей микродеформации [3].  
 В основу теории микродеформаций закладывается представление о том, что 
представительный макрообъем является некоторой совокупностью взаимосвязан-
ных микрочастиц, напряженно-деформированное состояние которых определяется 
микронапряжениями и микродеформациями соответственно. Таким образом, при-
нимается существование, по крайней мере, двух уровней характерных размеров: 
макроуровень, определяемый размерами представительного макрообъема, и микро-
уровень, характерный размер которого определяется размерами микрочастицы. В 
теории микродеформаций микроуровень обычно находится в диапазоне от уровня 
монокристалла до уровня зерна поликристаллического материала. В основном [2–3] 
именно уровень зерна выступает в качестве микроуровня, что и принято в насто-
ящей работе.  
 Следуя [3], будем считать, что каждая микрочастица находится в однородном 
напряженно-деформированном состоянии. При этом ее относительный объем (от-
ношение объема микрочастицы к объему представительного макрообъема) равен 

( )1nv n NΔ = K . Каждая микрочастица обладает следующими свойствами: ее пре-
дел текучести равен n Tτ ∈  и однородная в пределах этого объема пластическая 
деформация характеризуется некоторым тензорным направлением nμ̂ ∈Ω . По-
скольку материал предполагается изначально изотропным, то мы считаем, что все 
возможные направления микровязкопластического деформирования распределены 
равномерно в Ω , и для каждого фиксированного направления локальные пределы 
текучести распределены одинаково. 
 Для упрощения изложения будем рассматривать случай малых деформаций. 
Поэтому при построении локального закона деформирования n -й микрочастицы 
тензор микродеформации nε̂  представим в виде суммы упругой enε̂  и пластичес-
кой pnε̂  составляющих 
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 n en pnˆ ˆ ˆε ε ε= + . (1) 

В предположении, что пластические деформации не влияют на упругость среды, 
закон упругости принимается в следующем виде 
 n pnˆˆ G :σ ε= % , (2) 

где nσ̂  – тензор микронапряжений, G%  – тензор четвертого ранга (матрица упругой 
жесткости), который записывается 

 1
1 2 1 2

E ˆˆG I iiν
ν ν

⎡ ⎤= ⋅ ⋅ +⎢ ⎥+ −⎣ ⎦
% % , (3) 

где E  и ν  – модуль Юнга и коэффициент Пуассона частицы соответственно, I% , î  
– единичные тензоры четвертого и второго ранга. При этом считается, что упругая 
матрица жесткости микрочастицы совпадает с упругой матрицей жесткости макро-
объема. 
 Макропластическая деформация получается осреднением по всему предста-
вительному макрообъему микровязкопластической деформации 

 
1

N
p pn n

n
ˆ ˆ vε ε

=
= Δ∑ , где 

1
1

N
n

n
v

=
Δ =∑ . (4) 

Девиатор напряжений nŝ  представим в виде 
 n n nˆˆ ˆs τ ρ= + , (5) 
подразумевая, как и в [4], под девиаторами nτ̂  и nρ̂  диссипативную и упругую со-
ставляющие сопротивления пластическим деформациям. Такое представление свя-
зано с тем, что при деформировании по замкнутому циклу часть работы пластичес-
ких деформаций всегда обратима, что обуславливается существованием микроупру-
гих сил, оказывающих сопротивление остаточным сдвигам. Механизм возникнове-
ния этих микроупругих сил, как отмечалось в [4], состоит в том, что условиям со-
вместности деформации подчиняются не упругие и пластические деформации по-
рознь, а их сумма. Отсюда неоднородной пластической деформации всегда соответ-
ствует и неоднородная упругая деформация, сопровождающаяся возникновением 
внутренних упругих сил, оказывающих сопротивление пластическому деформиро-
ванию (а в некоторых случаях, например, при разгрузке и противоположном нагру-
жении, наоборот, ему помогающих). 
 Следуя [3], тензор диссипативных сил nτ̂  задается законом пластического 
течения 
 n n nˆ ˆτ τ μ= , n pn nˆμ̂ ε λ= & & , (6) 

где nτ  – локальный предел текучести n-й микрочастицы, nμ̂  – как уже сказано бы-
ло выше, направляющий тензор ( 1n nˆ ˆ:μ μ = ), определяющий направление скорости 

микровязкопластической деформации n-й микрочастицы, nλ&  ( n pn pnˆ ˆ:λ ε ε= & && ) – 

интенсивность скорости микровязкопластической деформации. 
 Примем, как это обычно принято при формулировке теорий ползучести, что 
локальный предел текучести nτ  зависит от интенсивности скорости микровязко-
пластической деформации nλ&  
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 ( )
1

0 1 mn n n nτ τ τ λ= + ⋅ & . (7) 

Такой подход позволяет описать рост локального предела текучести с ростом ско-
рости нагружения. Параметр 0nτ  определяется как предел текучести при квазиста-
тическом нагружении. 
 Отметим, что, вообще говоря, локальный предел текучести (предел текучести 
отдельного зерна) зависит, например, от размеров и формы конкретного зерна. В [5] 
было показано, что учет реального распределения размеров зерен в образце мате-
риала (а соответственно, и распределение пределов текучести различных зерен) 
позволяет существенно улучшить описание пластического деформирования поли-
кристаллических материалов. Таким образом, в реальном материале всегда наблю-
дается некоторый разброс (распределение) параметров материала, относящихся к 
определению локального предела текучести. Поэтому, в данной работе, принято, 
что параметры 0nτ  и 1nτ  меняются от частицы к частице, и их общее распределе-
ние задается линейным законом (вообще говоря, такое распределение в реальных 
материалах обычно бывает логнормальным, но в данной работе принципиальным 
моментом является именно наличие такого распределения, а не его характер). 
 Записанные выше соотношения (6) выполняются при активном микровязко-
пластическом деформировании, которое имеет место, когда 
 n n nˆ ˆ:τ τ τ=  и 0nλ >& . (8) 

Когда записанное условие (8) не выполняется, то имеет место разгрузка по упруго-
му закону (2). 
 Примем, с учетом [3; 5], изменение девиатора внутренних микронапряжений 
n-й микрочастицы в следующем обобщенном виде: 

 

( )

1 2 3

2 3

4 1 2 3

n pn n p n n n n n n n n n

n n p n n n n n n n n n

n n n pn n p n n n n n n n n n

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆR R : R и

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆR : R или

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆR R A R : R и

ε ε μ μ λ μ μ μ τ τ

ρ ε μ μ λ μ μ μ τ τ

ε ε μ μ λ μ μ μ τ τ

′ ′⎧ + + = =
⎪
⎪ ′ ′= + ≠ ≠⎨
⎪ ′ ′⎪− + + + = − =
⎩

& & &

& & &

& & &

 (9) 

где nμ̂
′  и nτ

′  – соответственно направление пластического деформирования и пре-
дел текучести микрочастицы, деформирующейся активно, 1nR , 2nR , 3nR , 4nR , nA  
– константы материала. 
 В данном соотношении, как показано в [4], можно выделить отдельные части, 
отвечающие за различные механизмы упрочнения. В частности, слагаемое с коэф-
фициентом 1nR  отвечает за сингулярность поверхности текучести, слагаемое с 2nR  
отвечает за поступательное перемещение (трансляцию) регулярной части поверх-
ности текучести, слагаемое с 3nR  – за расширение регулярной части поверхности 
текучести (изотропное упрочнение). В соотношении (9) последняя строчка отвечает 
за поведение тыльной части поверхности текучести. В частности, при 4 1nR =  те-
ория будет описывать идеальный эффект Баушингера (принцип Мазинга) (как пока-
зано в [4]). При 4 1nR ≠  становится возможным учет неидеального эффекта Ба-
ушингера, таким образом, теория в состоянии описывать и циклически нестабиль-
ные материалы (циклически упрочняющиеся и разупрочняющиеся). 



ISSN 9125 0912. Вісник Дніпропетровського університету. Серія «Механіка», 2010. № 5. Вип. 14, том 1 

50 

 Для установления связи локальных законов микро- и макроскопического де-
формирования воспользуемся соотношениями типа соотношения Кренера 

 ( )n n pn pˆ ˆˆ ˆs s A : ε ε− = −% , (10) 

где nA%  – тензорная функция четвертого ранга микро- и макроскопического состоя-
ния материала. 
 Влияние истории добифуркационного нагружения на устойчивость упру-
го-вязкопластической плиты. С использованием предложенного алгоритма рас-
смотрим задачу об устойчивости прямоугольной упруго-вязкопластической плиты. 
Рассмотрим плиту, шарнирно закрепленную по боковым поверхностям, занима-
ющую в недеформированном состоянии область: 

 10 x a≤ ≤ , 20 x b≤ ≤ , 32 2
h hx− ≤ ≤ . 

На боковых поверхностях пластины предположим известными значения сжима-
ющих усилий ( )p t  и ( )q t . 
 Представим форму потери устойчивости для плиты в виде 

 

3 1 2
1 1

3 1 2
2 2

3 1 2
3 1

x m x n xv h f cos sin ,
h a b
x m x n xv h f sin cos ,
h a b
x m x n xv h f sin sin ,
h a b

π π

π π

π π

⎧ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ = ⋅ ⋅ ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎪

⎪ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅⎛ ⎞⎪ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ = ⋅ ⋅ ⋅⎨ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎪

⎪ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ = ⋅ ⋅ ⋅⎪ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎩

 (11) 

где m  и n  – параметры волнообразования. 
 Данный выбор формы потери устойчивости удовлетворяет граничным усло-
виям шарнирного опирания в интегральном смысле на боковых поверхностях пли-
ты. Подставляя форму потери устойчивости (11) в (1), получим систему обыкно-
венных дифференциальных уравнений для определения неизвестных функций if . 
Решение данной системы можно представить в виде 

 
6

3

1

i
i i

i

x
f C exp

h
λ

α
=

⋅⎛ ⎞= ⋅ ⋅ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑
r r , 

где iC  – произвольные константы интегрирования, iα
r  и iλ  – собственные вектора и 

характеристические корни системы. 
 Удовлетворяя граничным условиям (2) на верхней и нижней поверхностях 

пластины ( 3 2
hx = ± ), получим однородную систему линейных алгебраических 

уравнений для констант интегрирования iC . Условием для существования ненуле-
вого решения для данной системы, а соответственно и для нахождения критическо-
го времени, будет равенство нулю определителя 

 ( ) 0ijDet m = . 

Используя описанный выше алгоритм, исследуем устойчивость квадратной плиты, 
под действием боковых сжимающих усилий. Отличительной особенностю для уп-
руго-вязкопластических сред является тот факт, что сложные процессы могут не 
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сопровождаться изломом траектории нагружения, а быть следствием скачкообраз-
ного изменения скорости. В качестве примера рассмотрим одноосное сжатие плиты 
с различными скоростями увеличения внешней нагрузки. 
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Рис. 1. Критическая толщина плиты   Рис. 2. Диаграммы деформирования 
при различных скоростях нагружения  упруго-вязкопластического материала 
      при различных скоростях нагружения. 

 
Результаты расчетов приведены на рис. 1. Кривая 1 на нем соответствует нагруже-

нию с постоянной скоростью 1 0 1МПаv .
час

= , кривая 2 – 2 1 0 МПаv .
час

= , а кривая 3 

соответствует скачкообразному изменению скорости при 1 150МПаσ = −  от значе-
ния 1v  до значения 2v . Соответствующие диаграммы деформирования материалов 
приведены на рис. 2. 
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