
ISSN � 9125 0912. ÂIÑÍÈÊ ÄÍÓ. Ñåðiÿ "Ìîäåëþâàííÿ". � 8. 2010. Âèï. 2. C. 124�136Ïðîáëåìè ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿòà òåîði¨ äè�åðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíüÓÄÊ 517.9ÑÊÀËß�ÈÇÀÖIß ÎÄÍI�� ÇÀÄÀ×I ÂÅÊÒÎ�ÍÎ�ÎÏÒÈÌIÇÀÖI� ÄËß Ò�ÀÍÑÏÎ�ÒÍÎ�Î ÏÎÒÎÊÓÍÀ ÌÅ�ÅÆIÒ. À. ÁîæàíîâàÄíiïðîïåòðîâñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iì. Îëåñÿ �îí÷àðà,Äíiïðîïåòðîâñüê 49050. E-mail: tamara-bozhanova�ukr.net�îçãëÿäà¹òüñÿ çàäà÷à âåêòîðíî¨ îïòèìiçàöi¨ äëÿ òðàíñïîðòíîãî ïîòîêó íàìåðåæi, äå �àêòîðàìè êåðóâàííÿ âèñòóïàþòü åëåìåíòè ìàòðèöi ðîçïîäiëó ðóõó,ÿêi ðåãóëþþòü òàêèé ïîòiê ó âóçëàõ ìåðåæi. �îçãëÿíóòî âèïàäîê, êîëè öiëüî-âå âiäîáðàæåííÿ äi¹ â ëåáåãiâ ïðîñòið i ¹ íàïiâíåïåðåðâíèì çâåðõó íà îáëàñòiâèçíà÷åííÿ. Âñòàíîâëåíî iñíóâàííÿ å�åêòèâíèõ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i âåêòîðíî¨ îï-òèìiçàöi¨ òðàíñïîðòíîãî ïîòîêó íà ìåðåæi, äëÿ çíàõîäæåííÿ ÿêèõ âèêîðèñòàíîïðîöåäóðó ñêàëÿðèçàöi¨, ùî ãðóíòó¹òüñÿ íà ïîáóäîâi âiäïîâiäíèõ çãîðòîê.Êëþ÷îâi ñëîâà. �iäðîäèíàìi÷íà ìîäåëü, òðàíñïîðòíèé ïîòiê íà ìåðåæi, âåêòîðíà îïòè-ìiçàöiÿ íà ìåðåæi.1. ÂñòóïÍà ñüîãîäíiøíié äåíü, ó çâ'ÿçêó çi çíà÷íèì çáiëüøåííÿì êiëüêîñòi òðàíñ-ïîðòíèõ çàñîáiâ, ïðîáëåìà êåðóâàííÿ òðàíñïîðòíèìè ïîòîêàìè, îñîáëèâî íàìåðåæàõ çi ñêëàäíîþ êîí�iãóðàöi¹þ, ñòà¹ âñå áiëüø àêòóàëüíîþ. Iñíó¹ äî-ñèòü îáøèðíà ëiòåðàòóðà, ïðèñâÿ÷åíà ðiçíèì àñïåêòàì ìîäåëþâàííÿ òàêèõïðîöåñiâ (äèâ [5, 6, 7, 9, 11, 14℄), çíàõîäæåííþ íåîáõiäíèõ óìîâ îïòèìàëü-íîñòi òà ìåòîäiâ ïîáóäîâè îïòèìàëüíèõ çàêîíiâ ðåãóëþâàííÿ òðàíñïîðòíèõïîòîêiâ çi ñêàëÿðíèìè ïîêàçíèêàìè âàðòîñòi (äèâ. [4, 10, 12℄).Îñíîâíèì îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ â äàíié ðîáîòi âèñòóïà¹ ãiäðîäèíàìi÷íàìîäåëü òðàíñïîðòíîãî ïîòîêó íà ìåðåæi, ÿêà çóìîâëþ¹ ðîçãëÿä íåëiíiéíî¨ çà-äà÷i Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ ïåðøîãî ïîðÿäêó. Ïðè öüîìóââàæà¹òüñÿ, ùî ìåðåæà ñêëàäà¹òüñÿ çi ñêií÷åííî¨ ñóêóïíîñòi äîðiã òà âóçëiâ(òî÷îê ñïîëó÷åííÿ). Ó ïðèïóùåííi, ùî òàêèé ïîòiê ¹ êåðîâàíèì ïðîöåñîì,ñòàâèòüñÿ çàäà÷à éîãî îïòèìiçàöi¨ ó âåêòîðíié �îðìi, äå ïàðàìåòðàìè êåðó-âàííÿ âèñòóïàþòü åëåìåíòè ìàòðèöi ðîçïîäiëó ðóõó, ÿêi ðåãóëþþòü òðàíñ-ïîðòíèé ïîòiê ó âóçëàõ ìåðåæi.Áóäåìî ââàæàòè, ùî ÿêiñòü êåðóâàííÿ òðàíñïîðòíèì ïîòîêîì íà ìåðå-æi âèçíà÷à¹òüñÿ íåñêàëÿðíèì âiäîáðàæåííÿì, ùî äi¹ â íîðìîâàíèé ïðîñòið
L2(Ω), óïîðÿäêîâàíèé çà êîíóñîì Λ äîäàòíèõ åëåìåíòiâ. Çà öèõ ïðèïóùåíüäîâåäåíî, ùî ïîñòàâëåíà çàäà÷à âåêòîðíî¨ îïòèìiçàöi¨ òðàíñïîðòíèõ ïîòîêiâíà ìåðåæi äîïóñêà¹ iñíóâàííÿ òàê çâàíèõ å�åêòèâíèõ ðîçâ'ÿçêiâ (äèâ. [3℄).Îñêiëüêè çàãàëüíîâiäîìèì ìåòîäîì ïîáóäîâè ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷ âåêòîðíî¨ îï-òèìiçàöi¨ ¹ çàëó÷åííÿ ïðîöåäóðè ¨õ ñêàëÿðèçàöi¨, òî ìåòîþ öi¹¨ ðîáîòè ¹ àíàëiç© Ò. À. Áîæàíîâà, 2010



ÑÊÀËß�ÈÇÀÖIß ÇÀÄÀ×I ÂÅÊÒÎ�ÍÎ� ÎÏÒÈÌIÇÀÖI� 125òàêîãî ïiäõîäó íà ïðèêëàäi íàéïðîñòiøî¨ ñõåìè ñêàëÿðèçàöi¨, ÿêà ãðóíòó¹òüñÿíà iäå¨ ïîáóäîâè âiäïîâiäíèõ çãîðòîê.2. Îñíîâíi ïîíÿòòÿ òà ïîçíà÷åííÿÓ öüîìó ïàðàãðà�i íàâåäåìî êîðîòêèé îïèñ ìàêðîñêîïi÷íî¨ ìîäåëi äëÿòðàíñïîðòíîãî ïîòîêó íà ìåðåæi (äëÿ áiëüø äåòàëüíîãî îçíàéîìëåííÿ äèâ. [1,3, 5, 11℄) òà íàãàäà¹ìî äåÿêi âiäîìi �àêòè, ùî ñòîñóþòüñÿ âåêòîðíîçíà÷íèõâiäîáðàæåíü òà ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíèõ íîðìîâàíèõ ïðîñòîðiâ.2.1. Ìàêðîñêîïi÷íà ìîäåëü òðàíñïîðòíîãî ïîòîêó íà ìåðåæiÍåõàé Ω = (I,J ) � ìåðåæà äîðiã, äå I � ñêií÷åííà ñóêóïíiñòü ðåáåð, ùîâiäïîâiäàþòü äîðîãàì ìåðåæi òà ¹ âiäðiçêàìè Ii = [ai, bi] ∈ R, i = 1, . . . ,N,
J � ñóêóïíiñòü âåðøèí, ÿêi âiäïîâiäàþòü âóçëàì äàíî¨ ìåðåæi. Íà êîæíié îê-ðåìî âçÿòié äîðîçi ðóõ òðàíñïîðòíèõ çàñîáiâ ïiäêîðÿ¹òüñÿ òàê çâàíîìó ãiäðî-äèíàìi÷íîìó çàêîíó çáåðåæåííÿ, ÿêèé âèðàæåíèé íåëiíiéíèì äè�åðåíöiàëü-íèì ðiâíÿííÿì ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ ïåðøîãî ïîðÿäêó :

∂tρi(t, x) + ∂xfi(ρi(t, x)) = 0, ∀ x ∈ (ai, bi), ∀ t ∈ (0, T ], (2.1)
ρi(0, x) = ρ̄i(x), ∀ x ∈ [ai, bi], (2.2)äå ρi = ρi(t, x) ∈ [0, ρmax,i], (t, x) ∈ R+ × R � ùiëüíiñòü ìàøèí íà äîðîçi Ii,

ρmax,i � ìàêñèìàëüíî ìîæëèâà ùiëüíiñòü íà äîðîçi Ii, ÿêà âiäïîâiäà¹ ïîÿâi çà-òîðó íà äàíié äiëÿíöi ìåðåæi;fi(ρ) = ρiυi(ρ) � òðàíñïîðòíèé ïîòiê (êiëüêiñòüìàøèí, ùî ïðî¨æäæàþòü çà îäèíèöþ ÷àñó); υi(ρ) � øâèäêiñòü òðàíñïîðòíîãîïîòîêó íà äîðîçi Ii. Ïðè öüîìó υi(ρ) � íåïåðåðâíî äè�åðåíöiéîâàíà, ñïàä-íà �óíêöiÿ ñâîãî àðãóìåíòó ρ. Äëÿ �óíêöié ïîòîêó fi ïîâèííi âèêîíóâàòèñÿòàêi óìîâè:




fi íåïåðåðâíî äè�åðåíöiéîâàíi íà [0, ρmax, i],

fi(0) = fi(ρmax, i) = 0,

fi � ñòðîãî óãíóòi �óíêöi¨,
∃ σ ∈ (0, ρmax,i) : f ′i(σi) = 0 òà (ρ− σi)f

′
i(ρ) < 0, ∀ ρ 6= σi.

(2.3)�îëîâíîþ îñîáëèâiñòþ íåëiíiéíî¨ ñèñòåìè (2.1)-(2.2) ¹ òîé �àêò, ùî êëàñè÷-íèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi ìîæå íå iñíóâàòè äëÿ äåÿêîãî t > 0, íàâiòü ÿêùîïî÷àòêîâi óìîâè ¹ äîñèòü ãëàäêèìè (äèâ. [1, 9℄). Äî òîãî æ, äëÿ ïîâíîòèìîäåëi íåîáõiäíî âèçíà÷èòè ïîòiê ÷åðåç êîæíèé âóçîë J ∈ J ìåðåæi. Ïðèöüîìó óìîâà Rankine�Hugoniot ó âóçëàõ ìåðåæi (êiëüêiñòü âõiäíîãî òðàíñïîð-òó äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi âèõiäíîãî) íå ¹ äîñòàòíüîþ äëÿ çíàõîäæåííÿ ¹äèíîãîðîçâ'ÿçêó âèõiäíî¨ çàäà÷i. Ïðîòå, ââiâøè äî ðîçãëÿäó ó êîæíîìó âóçëi ìå-ðåæi òàê çâàíèé ðîçâ'ÿçíèê �iìàíà, ÿêèé, ó ñâîþ ÷åðãó, çóìîâëþ¹ ââåäåííÿìàòðèöi ðîçïîäiëó ðóõó (äèâ. [7, 8℄),
A(J) = [αji(J)], j ∈ {n+ 1, . . . , n+m} , i ∈ {1, . . . , n} , (2.4)
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αji(J) 6= αji′(J), ∀ i 6= i′, 0 < αji(J) < 1,

n+m∑

j=n+1

αji(J) = 1 äëÿ êîæíîãî i ∈ {1, . . . , n} , (2.5)òà åíòðîïiéíó óìîâó Êðóæêîâà íà ìåðåæi (äèâ. [13℄), ìîæíà ãàðàíòóâàòèiñíóâàííÿ òà ¹äèííiñòü ñëàáêîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi â êëàñi �óíêöié çîáìåæåíîþ ïîâíîþ âàðiàöi¹þ, äå ïiä ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨ çàäà÷i áóäåìî ðîçóìiòèòàêå:Îçíà÷åííÿ 1. Íåõàé J � âóçîë ç n âõiäíèìè äîðîãàìè I1, . . . , In ç êiíöåì bi
(i ∈ {1, . . . , n}) ó âóçëi òà m âèõiäíèìè äîðîãàìè In+1, . . . , In+m ç êiíöåì ai

(i ∈ {n+ 1, . . . , n+m}). Íåõàé çàäàíî �óíêöi¨ ρ̄i ∈ L∞(Ii) ∩ BV (Ii), i ∈
{1, . . . , N}. Áóäåìî êàçàòè, ùî ñóêóïíiñòü �óíêöié

ρ = (ρ1, . . . , ρN ) :

N∏

i=1

([0, T ] × Ii) → RN ,äå
ρi ∈ C([0, T ]; L1

loc(Ii)), i ∈ {1, . . . , N} ,¹ äîïóñòèìèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (2.1)-(2.5), ÿêùî:(a): ρi : [0, T ]× Ii → R ¹ ñëàáêèì åíòðîïiéíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (2.1) íà Ii,òîáòî ∫ T

0

∫ bi

ai

(ρi∂tϕ+ fi(ρi)∂xϕ)dxdt = 0, (2.6)
∫ T

0

∫ bi

ai

(|ρi − k|∂tϕ̃+ sgn(ρi − k)(fi(ρi) − fi(k))∂xϕ̃) dxdt ≥ 0 (2.7)äëÿ äîâiëüíî¨ ãëàäêî¨ �óíêöi¨ ϕ : [0, T ] × Ii → R ç êîìïàêòíèì íîñi¹ìíà ìíîæèíi (0, T ) × (ai, bi) äëÿ k ∈ R òà äëÿ äîâiëüíî¨ ãëàäêî¨ äîäàò-íî¨ �óíêöi¨ ϕ̃ : [0, T ] × Ii → R ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì íà (0, T ) × (ai, bi),ïðè öüîìó äëÿ i ∈ {1, . . . , n} òà j ∈ {n+ 1, . . . , n+m} âèêîíóþòüñÿ òàêióìîâè:
ϕi(·, bi) = ϕj(·, aj),

∂ϕi

∂ x
(·, bi) =

∂ϕj

∂ x
(·, aj);(á): ρi(0, ·) = ρ̄i íà Ii äëÿ ∀ i ∈ {1, . . . , N};(â): fj(ρj(·, aj+)) =

∑n
i=1 αjifi(ρi(·, bi−)) äëÿ ∀ j = n+ 1, . . . , n+m;(ã): L(J, A, ρ) :=

∑n
i=1 fi(ρi(·, bi−)) äîñÿãà¹ ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åííÿ íà ïàði

(A, ρ) ïðè îáìåæåííÿõ (à)�(â), äå A(J) ∈ Rn×m � ìàòðèöÿ ðîçïîäiëóðóõó ó âóçëi.Îäíàê ðîçãëÿíóòà çàäà÷à Êîøi (2.1)�(2.2) íå ¹ êîðåêòíîþ çà Àäàìàðîì,ùî îçíà÷à¹ âiäñóòíiñòü íåïåðåðâíî¨ çàëåæíîñòi ¨¨ ðîçâ'ÿçêiâ âiä ïî÷àòêîâèõóìîâ [9℄. Òîìó ÿê �àêòîðè êåðóâàííÿ, ÿêi âïëèâàþòü íà ïîâåäiíêó òàêèõçàäà÷, ïîòðiáíî âèáèðàòè íå ïî÷àòêîâi óìîâè (ç ÿêèìè íåìà¹ íåïåðåðâíî¨



ÑÊÀËß�ÈÇÀÖIß ÇÀÄÀ×I ÂÅÊÒÎ�ÍÎ� ÎÏÒÈÌIÇÀÖI� 127çàëåæíîñòi), à åëåìåíòè ìàòðèöi ðîçïîäiëó òðàíñïîðòíîãî ïîòîêó A ó âóçëàõìåðåæi.2.2. Äåÿêi ïîëîæåííÿ ïðî ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíèé ïðîñòið L2(Ω)Íåõàé Ω � ìåðåæà. Ïîâ'ÿæåìî ç öi¹þ ìíîæèíîþ äiéñíèé ïðîñòið L2(Ω).Íàäàëi, ïðèéìàþ÷è ïîçíà÷åííÿ y ∈ L2(Ω), ââàæà¹ìî, ùî y = (y1, . . . , yN ) òà
yk ∈ L2(Ik) äëÿ k = 1, . . . , N . Íàãàäà¹ìî, ùî L2(Ω), ÿê òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið,íàäiëåíèé ñëàáêîþ òîïîëîãi¹þ. Äëÿ ïiäìíîæèíè S ⊂ L2(Ω) ïîçíà÷èìî ÷åðåçintωS òà lωS âiäïîâiäíî ¨¨ âíóòðiøíiñòü òà çàìèêàííÿ âiäíîñíî ñëàáêî¨ òîïî-ëîãi¨ ïðîñòîðó L2(Ω). Òàêîæ ïðèïóñòèìî, ùî L2(Ω) ¹ ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíèìçà êîíóñîì äîäàòíèõ åëåìåíòiâ Λ, ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ òàêèì ÷èíîì:

Λ =
{
f ∈ L2(Ω); f(x) ≥ 0 ìàéæå ñêðiçü íà Ω

}
. (2.8)Òîäi äëÿ åëåìåíòiâ y, z ∈ L2(Ω) áóäåìî çàïèñóâàòè y ≤Λ z óñÿêèé ðàç, êîëè z ∈

y+Λ, i y <Λ z, ÿêùî z−y ∈ Λ\{0}. Áóäåìî êàçàòè, ùî ïîñëiäîâíiñòü {yk}∞k=1 ⊂
L2(Ω) ¹ íåçðîñòàþ÷îþ òà âèêîðèñòîâóâàòè ïîçíà÷åííÿ yk ↓ óñÿêèé ðàç, êîëèäëÿ âñiõ k ∈ N ìà¹ìî: yk+1 ≤Λ yk. Òàêîæ áóäåìî êàçàòè, ùî ïîñëiäîâíiñòü
{yk}∞k=1 ⊂ L2(Ω) ¹ îáìåæåíîþ çíèçó, ÿêùî iñíó¹ åëåìåíò y∗ ∈ L2(Ω) òàêèé,ùî y∗ ≤Λ yk äëÿ ∀ k ∈ N .Äëÿ òîãî, ùîá îçíà÷èòè "îïòèìàëüíi"åëåìåíòè äëÿ ïiäìíîæèíè S ÷àñò-êîâî óïîðÿäêîâàíîãî ïðîñòîðó L2(Ω), ñêîðèñòà¹ìîñÿ òàêèì ïîíÿòòÿì:Îçíà÷åííÿ 2. [12℄ Åëåìåíò y∗ ∈ S ⊂ L2(Ω) áóäåìî íàçèâàòè ìàêñèìàëüíèìåëåìåíòîì ìíîæèíè S, ÿêùî íå iñíó¹ y ∈ S òàêîãî, ùî y ≥Λ y

∗, y 6= y∗, òîáòî
S ∪ (y∗ + Λ) = y∗.Ïîçíà÷èìî ÷åðåç MaxΛ(S) ñóêóïíiñòü óñiõ ìàêñèìàëüíèõ åëåìåíòiâ ìíî-æèíè S. Ââåäåìî äâà äîäàòêîâi åëåìåíòè −∞Λ i +∞Λ ó L2(Ω). Ïðèïóñòèìî,ùî öi åëåìåíòè çàäîâîëüíÿþòü òàêi óìîâè:

1) −∞Λ ≤ y ≤ +∞Λ, ∀ y ∈ L2(Ω); 2) + ∞Λ + (−∞Λ) = 0.Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Y ∗ ÷àñòêîâî ðîçøèðåíèé ïðîñòið Áàíàõà: Y ∗ = L2(Ω) ∪
{−∞Λ}, ïðèïóñêàþ÷è, ùî

‖ −∞Λ‖L2(Ω) = +∞ i y + λ(−∞Λ) = −∞, ∀ y ∈ L2(Ω), ∀ λ ∈ R+.Îçíà÷åííÿ 3. Áóäåìî êàçàòè, ùî ìíîæèíà E ¹ å�åêòèâíèì ñóïðåìóìîììíîæèíè S ⊂ L2(Ω) âiäíîñíî ñëàáêî¨ òîïîëîãi¨ ïðîñòîðó L2(Ω) çà êîíóñîì Λ(àáî ñêîðî÷åíî (Λ, ω)-ñóïðåìóìîì), ÿêùî E ¹ ñóêóïíiñòþ óñiõ ìàêñèìàëüíèõåëåìåíòiâ ìíîæèíè clωS ó âèïàäêó, êîëè öÿ ìíîæèíà íåïóñòà, i E äîðiâíþ¹
+∞Λ iíàêøå.Íàäàëi, (Λ, ω)-ñóïðåìóì äëÿ ìíîæèíè E áóäåìî ïîçíà÷àòè ÿê Sup Λ, ωS.Òàêèì ÷èíîì, ç îãëÿäó íà ïîïåðåäí¹ îçíà÷åííÿ, ìà¹ìî:

Sup Λ, ωS :=

{
MaxΛ(clωS), MaxΛ(clωS) 6= ∅,
+ ∞Λ, MaxΛ(clωS) = ∅.



128 Ò. À. ÁÎÆÀÍÎÂÀÍåõàé X∂ íåïóñòà ïiäìíîæèíà áàíàõîâîãî ïðîñòîðó X òà I : X∂ → L2(Ω) �äåÿêå âiäîáðàæåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî âiäîáðàæåííÿ I : X∂ → L2(Ω) ìîæíàïîâ'ÿçàòè ç éîãî ðîçøèðåííÿì Î : X → Y ∗ íà âåñü ïðîñòið X, äå
Î =

{
I(x), x ∈ X∂

−∞Λ, x 6∈ X∂ .
(2.9)Áóäåìî êàçàòè, ùî âiäîáðàæåííÿ I : X∂ → Y ∗ ¹ îáìåæåíèì çâåðõó, ÿêùîiñíó¹ åëåìåíò z ∈ L2(Ω) òàêèé, ùî z ≥Λ I(x) äëÿ âñiõ x ∈ X∂ .Îçíà÷åííÿ 4. Ïiäìíîæèíó A ∈ L2(Ω) áóäåìî íàçèâàòè å�åêòèâíèì ñóïðå-ìóìîì âiäîáðàæåííÿ

I : X∂ → L2(Ω)âiäíîñíî ñëàáêî¨ òîïîëîãi¨ ïðîñòîðó L2(Ω) i ïîçíà÷àòè SupΛ, ω
x∈X∂

I(x), ÿêùî A¹ (Λ, ω)-ñóïðåìóìîì îáðàçó I(X∂) iç X∂ íà L2(Ω), òîáòî,
Sup Λ, ω

x∈X∂
I(x) = SupΛ, ω {I(x) : ∀ x ∈ X∂} .Çàóâàæåííÿ 1. Òåïåð çðîçóìiëî, ùî ÿêùî a ∈ Sup Λ, ω

x∈X∂
I(x), òî

clω {I(x) : ∀ x ∈ X∂} ∩ (a+ Λ) = {a}çà óìîâè, ùî MaxΛ[clω {I(x) : ∀ x ∈ X∂}].Íåõàé {yk}∞k=1 ïîñëiäîâíiñòü ó ïðîñòîði L2(Ω). Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Lω {yk}ìíîæèíó âñiõ ¨¨ òî÷îê çãóùåííÿ âiäíîñíî ñëàáêî¨ òîïîëîãi¨ ïðîñòîðó L2(Ω) ,òîáòî y ∈ Lω {yk}, ÿêùî iñíó¹ ïiäïîñëiäîâíiñòü {yki
}∞i=1 ⊂ {yk}∞k=1 òàêà, ùî

yki
⇀ y ó L2(Ω) ïðè i → ∞. ßêùî öÿ ìíîæèíà íå îáìåæåíà çâåðõó, òîáòî

Sup Λ, ωLω {yk} = +∞Λ, òî ïðèïóñêà¹ìî, ùî {+∞Λ} ∈ Lω {yk}. Çà�iêñó¹ìîåëåìåíò x0 ∈ X∂ . Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî âiäîáðàæåííÿ I : X∂ → L2(Ω) ââåäåìîäî ðîçãëÿäó íàñòóïíi ìíîæèíè:
Lσ×ω (I, x0) :=

⋃

{xk}
∞

k=1∈Mσ(x0)

Lω
{
Î(xk)

}
, (2.10)

Lσ×ω
max (I, x0) := Lσ×ω (I, x0) ∩ SupΛ, ω

x∈X∂
I(x), (2.11)äåMσ(x0) � öå ìíîæèíà âñiõ ïîñëiäîâíîñòåé {xk}∞k=1 ⊂ X òàêèõ, ùî xk → x0âiäíîñíî σ-òîïîëîãi¨ ïðîñòîðó X.Îçíà÷åííÿ 5. Áóäåìî êàçàòè, øî ïiäìíîæèíà A ⊂ L2(Ω)∪{±∞Λ} ¹ Λ- íèæ-íüîþ ñåêâåíöiàëüíîþ ãðàíèöåþ âiäîáðàæåííÿ I : X∂ → L2(Ω) ó òî÷öi x0 ∈ X∂âiäíîñíî òîïîëîãi¨ äîáóòêó σ × ω ïðîñòîðó X × L2(Ω) i âèêîðèñòîâóâàòè ïî-çíà÷åííÿ A = lim supΛ, ω

x
σ
→x0

I(x), ÿêùî
lim supΛ, ω

x
σ
→x0

I(x) :=

{
Lσ×ω

max (I, x0) , Lσ×ω
max (I, x0) 6= ∅,

Sup Λ, ωLσ×ω(I, x0), L
σ×ω
max (I, x0) = ∅.

(2.12)



ÑÊÀËß�ÈÇÀÖIß ÇÀÄÀ×I ÂÅÊÒÎ�ÍÎ� ÎÏÒÈÌIÇÀÖI� 129Çàóâàæåííÿ 2. Ó ñêàëÿðíîìó âèïàäêó (I : X∂ → R) ìíîæèíè
SupΛ, ω

x∈X∂
I(x) òà Sup Λ, ωLσ×ω(I, x0)ìiñòÿòü òiëüêè îäèí åëåìåíò. Òîìó, ÿêùî Lσ×ω

max (I, x0) 6= ∅, òî ìà¹ìî:
Lσ×ω

max (I, x0) = Lσ×ω (I, x0) ∩ SupΛ, ω
x∈X∂

I(x) =

= Sup Λ, ωLσ×ω(I, x0) ∩ SupΛ, ω
x∈X∂

I(x) = Sup Λ, ωLσ×ω(I, x0).Îòæå, â öüîìó âèïàäêó (2.12) äà¹ êëàñè÷íå îçíà÷åííÿ íèæíüî¨ ãðàíèöi.3. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i âåêòîðíî¨ îïòèìiçàöi¨ äëÿ òðàíñïîðòíîãîïîòîêó íà ìåðåæiÎñêiëüêè òðàíñïîðòíèé ïîòiê íà ìåðåæi íàäà¹ ìîæëèâiñòü çàëó÷åííÿ �àê-òîðiâ êåðóâàííÿ, êîòði âïëèâàþòü íà ùiëüíiñòü òðàíñïîðòíèõ ïîòîêiâ, íàäàëiòðàíñïîðòíèé ïîòiê áóäåìî òðàêòóâàòè ÿê îá'¹êò êåðóâàííÿ. Ó öüîìó âèïàäêóíåîáõiäíî �îðìàëiçóâàòè �içè÷íi òà ìàòåìàòè÷íi çíà÷åííÿ �àêòîðiâ êåðóâàí-íÿ òà ïîâ'ÿçàòè ç íèìè âiäïîâiäíèé ñòàí òàêîãî îá'¹êòà êåðóâàííÿ.Äëÿ ïðîñòîòè îáìåæèìîñü âèïàäêîì ìåðåæi Ω = (I, J ), êîòðà âêëþ÷à¹âóçëè J ∈ J ëèøå äâîõ âèäiâ: J ∈ J1, 2 òà J ∈ J2, 1. Ïåðøèé âèä âóçëà(J ∈ J1, 2) ìà¹ îäíó âõiäíó äîðîãó m ç êiíöåì bm ó âóçëi òà äâi âèõiäíiäîðîãè r, s ç êiíöÿìè ar, as ó âóçëi, âiäïîâiäíî. Çãiäíî ç ïiäõîäîì Colite,Garavello& Pioli [7, 9℄, ó òàêîìó âóçëi ìàòðèöÿ ðîçïîäiëó ïîòîêó íàáóâà¹âèãëÿäó A(J) = [αm, 1 − αm]t, äå 0 ≤ αm ≤ 1. Îòæå, ó òàêîìó âóçëi äiéñíèéïàðàìåòð αm ∈ (0, 1) ìîæíà âçÿòè çà �àêòîð êåðóâàííÿ.Äðóãèé âèä âóçëiâ (J ∈ J2, 1) ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ âõiäíèõ äîðiã p òà qç êiíöÿìè bp i bq ó âóçëi òà îäíi¹¨ âèõiäíî¨ äîðîãè r ç êiíöåì ar ó âóçëi.Äëÿ âóçëiâ òàêîãî âèäó iñíó¹ ïðàâèëî (äèâ. [3℄), ÿêå îïèñó¹ ó ïðîöåíòíîìóñïiââiäíîøåííi êiëüêiñòü ìàøèí, ùî ïðî¨æäæàþòü iç îêðåìî¨ âõiäíî¨ äîðîãè÷åðåç öi âóçëè ìåðåæi. Áiëüøå òîãî, öå ïðàâèëî âèêîíó¹òüñÿ äëÿ êîæíîãîâóçëà J ∈ J2, 1, i òîìó â òàêèõ âóçëàõ òðàíñïîðòíèé ïîòiê óæå íå ¹ êåðîâàíèì.Ïðèïóñòèìî, ùî ìåðåæà Ω = (I,J ) ìà¹ ñòðîãî N äîðiã i J = J1, 2 ∪ J2, 1,äå ìíîæèíà J1, 2 ìiñòèòü K âóçëiâ ïåðøîãî âèäó, à ìíîæèíà J2, 1 �M âóçëiâäðóãîãî âèäó. Òàêèì ÷èíîì, ìà¹ìî ìåðåæó ç K ïàðàìåòðàìè êåðóâàííÿ α =
(α1, . . . , αK) òà M çàäàíèìè ïàðàìåòðàìè ζ = (ζ1, . . . , ζM), 0 < ζl < 1 l ∈
{1, . . . ,M}. Ïðè öüîìó íà êîæíié äîðîçi Ii = [ai, bi] ∈ I øâèäêiñòü υ = υ(ρ)çàäîâîëüíÿ¹ òàêi âèìîãè:

υ(ρ)� íåïåðåðâíî-ñïàäíà �óêíöiÿ íà âiäðiçêó [0, max
1≤i≤N

ρmax,i] (3.1)
0 ≤ υ(ρi) ≤ υi,max, ∀ i ∈ {1, . . . , N} , (3.2)äå υi,max ∈ L2(Ii) (1 ≤ i ≤ N) âiäîìi �óíêöi¨.Óâåäåìî äî ðîçãëÿäó òàêi ïîçíà÷åííÿ:1. A = {α = (α1, . . . , αK)| β ≤ αi ≤ 1 − β, i = 1, . . . ,K} ⊂ RK � ìíîæèíàïàðàìåòðiâ êåðóâàííÿ, äå β ∈ (0, 1/2) äîñèòü ìàëå äîäàòíå ÷èñëî;2. X = RK ×C(0, T ; L∞(Ω)∩BV (Ω)) � ïðîñòið äîïóñòèìèõ ïàð (α, ρ) ;



130 Ò. À. ÁÎÆÀÍÎÂÀ3. P : RK × C(0, T ; L∞(Ω) ∩ BV (Ω)) → L2(Ω) (1 < p < +∞) � öiëüîâåâiäîáðàæåííÿ;4. Λ =
{
g ∈ L2(Ω) : g(x) ≥ 0 ìàéæå ñêðiçü íà Ω

} � óïîðÿäêîâàíèé êîíóñäîäàòíèõ åëåìåíòiâ ó ïðîñòîði L2(Ω).Âiäîìî (äèâ. [3℄), ùî äëÿ ∀ α = (α1, . . . , αK) ∈ A çàäà÷à
∫ T

0

∫ bi

ai

(ρi∂tϕ+ fi(ρi)∂xϕ)dxdt = 0, ∀ϕ ∈ C∞
0 ((0, T )× (ai, bi)), ∀ Ii ∈ I, (3.3)





∫ T

0

∫ bi

ai

(|ρi − k|∂tϕ̃+ sgn(ρi − k)(fi(ρi) − fi(k))∂xϕ̃) dxdt ≥ 0,

∀ d ∈ R, ∀ ϕ̃ ∈ C∞
0 ((0, T ) × (ai, bi)), ϕ̃ ≥ 0, ∀ i ∈ {1, . . . , N} ,

(3.4)
ρi(0, ·) = ρ̄i íà Ii äëÿ ∀ i ∈ {1, . . . , N} , (3.5)





fr(ρr(·, a+
r )) = αkfm(ρm(·, b−m)) òà fs(ρs(·, a+

s )) = (1 − αk)fm(ρm(·, b−m)),äëÿ ∀ Jk ∈ J1, 2 ç îäíi¹þ âõiäíîþ äîðîãîþ m ç êiíöåì bm ó âóçëi Jkòà âèõiäíèìè äîðîãàìè r, s ç êiíöÿìè ar, as ó Jk, ∀ k ∈ {1, . . . ,K} , (3.6)



fr(ρr(·, a+
r )) = ζlfp(ρp(·, b−p )) + (1 − ζl)fq(ρq(·, b−q ))äëÿ ∀ Jl ∈ J2, 1 ç äâîìà âõiäíèìè äîðîãàìè p, q ç êiíöÿìè bp, bq Jlòà îäíi¹þ âèõiäíîþ äîðîãîþ r ç êiíöåì ar ó Jl, ∀ l ∈ {1, . . . ,M} ,

(3.7)




L(J, α, ρ) :=

n∑

i=1

fi(ρi(·, b+i )) äîñÿãà¹ ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åííÿ ïðèîáìåæåííÿõ (3.3)�(3.7) ∀ J ∈ J , äå n = 1, ÿêùî J ∈ J1, 2,i n = 2, ÿêùî J ∈ J2, 1

(3.8)ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê
ρ = (ρ1, . . . , ρN ) :

N∏

i=1

([0, T ] × Ii) → RN ó ïðîñòîði C(0, T ; L∞(Ω) ∩BV (Ω))òàêèé, ùî
Tot. VIi

(ρi(t, ·)) ≤ Tot. VIi
(ρ̄i), i ∈ {1, . . . , N} ,äå ρ̄ = {ρ̄i ∈ L∞(Ii) ∩BV (Ii)}N

i=1 � ïî÷àòêîâèé ðîçïîäië ùiëüíîñòi ïîòîêóìàøèí.Ïîâ'ÿæåìî ç çàäà÷åþ (3.3)-(3.8) íàñòóïíó çàäà÷ó âåêòîðíî¨ îïòèìiçàöi¨:ðåàëiçóâàòè SupΛ, ω {P (α, ρ)} (3.9)äëÿ âñiõ α = (α1, . . . , αK) ∈ RK òà ρ = (ρ1, . . . , ρN ) ∈ C(0, T ; L∞(Ω)∩BV (Ω))çà óìîâ (3.3)-(3.8) òà (3.1)-(3.2).Îçíà÷åííÿ 6. Áóäåìî êàçàòè, ùî çàäà÷à (3.9) ¹ ðåãóëÿðíîþ, ÿêùî äëÿ çà-äàíî¨ ñóêóïíîñòi �óíêöié ïîòîêó f = (f1, . . . , fN ) ç âëàñòèâîñòÿìè (2.3) iñíó¹ïàðà
(α, ρ) ∈ A× C(0, T ; L∞(Ω) ∩BV (Ω)),



ÑÊÀËß�ÈÇÀÖIß ÇÀÄÀ×I ÂÅÊÒÎ�ÍÎ� ÎÏÒÈÌIÇÀÖI� 131äå ρ = ρ(α) � öå âiäïîâiäíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3.3)�(3.8) òàêèé, ùî ρ çàäî-âîëüíÿ¹ óìîâè (3.1)�(3.2), i P (α, ρ) >Λ z äëÿ äåÿêîãî åëåìåíòà z ∈ L2(Ω). Óöüîìó âèïàäêó ïàðó (α, ρ) áóäåìî íàçèâàòè äîïóñòèìîþ.Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Ξ ìíîæèíó âñiõ äîïóñòèìèõ ïàð çàäà÷i (3.3)�(3.9). Î÷å-âèäíî, ùî Ξ ⊂ A × C(0, T ; L∞(Ω) ∩ BV (Ω)). Íàäàëi áóäåìî ïîâ'ÿçóâàòè öþçàäà÷ó ç ÷åòâiðêîþ < Ξ, P, Λ, ω >, äå ω ¹ ñëàáêîþ òîïîëîãi¹þ ïðîñòîðóêåðóâàíü L2(Ω).Îçíà÷åííÿ 7. Äîïóñòèìó ïàðó (αeff , ρeff ) ∈ Ξ áóäåìî íàçèâàòè (Λ, ω)-å�åêòèâíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (3.1)-(3.9), ÿêùî ïàðà (αeff , ρeff ) ðåàëiçó¹
(Λ, ω)-ñóïðåìóì âiäîáðàæåííÿ P : Ξ → L2(Ω), òîáòî

P (αeff , ρeff ) ∈ SupΛ, ω
(α, ρ)∈ Ξ

P (α, ρ) = SupΛ, ω {P (α, ρ) : ∀ (α, ρ) ∈ Ξ} .Ïîçíà÷èìî ÷åðåç E�ω(Ξ; P ; Λ) ìíîæèíó âñiõ (Λ, ω)-å�åêòèâíèõ ðîçâ'ÿçêiââåêòîðíî-îïòèìiçàöiéíî¨ çàäà÷i (3.1)�(3.9), òîáòîE�ω(Ξ; P ; Λ) =
{

(αeff , ρeff ) ∈ Ξ : P (αeff , ρeff ) ∈ SupΛ, ω
(α, ρ)∈ Ξ

P (α, ρ)
}
.Òåïåð äàìî íàñòóïíèé ðåçóëüòàò ñòîñîâíî òîïîëîãi÷íèõ âëàñòèâîñòåé ìíî-æèíè äîïóñòèìèõ ïàð Ξ çàäà÷i (3.9). Íåõàé τ -òîïîëîãiÿ íà

Y = RK × L2(0, T ; BV (Ω)),ÿêà çàäàíà ÿê äîáóòîê ïîòî÷êîâî¨ çáiæíîñòi â RK òà ñëàáêî¨ òîïîëîãi¨ âïðîñòîði L2(0, T ;BV (Ω)). Òîäi ìà¹ ìiñöå òåîðåìà, äîâåäåííÿ ÿêî¨ ìîæíà çíàé-òè ó ïðàöi [2℄.Òåîðåìà 1. Íåõàé {(αk, ρk) ∈ Ξ
}∞

k=1
äîâiëüíà ïîñëiäîâíiñòü äîïóñòèìèõïàð ó çàäà÷i (3.3)-(3.8). Òîäi çíàéäåòüñÿ ïàðà (α∗, ρ∗) ∈ Y i ïiäïîñëiäîâ-íiñòü äàíî¨ ïîñëiäîâíîñòi (äëÿ ÿêî¨ çáåðåæåìî ïîïåðåäíi ïîçíà÷åííÿ) òàêi,ùî

(α∗, ρ∗) ∈ Ξ, (αk, ρk)
τ→ (α∗, ρ∗),òîáòî ìíîæèíà Ξ ¹ ñåêâåíöiéíî êîìïàêòíîþ âiäíîñíî τ -çáiæíîñòi.Íàñëiäîê 1. ßêùî α ∈ A, òî âiäîáðàæåííÿ α 7→ ρ(α) ¹ íåïåðåðâíèì ó òî-ïîëîãi¨ ïîòî÷êîâî¨ çáiæíîñòi â RK òà ñëàáêî¨ òîïîëîãi¨ â L2(0, T ; BV (Ω)).Íåõàé P̂ : [RK ×C(0, T ; BV (Ω))] → Y ∗ � äåÿêå ðîçøèðåííÿ âiäîáðàæåííÿ

P : Ξ → L2(Ω) íà âåñü ïðîñòið RK ×L2(0, T ; BV (Ω)). Òóò ÷åðåç Y ∗ ïîçíà÷åíî÷àñòêîâî ðîçøèðåíèé ïðîñòið Áàíàõà L2(Ω) ∪ {−∞Λ}.Îçíà÷åííÿ 8. Áóäåìî êàçàòè, ùî âiäîáðàæåííÿ P : Ξ → L2(Ω) ¹ (Λ, τ × ω)-íàïiâíåïåðåðâíèì çâåðõó ((Λ, τ × ω)-íí. çâ.) ó òî÷öi (α0, ρ0) ∈ Ξ, ÿêùî
P (α0, ρ0)∈ lim supΛ, ω

(α, ρ)
τ
→(α0, ρ0)

P̂ (α, ρ)



132 Ò. À. ÁÎÆÀÍÎÂÀÂiäîáðàæåííÿ P ¹ (Λ, τ ×ω)-íí. çâ. íà ìíîæèíi Ξ, ÿêùî P ¹ (Λ, τ ×ω)-íí.çâ. íà êîæíié ïàði ç Ξ.Òîé �àêò, ùî ìíîæèíà Ξ äîïóñòèìèõ ïàð çàäà÷i (3.9) ¹ ñåêâåíöiéíî êîì-ïàêòíîþ â çàäàíié òîïîëîãi¨ τ , äà¹ íàì ïiäñòàâè ãàðàíòóâàòè ðîçâ'ÿçíiñòüøèðîêîãî êëàñó îïòèìiçàöiéíèõ çàäà÷ äëÿ òðàíñïîðòíèõ ïîòîêiâ íà ìåðå-æàõ. Îòæå, ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà òåîðåìà, ÿêà òîðêà¹òüñÿ iñíóâàííÿ å�åêòèâ-íèõ ðîçâ'ÿçêiâ âåêòîðíî-îïòèìiçàöiéíî¨ çàäà÷i (3.9), äîâåäåííÿ ÿêî¨ ìîæíàçíàéòè â [3℄.Òåîðåìà 2. Ïðèïóñòèìî, ùî âåêòîðíî-îïòèìiçàöiéíà çàäà÷à (3.9) ¹ ðå-ãóëÿðíîþ. Íåõàé çàäàíî (Λ, τ × ω)-íí. çâ. âiäîáðàæåííÿ P : Ξ → L2(Ω).Òîäi çàäà÷à âåêòîðíî¨ îïòèìiçàöi¨ (3.9) ìà¹ íåïóñòó ïiäìíîæèíó (Λ, ω)-å�åêòèâíèõ ðîçâ'ÿçêiâ.4. Ñêàëÿðèçàöiÿ çàäà÷i âåêòîðíî¨ îïòèìiçàöi¨Îñêiëüêè çàãàëüíîâiäîìèì ìåòîäîì ïîáóäîâè ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷ âåêòîðíî¨îïòèìiçàöi¨ ¹ çàëó÷åííÿ ïðîöåäóðè ¨õ ñêàëÿðèçàöi¨, ðîçãëÿíåìî òàêèé ïiäõiäíà ïðèêëàäi íàéïðîñòiøî¨ ñõåìè ñêàëÿðèçàöi¨, ÿêà ãðóíòó¹òüñÿ íà iäå¨ ïîáó-äîâè âiäïîâiäíèõ çãîðòîê. Íàâåäåìî äåÿêi îïîðíi îçíà÷åííÿ òà òåîðåìè.Îçíà÷åííÿ 9. Áóäåìî êàçàòè, ùî λ ∈ L2(Ω) ¹ êâàçi-âíóòðiøíüîþ òî÷êîþêîíóñà äîäàòíèõ åëåìåíòiâ Λ, ÿêùî λ(x) ≥ 0 ìàéæå ñêðiçü íà Ω òà äëÿ âñiõ
b ∈ Λ \ {0} ∫

Ω
b(x)λ(x)dx > 0.Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Λ♯ ìíîæèíó âñiõ êâàçi-âíóòðiøíiõ òî÷îê êîíóñà Λ. Î÷å-âèäíî, ùî

Λ♯ =
{
λ ∈ L2(Ω) : λ(x) > 0 ìàéæå ñêðiçü íà Ω

}
.Ïîâ'ÿæåìî iç çàäà÷åþ âåêòîðíî¨ îïòèìiçàöi¨ (3.9) íàñòóïíó ñêàëÿðíó çà-äà÷ó ìiíiìiçàöi¨:




Pλ(α, ρ) =

∫

Ω
P (α, ρ)λ(x)dx → sup,çà óìîâè, ùî (α, ρ) ∈ Ξ ⊂ RK × C(0, T ;BV (Ω)),

(4.1)äå λ � öå åëåìåíò êîíóñà (2.8). Íàäàëi �óíêöiîíàë Pλ íàçèâàòèìåìî λ-çãîðòêîþ âiäîáðàæåííÿ P .Îñíîâíó âëàñòèâiñòü äàíî¨ ñêàëÿðíî¨ çàäà÷i ìîæíà îçíà÷èòè òàêèì ÷èíîì:Òåîðåìà 3. Íåõàé P : Ξ → L2(Ω) � çàäàíèé îïåðàòîð êåðóâàííÿ. Ïðèïó-ñòèìî, ùî iñíó¹ ïàðà (α0, ρ0) ∈ Ξ òà åëåìåíò λ ∈ Λ♯ òàêi, ùî
(α0, ρ0) ∈ Argmax

(α,ρ)∈Ξ

∫

Ω
P (α, ρ)λ(x)dx.Òîäi (α0, ρ0) ¹ (Λ, ω)-å�åêòèâíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i îïòèìiçàöi¨ (3.9).



ÑÊÀËß�ÈÇÀÖIß ÇÀÄÀ×I ÂÅÊÒÎ�ÍÎ� ÎÏÒÈÌIÇÀÖI� 133Äîâåäåííÿ. Çà ïî÷àòêîâèìè ïðèïóùåííÿìè äëÿ ∀(α, ρ) ∈ Ξ ìà¹ìî:
Pλ(α0, ρ0) − Pλ(α, ρ) =

∫

Ω
(Pλ(α0, ρ0) − Pλ(α, ρ))λ(x)dx ≥ 0. (4.2)Íåõàé z � äîâiëüíèé åëåìåíò ìíîæèíè îáðàçiâ clωP (Ξ). Òîäi iñíó¹ ïîñëiäîâ-íiñòü {(αk, ρk)

}∞
k=1

⊂ Ξ òàêà, ùî P (αk, ρk) ⇀ z â L2(Ω) ïðè k → ∞. Îòæå,áåðó÷è äî óâàãè (4.2), îòðèìà¹ìî:
∫

Ω
(Pλ(α0, ρ0) − Pλ(αk, ρk))λ(x)dx ≥ 0 äëÿ ∀k ∈ N. (4.3)Òîäi, ïåðåõîäÿ÷è äî ãðàíèöi â iíòåãðàëüíié íåðiâíîñòi (4.3) ïðè k → ∞, îòðè-ìà¹ìî: ∫

Ω
(Pλ(α0, ρ0) − z)λ(x)dx ≥ 0 äëÿ ∀z ∈ clωP (Ξ). (4.4)Ïðèïóñòèìî, ùî (α0, ρ0) 6∈ Effω(Ξ;P ; Λ). Òîäi iñíó¹ åëåìåíò h ∈ clωP (Ξ) òà-êèé, ùî h >Λ P (α0, ρ0). Òîìó h−P (α0, ρ0) ∈ Λ\{0}. Îòæå, çãiäíî ç îçíà÷åííÿì(9), ìà¹ìî: ∫

Ω
(h− P (α0, ρ0))λ(x)dx > 0,ùî ñóïåðå÷èòü óìîâi (4.4). Òàêèì ÷èíîì, (α0, ρ0) ∈ Effω(Ξ;P ; Λ). Òåîðåìàäîâåäåíà.Íàñëiäîê 2. Çà óìîâè âèêîíàííÿ ïðèïóùåíü òåîðåìè 3, ìà¹ìî:

⋃

λ∈Λ♯

Argmax
(α,ρ)∈Ξ

∫

Ω
P (α, ρ)λ(x)dx ⊆ Effω(Ξ;P ; Λ). (4.5)Çàóâàæèìî, ùî öiëüîâèé îïåðàòîð ó òåîðåìi 3 ó çàãàëüíîìó âèïàäêó íå ¹

(Λ, τ×ω)-íàïiâíåïåðåðâíèì çâåðõó. Òàêèì ÷èíîì, ïîñòà¹ ïèòàííÿ ïðî ðîçâ'ÿç-íiñòü âiäïîâiäíî¨ ñêàëÿðíî¨ çàäà÷i ìiíiìiçàöi¨ (4.1) ç λ ∈ Λ♯. Çãiäíî ç ïðÿìèììåòîäîì âàðiàöiéíîãî ÷èñëåííÿ, çàäà÷à óìîâíî¨ ìiíiìiçàöi¨ (4.1) ìà¹ íåïóñòóìíîæèíó ðîçâ'ÿçêiâ çà óìîâè, ùî Ξ ¹ τ -êîìïàêòíîþ ïiäìíîæèíîþ i
Pλ(·, ·) =

∫

Ω
P (·, ·)dx : Ξ → R̄¹ âëàñíîþ τ�íí.çâ. �óíêöi¹þ. Îäíàê âiäìiííîþ îñîáëèâiñòþ çàäà÷i âåêòîð-íî¨ îïòèìiçàöi¨ (3.9) ¹ òîé �àêò, ùî ç áóäü-ÿêèì (Λ, τ × ω)-íàïiâíåïåðåðâíèìçâåðõó îïåðàòîðîì P : Ξ → L2(Ω), ÿêèé íå ¹ íi íí. çâ., íi êâàçi-íí. çâ., ìîæ-íà çàâæäè ïîâ'ÿçàòè ñêàëÿðíó çàäà÷ó ìiíiìiçàöi¨ (4.1), äëÿ ÿêî¨ âiäïîâiäíèé�óíêöiîíàë âàðòîñòi Pλ : Ξ → R íå ¹ τ�íí. çâ. íà Ξ. Ñïðàâäi, íåõàé (α0, ρ0) �ïàðà ç ìíîæèíè Ξ, íà ÿêié îïåðàòîð P íå ¹ êâàçi-íí.çâ. Òîäi iñíó¹ ùîíàéìåíøåîäèí åëåìåíò a∗ ∈ clω(P (Ξ)) òàêèé, ùî

a∗ ∈ lim supΛ,ω

(α,ρ)
τ
→(α0,ρ0)

P (α, ρ), P (α0, ρ0) ∈ lim supΛ,ω

(α,ρ)
τ
→(α0,ρ0)

P (α, ρ) (4.6)òà a∗ 6= P (α0, ρ0).
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∞
k=1 ⊂ Ξ òàêà, ùî (αk, ρk)

τ→ (α0, ρ0) ó ïðîñòîði Yòà P (αk, ρk) ⇀ a∗ â L2(Ω). Îñêiëüêè a∗ 6<Λ P (α0, ρ0), òî çâiäñè âèïëèâà¹, ùî
P (α0, ρ0) − a∗ 6∈ Λ, i òîìó iñíó¹ âåêòîð λ ∈ Λ òàêèé, ùî

∫

Ω
(P (α0, ρ0) − a∗)λ∗(x)dx < 0.ßê ðåçóëüòàò, ìà¹ìî:

lim inf
k→∞

Pλ∗(αk, ρk) = lim
k→∞

∫

Ω
P (αk, ρk)λ∗(x)dx =

=

∫

Ω
a∗(x)λ∗(x)dx >

∫

Ω
P (α0, ρ0)λ∗(x)dx = Pλ∗(α0, ρ0).Òàêèì ÷èíîì, Pλ∗ íå ¹ τ�íí. çâ. íà ïàði α0, ρ0). Öåé �àêò ïðèâîäèòü äî íà-ñòóïíîãî ïîíÿòòÿ.Îçíà÷åííÿ 10. Íåõàé çàäàíî âiäîáðàæåííÿ P : Ξ → L2(Ω). Êîíóñ âèäó

Λτ
P := {λ ∈ Λ : Pλ ¹ τ -íí.çâ. íà Ξ}áóäåìî íàçèâàòè êîíóñîì τ -íàïiâíåïåðåðâíîñòi äëÿ âiäîáðàæåííÿ P .Òîìó òåîðåìó 3 ìîæíà ïîñèëèòè òàêèì ÷èíîì.Òåîðåìà 4. Íåõàé P : Ξ → L2(Ω) ¹ Λ, τ × ω-íàïiâíåïåðåðâíèì çâåðõó âiäî-áðàæåííÿì. Ïðèïóñòèìî, ùî âåêòîðíî-îïòèìiçàöiéíà çàäà÷à (3.9) ¹ ðåãó-ëÿðíîþ òà Λτ

P \ {0} 6= ∅. Òîäi
Argmax
(α,ρ)∈Ξ

∫

Ω
P (α, ρ)λ(x)dx ∩ Effω(Ξ;P ; Λ) 6= ∅ (4.7)Äîâåäåííÿ. Ç òåîðåìè 2 òà ç îçíà÷åíèõ âèùå ïðèïóùåíü âèïëèâà¹, ùî
Effω(Ξ;P ; Λ) 6= ∅.Íåõàé λ åëåìåíò ç ìíîæèíè Λτ

P \ {0}. Òîäi, çàëó÷àþ÷è ïðÿìèé ìåòîä âàðià-öiéíîãî ÷èñëåííÿ, îòðèìà¹ìî:
Argmax
(α,ρ)∈Ξ

∫

Ω
P (α, ρ)λ(x)dx 6= ∅.ßêùî λ ∈ Λ♯, òîäi ñïiââiäíîøåííÿ (4.7) ñòà¹ î÷åâèäíèì çà òåîðåìîþ 3. Òîìóïðèïóñòèìî, ùî λ ∈ Λτ

P \
{
Λ♯ ∪ 0

}. Ïðèïóñòèìî, ùî
Argmax
(α,ρ)∈Ξ

∫

Ω
P (α, ρ)λ(x)dx 6⊆ Effω(Ξ;P ; Λ).Òîäi iñíó¹ ïàðà (α∗, ρ∗) ∈ Ξ òàêà, ùî

(α∗, ρ∗) ∈ Argmax
(α,ρ)∈Ξ

∫

Ω
P (α, ρ)λ(x)dx, (4.8)
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(α∗, ρ∗) 6∈ Effω(Ξ;P ; Λ). (4.9)Îòæå, çãiäíî ç óìîâîþ (4.9), iñíó¹ åëåìåíò y∗ ∈ MaxΛ(clωP (Ξ)) ⊆ clωP (Ξ)òàêèé, ùî y∗ >Λ P (α∗, ρ∗). Îäíàê, ç îãëÿäó íà (4.8), ïðèõîäèìî äî íàñòóïíî¨ðiâíîñòi:

Pλ(α∗, ρ∗) =

∫

Ω
P (α∗, ρ∗)λ(x)dx =

∫

Ω
y∗λ(x)dx. (4.10)Íåõàé {(αk, ρk)

}∞
k=1

ïîñëiäîâíiñòü ç ìíîæèíè Ξ òàêà, ùî
P (αk, ρk) ⇀ y∗ â ïðîñòîði L2(Ω) ïðè k → ∞. (4.11)Îñêiëüêè ìíîæèíà Ξ ¹ ñåêâåíöiéíî τ -êîìïàêòíîþ (äèâ. ò. 1), áóäåìî ââà-æàòè, ùî iñíó¹ ïàðà (α0, ρ0) ∈ Ξ òàêà, ùî (αk, ρk)

τ→ (α0, ρ0) â Y . Ç ií-øîãî áîêó, y∗ ∈ MaxΛ(clωP (Ξ)). Òîìó, çãiäíî ç îçíà÷åííÿì (7), ìà¹ìî, ùî
y∗ ∈ SupΛ,ω

(α,ρ)∈ΞP (α, ρ). Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî ïàðà (α0, ρ0) ∈ Effω(Ξ;P ; Λ).Äàëi, áåðó÷è äî óâàãè τ -íí. çâ. �óíêöiîíàëà Pλ : Ξ → R, îòðèìà¹ìî:
∫

Ω
P (α0, ρ0)λ(x)dx ≥ lim inf

k→∞

∫

Ω
P (αk, ρk)λ(x)dx =

∫

Ω
y∗λ(x)dx.Òîäi, çàëó÷àþ÷è ðiâíiñòü (4.10), ïðèõîäèìî äî íàñòóïíî¨ íåðiâíîñòi:

∫

Ω
P (αk, ρk)λ(x)dx ≥

∫

Ω
P (α∗, ρ∗)λ(x)dx,òîáòî (α0, ρ0) ∈ Argmax

(α,ρ)∈Ξ

∫
Ω P (α, ρ)λ(x)dx. Òàêèì ÷èíîì, ïîêàçàíî, ùî iñíó¹ùîíàéìåíøå îäíà ïàðà (α0, ρ0) ∈ Ξ, ÿêà ¹ òî÷êîþ îá'¹äíàííÿ ìíîæèí

Argmax
(α,ρ)∈Ξ

∫

Ω
P (α, ρ)λ(x)dx òà Effω(Ξ;P ; Λ)âiäïîâiäíî. Òåîðåìà äîâåäåíà.Íàñëiäîê 3. Ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 4 òà iñíó¹ åëå-ìåíò λ ∈ Λτ

P \ {0} òàêèé, ùî ñóïðåìóì ñêàëÿðíî¨ çàäà÷i
MaximizePλ(α, ρ) =

∫

Ω
P (α, ρ)λ(x)dx, ÿêùî (α, ρ) ∈ Ξ (4.12)äîñÿãà¹òüñÿ íà ¹äèíié ïàði (α∗, ρ∗) ∈ Ξ. Òîäi (α∗, ρ∗) ∈ Effω(Ξ;P ; Λ).Áiáëiîãðà�i÷íi ïîñèëàííÿ1. Áîæàíîâà Ò. À. Îá îäíîé çàäà÷å Êîøè íà òðàíñïîðòíûõ ñåòÿõ // Çá. íàóê.ïð. "Ïèòàííÿ ïðèêëàäíî¨ ìàòåìàòèêè i ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ". � ÄÍÓ,2009. � Ñ. 51�63.2. Áîæàíîâà Ò. À. Î òîïîëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ ðåøå-íèé îäíîãî êëàññà òðàíñïîðòíûõ ñåòåâûõ çàäà÷. � Âiñíèê ÇÍÓ, Ñåð. Ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íi íàóêè. �2009. �� 1 � Ñ. 31�41.3. Áîæàíîâà Ò. À. Ïðî iñíóâàííÿ å�åêòèâíèõ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i âåêòîðíî¨ îïòè-ìiçàöi¨ òðàíñïîðòíîãî ïîòîêó íà ìåðåæi. � Âiñíèê ÄÍÓ, Ñåð. Ìîäåëþâàííÿ. �2009. �Ò. 17, � 8. � Ñ. 132�148.
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