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∂2Φ

∂x2
+
∂2Φ

∂y2
= 0. (2.1)�ðàíè÷íûå è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ èìåþò âèä [5℄:

∂Φ

∂y

∣∣∣∣
y=−h

= 0,∀t > 0 íà äíå êàíàëà; (2.2)© Þ. Ë. Ìåíüøèêîâ, 2010
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∂2Φ

∂t2
+ g

∂Φ

∂y

∣∣∣∣
y=0

= 0 (2.3)íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè;
1

g

[
∂Φ

∂t

]

y=0,t=0

= f(x); (2.4)
Φ|y=0,t=0 = F (x). (2.5)

�èñ. 1. Äâèæåíèå æèäêîñòè âäîëü êàíàëàÎòêëîíåíèå w(x, t) òî÷åê ïîâåðõíîñòè äâèæóùåéñÿ æèäêîñòè îò íåâîçìó-ùåííîãî óðîâíÿ îïðåäåëÿåòñÿ òàê:
w(x, t) =

1

g

∂Φ

∂t

∣∣∣∣
y=0

. (2.6)Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âäîëü êàíàëà êîíå÷íîé ãëóáèíû h äâèæåòñÿ ïîòîêæèäêîñòè ñî ñêîðîñòüþ c, ïðè ýòîì îòêðûòàÿ ïîâåðõíîñòü îñòàåòñÿ ñîâåð-øåííî ãëàäêîé. Íåêîòîðîå âîçìóùåíèå èçìåíÿåò ýòîò çàêîí òå÷åíèÿ, âûçû-âàÿ äîïîëíèòåëüíûå ñêîðîñòè ïîòåíöèàëüíîãî õàðàêòåðà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç uè v ñêîðîñòè êîîðäèíàò Ýéëåðà âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ:
u = c− ∂Φ

∂x
, v = −∂Φ

∂y
, (2.7)ãäå Φ åñòü ïîòåíöèàë ñêîðîñòåé âîçìóùåííîãî ïîòîêà.Óðàâíåíèÿ Áåðíóëëè èìååò âèä [3℄:

p

ρ
= N − gy − 1

2

[(
c− ∂Φ

∂x

)2

+

(
∂Φ

∂y

)2
]
, (2.8)ãäå p �� äàâëåíèå, ρ � ïëîòíîñòü, g �� óñêîðåíèå çåìíîãî ïðèòÿæåíèÿ, N ��onst.



ÎÁ�ÀÒÍÀß ÇÀÄÀ×À ÄËß ÏËÎÑÊÎ�Î ÒÅ×ÅÍÈß ÆÈÄÊÎÑÒÈ 139Åñëè ïîëàãàòü, ÷òî ñêîðîñòè, êîòîðûå âîçáóæäàþòñÿ, ìàëû ïî ñðàâíåíèþñ âåëè÷èíîþ c, áóäåì èìåòü:
p

ρ
= N − gy + c

∂Φ

∂x
, (2.9)Çàïèøåì (2.9) äëÿ îòêðûòîé ïîâåðõíîñòè η(x) ïðè ñòàöèîíàðíîì âîëíî-âîì äâèæåíèè:

η(x) =
c

g

[
∂Φ

∂x

]

y=0

. (2.10)Ïðîèçâîäíàÿ ê ïðî�èëþ âîëíû âäîëü îñèX äîëæíà ñîâïàäàòü ñ âåêòîðîìñêîðîñòè íà ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè:
∂η

∂x
= −∂Φ

∂x

(
c− ∂Φ

∂y

)−1

= −1

c

[
∂Φ

∂y

]

y=0

. (2.11)Èç óñëîâèé (2.10) è (2.11) âûòåêàåò óñëîâèå äëÿ ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòèæèäêîñòè [5℄ (ïðè ñòàöèîíàðíîì âîëíîâîì äâèæåíèè):
c2

g

∂2Φ

∂x2

∣∣∣∣
y=0

+
∂Φ

∂y

∣∣∣∣
y=0

= 0. (2.12)Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî �îðìà íåðîâíîñòè äíà êàíàëà èìååò âèä:
y = −h+ ε cosαx, (2.13)ãäå ε åñòü ñòîëü ìàëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, ÷òî ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ëèøüïåðâûìè ñòåïåíÿìè âåëè÷èí [5℄:

1

c

∂Φ

∂x
,

1

c

∂Φ

∂y
.�ðàíè÷íîå óñëîâèå íà äíå êàíàëà èìååò âèä:

∂Φ

∂y

∣∣∣∣
y=−h

= 0. (2.14)Óñëîâèå íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè îñòàåòñÿ â âèäå (2.12). Ôîðìà âîëíûîïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì (2.10). Èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (2.2), (2.3) äëÿ �îð-ìû äíà â âèäå (2.13) ïîëó÷àåì ïîòåíöèàë ñêîðîñòåé äëÿ êàíàëà êîíå÷íîéãëóáèíû:
Φ(x, y) =

εc3

2α chαh(c2 − c′2)

[( g
c2

+ α
)
eαy +

( g
c2

− α
)
e−αy

]
sinαx, (2.15)ãäå (c′)2 = g α−1 tgαh åñòü êâàäðàò ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïðîãðåññèâíûõâîëí ïî ïîâåðõíîñòè êàíàëà ïîñòîÿííîé ãëóáèíû h.Óðàâíåíèå âîëíû èìååò âèä:

η(x) =
c

g

[
∂Φ

∂x

]

y=0

= γ(α) cosαx; (2.16)
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[
chαh

(
c2 − (c′)2

)]−1.Ïîëàãàåì òåïåðü, ÷òî �îðìà íåðîâíîñòè äíà êàíàëà èìååò âèä:
y1 = −h+ δ cosαx = −h+ z1(x), (2.17)ãäå δ � äîñòàòî÷íî ìàëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (2.8),(2.9) äëÿ �îðìû äíà â âèäå (2.17) ïîëó÷àåì:

Φ(x, y) =
δc3

2α chαh(c2 − c′2)

[( g
c2

+ α
)
eαy +

( g
c2

− α
)
e−αy

]
cosαx, (2.18)Óðàâíåíèå âîëíû èìååò âèä:

η1(x) =
c

g

[
∂Φ

∂x

]

y=0

=
δc2

chαh(c2 − c′2)
sinαx = γ1(α) sinαx, (2.19)ãäå γ1(α) = δc2

[
chαh

(
c2 − (c′)2

)]−1.Â çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èí c2 è c′2 èçìåíÿåòñÿ âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèåâîçâûøåííîñòåé è âïàäèí äíà è ïîâåðõíîñòè. Åñëè c2 > c′2, òî âçàèìíîåðàñïîëîæåíèå ñîâïàäàåò; åñëè c2 < c′2 , òîãäà áóäåò îáðàòíàÿ êàðòèíà (âîç-âûøåííîñòè ñîîòâåòñòâóåò âïàäèíà).Ïóñòü f(x) åñòü ïðîèçâîëüíàÿ äåéñòâèòåëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ ïåðèîäè÷å-ñêàÿ �óíêöèÿ ñ ïåðèîäîì T . Òîãäà åå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå òðèãîíîìåò-ðè÷åñêîãî ðÿäà [1℄:
f(x) =

1

c
a0 +

∞∑

k=1

[ak cosαkx+ bk sinαkx] , (2.20)ãäå
ak =

2

T

∫ T

0
f(τ) cosαkτ dτ, bk =

2

T

∫ T

0
f(τ) sinαkτ dτ, αk = 2πkT−1.Ïî ñìûñëó çàäà÷è �óíêöèÿ f(x) äîëæíà èìåòü íóëåâîå ñðåäíåå íà ïåðèî-äå T , ò. å. a0 = 0. Êàæäîå ñëàãàåìîå �óíêöèè f(x) âûçûâàåò íà ñâîáîäíîéïîâåðõíîñòè âîëíó âèäà (2.16) èëè (2.19):

η(x) =

∞∑

k=1

γ(αk) cosαkx+

∞∑

k=1

γ1(αk) sinαkx =

= c2
∞∑

k=1

[
chαkh

(
c2 − c2k

)]−1
(ak cosαkx+ bk sinαkx) , (2.21)ãäå c2k = gα−1

k th dh.Èç âûðàæåíèÿ (2.21) âèäíî, ÷òî ñâîáîäíàÿ ïîâåðõíîñòü â ýòîì ñëó÷àå áó-äåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ïåðèîäè÷åñêóþ íåïðåðûâíóþ �óíêöèþ ïåðèîäà T .Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñâîáîäíàÿ ïîâåðõíîñòü æèäêîñòè èçìåðåíà ýêñïåðèìåí-òàëüíûì ïóòåì è åå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:
η(x) =

∞∑

k=1

λk cosαkx+
∞∑

k=1

σk sinαkx, (2.22)
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λk =

2

T

∫ T

0
η(τ) cosαkτ dτ, σk =

2

T

∫ T

0
η(τ) sinαkτ dτ. (2.23)Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî êàæäîå ñëàãàåìîå â ðàçëîæåíèè (2.22) âûçâàíîàíàëîãè÷íûì ñëàãàåìûì â ðàçëîæåíèè (2.20) �óíêöèè f(x), òîãäà èìååì:

λk =
akc

2

chαkh(c2 − c2k)
, σk =

bkc
2

chαkh(c2 − c2k)
,

ak =
λk

c2
chαkh(c

2 − c2k), bk =
σk

c2
chαkh(c

2 − c2k),

f(x) =
1

c2

∞∑

k=1

[
λk chαkh(c

2 − c2k) cosαkx+ σk chαkh(c
2 − c2k) sinαkx

]
. (2.24)Âûðàæåíèå (2.21) ïðåäñòàâèì â âèäå:

η(x) =

∫ T

0
f(τ)

2c2

T

∞∑

k=1

1

chαkh(c2 − c2k)
cosαk(τ − x) dτ =

=

∫ T

0
f(τ)K(x− τ) dτ = Apf, (2.25)ãäå

K(x− τ) = 2c2T−1
∞∑

k=1

[
chαkh(c

2 − c2k)
]−1

cosαk(τ − x),

Ap � èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð.Ïðåäñòàâèì âûðàæåíèå (2.24) â àíàëîãè÷íîé �îðìå:
f(x) =

2

Tc2

∞∑

k=1

chαkh(c
2 − c2k)

∫ T

0
η(τ) cos αk(τ − x) dτ =

=

∫ T

0
η(τ)K1(x− τ)dτ = Cpη, (2.26)ãäå K1(x− τ) = 2(Tc)−2

∑∞
k=1 chαkh(c

2 − c2k) cosαk(τ −x), Cp � èíòåãðàëüíûéîïåðàòîð.Î÷åâèäíî, ÷òî Cp = A−1
p , òàê êàê

f(x) = Cpη = CpApf = Ef = f,ãäå E�� åäèíè÷íûé îïåðàòîð (òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð).Ïóñòü òåïåðü f(x) åñòü ïðîèçâîëüíàÿ àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìàÿ íà îñè
(−∞,∞) �óíêöèÿ. Òîãäà åå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

f(x) =

∫ T

0
[a(ξ) cos ξx+ b(ξ) sin ξx] dξ. (2.27)Ôîðìà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè îò ñëàãàåìîãî a(ξ) cos ξx áóäåòèìåòü âèä:

η0(x, α) =
c2a(α)

chαh(c2 − c2k)
cosαx,



142 Þ. Ë. ÌÅÍÜØÈÊÎÂà îò ñëàãàåìîãî b(ξ) sin ξx ��
η1(x, α) =

c2b(α)

chαh(c2 − c2k)
sinαx.Îò äâóõ ñëàãàåìûõ �îðìà ïîâåðõíîñòè áóäåò èìåòü âèä:

η(x) =

∫ ∞

0
η0(x, α) dα +

∫ ∞

0
η1(x, α) dα =

=

∫ ∞

0
[a(α) cos αx+ b(α) sinαx]

c2

(c2 − c2k) chαh
dα. (2.28)ãäå

a(α) =
2

π

∫ ∞

0
f(ξ) cosαξ dξ, b(α) =

2

π

∫ ∞

0
f(ξ) sinαξ dξ.Äàëåå

η(x) =

∫ ∞

0

2c2

π(c2 − c′2) chαh

[∫ ∞

0
f(ξ) cosαξ cosαxdξ+

+

∫ ∞

0
f(ξ) sinαξ sinαxdξ

]
dα =

=
2c2

π

∫ ∞

0

1

(c2 − c′2) chαh

∫ ∞

0
f(ξ) cosα(x− ξ) dα =

=

∫ ∞

0
f(ξ)K(x− ξ) dξ = Af, (2.29)ãäå

K(x− ξ) = 2c2(π)−1

∫ ∞

0
[(c2 − c′2) ch αh]−1 cosα(x− ξ) dα, c′2 = gα−1 thαh,

A � èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð.Ïðåäñòàâèì η(x) â âèäå èíòåãðàëà Ôóðüå
η(x) =

∫ ∞

0
[λ(α) cos αx+ σ(α) sin αx] dα. (2.30)

η(x) =

∫ L

0
f(ξ)K(x− ξ) dξ = Ã(L)f, (2.31)ãäå Ã(L) � èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð, çàâèñÿùèé îò ïàðàìåòðà L.Êðîìå òîãî, ïðè ïðèáëèæåííîì ðåøåíèè óðàâíåíèÿ (2.29) áóäåì ïîëàãàòü,÷òî ñïåêòð �óíêöèè z(x) îãðàíè÷åí êîíñòàíòîé N :

α ≤ N. (2.32)Íåðàâåíñòâî (2.32) ìîæíî îáîñíîâàòü è ñ äðóãîé òî÷êè çðåíèÿ. Ïðåäïî-ëàãàåòñÿ â îáðàòíîé çàäà÷å äëÿ òå÷åíèÿ æèäêîñòè âäîëü êàíàëà ñî ñâîáîä-íîé ïîâåðõíîñòüþ, ÷òî âîçìóùåíèÿ ïîâåðõíîñòè η(x) èçìåðÿþòñÿ ýêñïåðè-ìåíòàëüíî ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîãî ïðèáîðà èëè óñòðîéñòâà. Äëÿ ëþáîãî ðå-àëüíîãî ïðèáîðà ïîëîñà âîñïðèíèìàåìûõ ÷àñòîò îãðàíè÷åíà ñâåðõó. Ïîýòîìó



ÎÁ�ÀÒÍÀß ÇÀÄÀ×À ÄËß ÏËÎÑÊÎ�Î ÒÅ×ÅÍÈß ÆÈÄÊÎÑÒÈ 143â ëþáîì ñëó÷àå (äàæå åñëè f(x) èìååò íåîãðàíè÷åííûé ñïåêòð) ïðè èçìåðå-íèÿõ ïîëó÷àåì �óíêöèþ f̃(x) ñ îãðàíè÷åííûì ñïåêòðîì.Îòñþäà èìååì:
η̃(x) =

∫ L

0
f̃(ξ)KN (x− ξ) dξ = Ã(L,N)f̃ , (2.33)ãäå

KN (x− ξ) =
2c2

π

∫ N

0

1

(c2 − c′2) chαh
cosα(x− ξ) dα.Äëÿ �óíêöèè f̃(x) ïîëó÷àåì âûðàæåíèå:

f̃(x) =

∫ L

0
η̃(ξ)K1,N (x− ξ) dξ = C̃(L,N)η̃, (2.34)ãäå

K1,N (x− ξ) =
2

πc2

∫ N

0
(c2 − c′

2
)chαh cosα(x− ξ) dα, C̃(L,N)åñòü èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð, çàâèñÿùèé îò L,N . Î÷åâèäíî, ÷òî C̃(L,N) =

Ã−1(L,N), òàê êàê
f̃(x) = C̃(L,N)η̃(x) = C̃(L,N)Ã(L,N)f̃ (x) = Ef̃(x) = f̃(x). (2.35)Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: uδ(x) = η̃(x), z(x) = f̃(x), ñ öåëüþ ïåðåõîäà ê òðà-äèöèîííûì îáîçíà÷åíèÿì â òåîðèè íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííûõ çàäà÷. Òîãäàóðàâíåíèå (2.33) áóäåò èìåòü âèä:

Apz = uδ, (2.36)ãäå uδ ∈ U = L2[c, d], z ∈ Z = C[a, b], Ap : Z → U � èíòåãðàëüíûé îïåðàòîðâ (2.33), çàâèñÿùèé îò âåêòîð-ïàðàìåòðîâ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïðîöåññà
p = (h, g, c,N,L)T ((.)T �� çíàê òðàíñïîíèðîâàíèÿ). Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òîâ ýòèõ óñëîâèÿõ îïåðàòîð Ap áóäåò âïîëíå íåïðåðûâíûì [6℄. Ýòî ïðèâîäèòê òîìó, ÷òî çàäà÷à ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.36) áóäåò íåóñòîé÷èâîé ê ìàëûìèçìåðåíèÿì èñõîäíûõ äàííûõ [6℄.Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (2.36) (�óíêöèÿ uδ) è îïå-ðàòîð Ap çàäàíû ïðèáëèæåííî ñ íåêîòîðîé �èêñèðîâàííîé ïîãðåøíîñòüþ δè h:

‖uδ − uT ‖U ≤ δ, ‖Ap −AT ‖Z→U ≤ h,ãäå uT åñòü òî÷íàÿ ïðàâàÿ ÷àñòü, AT � òî÷íûé îïåðàòîð â óðàâíåíèè (2.36).Ïîãðåøíîñòü îïåðàòîðà Ap ïðè ýòîì îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî ïîãðåøíîñòüþ âåê-òîð-ïàðàìåòðà ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïðîöåññà p = (h, g, c,N,L)T .Äëÿ ïîëó÷åíèÿ óñòîé÷èâîãî ðåøåíèÿ â ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ðåãóëÿ-ðèçàöèè À. Í. Òèõîíîâà äëÿ óðàâíåíèé ñ ïðèáëèæåííî çàäàííûì îïåðàòîðîì[6℄. Â êà÷åñòâå ñòàáèëèçèðóþùåãî �óíêöèîíàëà âûáðàí ñëåäóþùèé:
Ω[z] =

∫ b

a
[z′

2
(s) + z2]ds. (2.37)



144 Þ. Ë. ÌÅÍÜØÈÊÎÂÒàêîé âûáîð ñòàáèëèçèðóþùåãî �óíêöèîíàëà äàåò âîçìîæíîñòü ïîëó÷àòüíèæíèå îöåíêè òî÷íîãî ðåøåíèÿ â ñìûñëå ãëàäêîñòè è ìàêñèìàëüíîãî îòêëî-íåíèÿ îò íóëÿ â êâàäðàòè÷íîé ìåòðèêå.Çà ðåãóëÿðèçîâàííîå ðåøåíèå ïðèíèìàåòñÿ ðåøåíèå ñëåäóþùåé ýêñòðå-ìàëüíîé çàäà÷è:
Ω[z̃] = inf

z∈Qδ,h∩Z1

Ω[z], (2.38)ãäå Qδ,h = {z : z ∈ Z,Ap ∈ KA, ‖Apz − uδ‖ ≤ δ + h‖z‖Z} , Z1 � ìíîæåñòâî âñþ-äó ïëîòíîå â Z. Ïðåäâàðèòåëüíûå ðàñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî òî÷íîñòü ïðèáëè-æåííîãî ðåøåíèÿ î÷åíü íåâûñîêàÿ è ÷òî îíî ïðàêòè÷åñêè âñåãäà áóäåò ñîâ-ïàäàòü ñ òðèâèàëüíûì ðåøåíèåì [10℄.Äëÿ ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîäâûáîðà ñïåöèàëüíîãî îïåðàòîðà [4℄. Â îáùåì ñëó÷àå âåêòîð ïàðàìåòðîâ ìà-òåìàòè÷åñêîé ìîäåëè èìååò âèä:
p = (p1, p2, ..., pn)T .Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî êàæäàÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà p ìîæåò ïðèíèìàòü çíà-÷åíèÿ èç çàäàííîãî ïðîìåæóòêà
p0

i ≤ pi ≤ p̂i, i = 1, n, (2.39)ãäå p0
i , p̂i � èçâåñòíû, ò. å. âåêòîð p ∈ D ⊂ Rn, ãäå D åñòü çàìêíóòûé ïà-ðàëëåëåïèïåä â Rn (n åñòü ðàçìåðíîñòü âåêòîðà p). Êàæäîìó âåêòîðó p ñî-îòâåòñòâóåò îïðåäåëåííûé îïåðàòîð Ap â óðàâíåíèè (36). Ìíîæåñòâî òàêèõâïîëíå íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ Ap îáîçíà÷èì êàê êëàññ KA = {Ap}. Ñî-âåðøåííî î÷åâèäíî, ÷òî àáñîëþòíî òî÷íûé îïåðàòîð â óðàâíåíèè (2.36) íåïðèíàäëåæèò êëàññó KA, òàê êàê åãî ñòðóêòóðà íåèçâåñòíà è îí íå ìîæåòáûòü çàïèñàí â êîíå÷íîé �îðìå (ò. å. ïîñðåäñòâîì êîíå÷íîãî ÷èñëà ïàðà-ìåòðîâ). Îäíàêî áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïðè �èêñèðîâàííîì óðîâíå èäåà-ëèçàöèè îïèñàíèÿ ðåàëüíîãî ïðîöåññà ñóùåñòâóåò íåêîòîðûé îïåðàòîð AT ,êîòîðûé èìååò ñòðóêòóðó, ñîâïàäàþùóþ ñî ñòðóêòóðîé îïåðàòîðîâ Ap è äëÿêîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî AT zT = uT . Ïîýòîìó áóäåì ïîëàãàòü, ÷òîïàðàìåòðû, ñîîòâåòñòâóþùèå îïåðàòîðó AT , òàêæå óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåí-ñòâàì (2.39). Ýòîò îïåðàòîð ìîæíî òðàêòîâàòü êàê òî÷íûé îïåðàòîð (íî íåàáñîëþòíî òî÷íûé îïåðàòîð). Âî âñåõ äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèÿõ áóäåì îïå-ðàòîð AT (AT ∈ KA) ïîíèìàòü èìåííî â òàêîì ñìûñëå. Ïîä òî÷íûì ðåøåíèåì

zT óðàâíåíèÿ (2.36) ïîíèìàåòñÿ �óíêöèÿ èç Z, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëî-âèþ AT zT = uT .Äëÿ óìåíüøåíèÿ ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåãóëÿðèçîâàííîãî ðåøå-íèÿ óðàâíåíèÿ (2.36) ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ìåòîä ñïåöèàëüíîé ìèíè-ìàëüíîé (ìàêñèìàëüíîé) ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè, èëè ñîêðàùåííî ÑMinMM(ÑMaxMM) [4℄.Äîïóñòèì, ÷òî ñðåäè âåêòîðîâ p ∈ D ìîæíî âûäåëèòü íåêîòîðûé âåêòîð
p0 ∈ D, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî: Ω[A−1

p u] ≥ Ω[A−1
p0
u] äëÿ ëþáîé äîïóñòè-ìîé �óíêöèè u ∈ U è ëþáîãî âåêòîðà p ∈ D, ãäå A−1

p åñòü îáðàòíûé îïåðàòîðê Ap. Îïåðàòîð Ap0 ∈ KA ñ ïàðàìåòðàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè âåêòîðó p0 ∈ D,áóäåì íàçûâàòü ñïåöèàëüíûì ìèíèìàëüíûì îïåðàòîðîì. Ìàòåìàòè÷åñêóþ



ÎÁ�ÀÒÍÀß ÇÀÄÀ×À ÄËß ÏËÎÑÊÎ�Î ÒÅ×ÅÍÈß ÆÈÄÊÎÑÒÈ 145ìîäåëü ñ ïàðàìåòðàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè âåêòîðó p0 ∈ D, áóäåì íàçûâàòüÑMinMM.Ïóñòü ñðåäè âåêòîðîâ p ∈ D ìîæíî âûäåëèòü íåêîòîðûé âåêòîð p1 ∈ D,÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî: Ω[A−1
p u] ≤ Ω[A−1

p1 u] äëÿ ëþáîé äîïóñòèìîé�óíêöèè u ∈ U è ëþáîãî âåêòîðà p ∈ D. Îïåðàòîð Ap1 ∈ KA ñ ïàðàìåòðàìè,ñîîòâåòñòâóþùèìè âåêòîðó p1 ∈ D, áóäåì íàçûâàòü ñïåöèàëüíûì ìàêñèìàëü-íûì îïåðàòîðîì. Ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ñ ïàðàìåòðàìè, ñîîòâåòñòâóþùè-ìè âåêòîðó p1 ∈ D, áóäåì íàçûâàòü ÑMaxMM.�àññìîòðèì òåïåðü âîïðîñ î ñâîéñòâàõ �óíêöèè
Ω[N ] =

∫ T

0

{[∫ L

0
η̃(ξ)K1,N (x− ξ) dξ

]2

+

[∫ L

0
η̃(ξ)

∂

∂x
K1,N (x− ξ) dξ

]2
}
dx.Îò ñâîéñòâ ýòîé �óíêöèè áóäåò çàâèñåòü âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ âðàñ÷åòàõ ñïåöèàëüíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðî-èçâîäíàÿ ýòîé �óíêöèè ïî N áóäåò ïîëîæèòåëüíîé ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõîñòàëüíûõ ïàðàìåòðîâ ÌÌ èññëåäóåìîãî ïðîöåññà. Ñëåäîâàòåëüíî, ÑìinMMáóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ìèíèìàëüíîìó çíà÷åíèþ ïàðàìåòðà N , à ÑìaxMM ��ìàêñèìàëüíîìó çíà÷åíèþ ïàðàìåòðà N .Äëÿ ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè áåñêîíå÷íîìåðíûõ çàäà÷ íåîáõîäèìî àïïðîê-ñèìèðîâàòü èñõîäíóþ çàäà÷ó êîíå÷íîìåðíîé çàäà÷åé. Â äàëüíåéøåì áóäåìñ÷èòàòü, ÷òî ïîãðåøíîñòü òàêîé àïïðîêñèìàöèè äîñòàòî÷íî ìàëà è îíà ó÷òå-íà ïðè îïðåäåëåíèè âåëè÷èí h è δ. Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ïåðåõîä ê êîíå÷-íîìåðíîé àïïðîêñèìàöèè êàê âíåñåíèå äîïîëíèòåëüíîé ìàëîé ïîãðåøíîñòèîïåðàòîðà Ap èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ.Çà îñíîâó ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ áûë âûáðàí ÷èñëåí-íûé àëãîðèòì, îïèñàííûé â ðàáîòå [6℄. Â äàííîé ðàáîòå ÷èñëåííûé àëãîðèòìñîñòàâëåí íà PASCAL, çíà÷èòåëüíî ïåðåðàáîòàíà ðàñ÷åòíàÿ ÷àñòü, ìîäåðíè-çèðîâàí èíòåð�åéñ, äîáàâëåíû ñåðâèñíûå �óíêöèè ïî êîíòðîëþ è óïðàâëå-íèþ ïðîãðàììîé.Èçëîæèì âíà÷àëå îáùèå ïðèíöèïû ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìà, à äàëüøå îïè-øåì ñïåöè�èêó àëãîðèòìà îòíîñèòåëüíî èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëü-ìà ïåðâîãî ðîäà â äàííîì ñëó÷àå. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷íàÿ èñêîìàÿ �óíê-öèÿ zT (s) íåïðåðûâíà íà [a, b] è èìååò ïî÷òè âñþäó, ïî êðàéíåé ìåðå, ïåðâóþïðîèçâîäíóþ, ÷òî èíòåãðèðóåòñÿ ñ êâàäðàòîì, òî åñòü zT (s) ∈ W 1

2 [a, b]. Èñ-ïîëüçóÿ ñòàíäàðòíóþ ñõåìó ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìà ðåãóëÿðèçàöèè, ïîëó÷àåìïðèáëèæåííîå ðåøåíèå z ∈ W 1
2 [a, b], êîòîðîå ïðè h → 0 è δ → 0 ñõîäèòñÿ ê

zT (s) â íîðìå ïðîñòðàíñòâà W 1
2 [a, b]. À ýòî îçíà÷àåò, ÷òî zα → zT ïðè h, δ → 0â ðàâíîìåðíîé ìåòðèêå.Cãëàæèâàþùèé �óíêöèîíàë Mα[z] èìååò ñòàíäàðòíûé âèä [6℄:

Mα[z] = ‖Apz − uδ‖2
L2

+ α‖z‖2
W 1

2
=

=

∫ d

c

[∫ b

a
K(x, s)z(s) ds − uδ(x)

]2

dx+ α

∫ b

a

[
(z′)2(s) + z2(s)

]
ds. (2.40)Ïðåæäå âñåãî âûáèðàþòñÿ ðàâíîìåðíûå ñåòêè {si}n

i=1 è {xj}m
j=1 íà îòðåç-êàõ [a, b] è [c, d], ñîîòâåòñòâåííî (hs� øàã ñåòêè ïî s, hx� øàã ñåòêè ïî x).



146 Þ. Ë. ÌÅÍÜØÈÊÎÂÄëÿ àïïðîêñèìàöèè èíòåãðàëîâ â �îðìóëå (2.40) èñïîëüçóåì �îðìóëûïðÿìîóãîëüíèêîâ:
∫ d

c

[∫ b

a
K(x, s)z(s) ds − uδ(x)

]2

dx ≈
m∑

j=1

[
n∑

i=1

ajixihs − uj

]2

hx,

∫ b

a
z2(s) ds ≈

n∑

i=1

z2
i hs,

∫ b

a
z′

2
(s) ds ≈

n∑

i=1

(zi − zi−1)
2

hs
,

aij = K(xj , si), i = 2, n − 1, j = 1,m; aij = 0.5K(xj , si), i = 1, n, j = 1,m.Ïîñëå êîíå÷íîìåðíîé àïïðîêñèìàöèè ñãëàæèâàþùåãî �óíêöèîíàëà áó-äåì èìåòü
M̃α[z] =

m∑

j=1

[

n∑

i=1

ajizihs − uj ]
2hx + α

n∑

i=1

zi
2hs + α

n∑

i=1

(zi − zi−1)
2

hs
. (2.41)Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ìèíèìóìà �óíêöèîíàëà M̃α[z] ïî ïåðåìåííûì zi,

i = 1, n èìåþò âèä (ïðè âñåõ j = 2, n − 1):
hxhs

n∑

k=1

[
m∑

i=1

aikai1zk + αhsz1 −
α

hs
(z2 − z1)

]
=

m∑

i=1

ai1uihshx;

hxhs

n∑

k=1

[
m∑

i=1

aikaijzk + αhszj −
α

hs
(zj−1 − 2zj + zj+1)

]
=

m∑

i=1

aijuihshx;(2.42)
hxhs

n∑

k=1

[
m∑

i=1

aikainzk + αhszn − α

hs
(zn−1 − zn)

]
=

m∑

i=1

ainuihshx.Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: hx
∑m

i=1 aikaij = bjk � ýëåìåíòû ìàòðèöû B;∑m
i=1 aijuihx = fj� êîìïîíåíòà âåêòîðà f ;

C =




1 + 1
h2

s
− 1

h2
s

0 ... 0 0

− 1
h2

s
1 + 1

h2
s

− 1
h2

s
... 0 0

... ... ... ... ... ...
0 0 0 ... − 1

h2
s

1 + 1
h2

s


Òîãäà ñèñòåìà (2.42) çàïèøåòñÿ â âèäå:

Bzα + αCzα = f (2.43)èëè
Aα

p zα = AT
pApzα + αCzα = AT

p uδ, (2.44)ãäå: AT
p � òðàíñïîíèðîâàííàÿ ìàòðèöà ê Ap, Ap = {aik}n,m

i,k=1. Ïàðàìåòð ðåãó-ëÿðèçàöèè îïðåäåëÿëñÿ ïî ìåòîäó îáîáùåííîé íåâÿçêè.



ÎÁ�ÀÒÍÀß ÇÀÄÀ×À ÄËß ÏËÎÑÊÎ�Î ÒÅ×ÅÍÈß ÆÈÄÊÎÑÒÈ 147Äëÿ óñòðàíåíèÿ îòðèöàòåëüíîãî âëèÿíèÿ íåêîíòðîëèðóåìîé ïîãðåøíîñòèâ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ â ïðîãðàììó ââåäåí áëîê, â êîòîðîì ïðîèñõîäèò �èëü-òðàöèÿ èñõîäíûõ äàííûõ. Âûáîð ñïîñîáà ñïåöèàëüíîé îáðàáîòêè (�èëüòðà-öèè) çàâèñèò îò êîíêðåòíîé çàäà÷è.Äëÿ ïðîâåðêè ðàáîòîñïîñîáíîñòè ïðåäëàãàåìîãî àëãîðèòìà ðåøåíèÿ èí-òåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ âûïîëíåí òåñòîâûé ðàñ÷åò.Äëÿ òåñòîâîãî ðàñ÷åòà âûáðàíà çàäà÷à îáòåêàíèÿ ïëîñêîãî êðûëîâîãîïðî�èëÿ ïîä ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè [7℄.Ïàðàìåòðû ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè â ýòîì ñëó÷àå èìåþò ñëåäóþùèå çíà÷å-íèÿ: H = 10 m, h = 1, 5 m, g = 9, 82 m/c2, V = 70 m/c. Óðàâíåíèå (2.36) áóäåìðàññìàòðèâàòü â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ, âûáèðàÿ â êà÷åñòâå õàðàêòåðíîéäëèíû ãëóáèíó ñëîÿ æèäêîñòè H. Òîãäà
h = 0.15, g = 1c−2, V = 7 c−1, F r = V 2/gL = 100, [0, L] = [0; 0.5],ãäå Fr � ÷èñëî Ôðóäà.�ðà�èê ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè äëÿ äàííîãî ïðèìåðà ïîêàçàííà ðèñóíêå 2.

�èñ. 2. Âèä ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè×èñëåííûå çíà÷åíèÿ �óíêöèè uδ(x) ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå:
x 0 1 2 3 4 5 6 7 8

uδ(x) 1.7 2.0 2.5 2.6 3.2 3.9 4.0 4.0 3.9
x 9 10 11 12 13 14 15 16 17

uδ(x) 3.2 2.9 2.4 1.9 1.4 1.0 1.0 1.0 0.9Ïîãðåøíîñòü �óíêöèè uδ(x) ïî îòíîøåíèþ ê òî÷íîé �óíêöèè uT (x) îïðå-äåëÿåòñÿ âåëè÷èíîé δ:
‖uT − uδ‖U ≤ δ = 7 · 10−6.Âåëè÷èíà ïîãðåøíîñòè îïåðàòîðà Ap â óðàâíåíèè (2.36) ïî îòíîøåíèþ êòî÷íîìó îïåðàòîðó AT ðàâíà: ‖AT −Ap‖C→L2 ≤ h = 0.1.�åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêå 3.
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�èñ. 3. Ïðî�èëü äíà êàíàëà3. ÂûâîäûÈç ðèñóíêà 3 âèäíî, ÷òî ïðè îòíîñèòåëüíî íåáîëüøîé ïîãðåøíîñòè èç-ìåðåíèÿ óðîâíÿ ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè âîçìîæíî âîññòàíîâëåíèåïðî�èëÿ äíà êàíàëà, êîòîðîå ñîçäàåò âîçìóùåíèå ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè,àíàëîãè÷íîå âîçìóùåíèþ îò êðûëà.Áèáëèîãðà�è÷åñêèå ññûëêè1. Çîðè÷ Â. À. Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç. ÷.II. // M. : Íàóêà, 1984. � 640 ñ.2. Èëüèíñêèé Í. Á. Îáðàòíûå êðàåâûå çàäà÷è ìåõàíèêè æèäêîñòè è ãàçà // Ñî-âðåì. ïðîáë. ìåõ.: Òåç. äîêë. Þáèë. íàó÷. êîí�., ïîñâÿù. 40-ëåòèþ Èí-òà ìåõ.Ì�Ó, Ìîñêâà, 22�26 íîÿá., 1999. � C. 100�101.3. Êî÷èí Í. Å., Êèáåëü È. A., �îçå Í. Â. Òåîðåòè÷åñêàÿ ãèäðîìåõàíèêà. M.,�ÈÒÒË, 1955, �560 ñ.4. Ìåíüøèêîâ Þ. Ë. Âûáîð îïòèìàëüíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè â çàäà÷àõ ðàñïî-çíàâàíèÿ âîçäåéñòâèé. // Ñá.: Äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è èõ ïðèëîæåíèÿâ �èçèêå.� Äíåïðîïåòðîâñê, Äíåïðîïåòð. óí-ò, 1991. � Ñ. 25�33.5. Ñðåòåíñêèé Ë. Í. Òåîðèÿ âîëíîâûõ äâèæåíèé æèäêîñòè. M. : Íàóêà, 1936. �304 ñ.6. Òèõîíîâ À. Í., Àðñåíèí Â. ß. Ìåòîäû ðåøåíèÿ íåêîððåêòíûõ çàäà÷. //M.:Íàóêà, 1979. �288 ñ.7. ßñüêî Í. Í. ×èñëåííîå ðåøåíèå íåëèíåéíîé çàäà÷è î äâèæåíèè ïëîñêîãî êðû-ëîâîãî ïðî�èëÿ ïîä ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêî-ñòè. // Èçâ. Àêàäåìèè íàóê. Ìåõàíèêà æèäêîñòè è ãàçà. Ì. : 1995, � 4. �C. 100�107.8. Lonyangapuo J. K., Elliiot L., Ingham D. B., Wen X Identi�ation of the Shapeof the Bottom Surfae from a Given Free Surfae Pro�le. // Boundary ElementResearh in Europe, Computational Mehanis Publiations, 1998, � P. 81�90.9. Lonyangapuo J. K., Elliiot L., Ingham D. B., Wen X. Retrieval of the Shape of theBottom Surfae of a Channel when the Free Surfae Pro�le is Given. // EngineeringAnalysis with Boundary Elements, 1999, � Vol. 23,Iss. 5�6, � P. 457�470.10. Menshikov Yu. L. Inverse Problem for Stream Liquid with Free Surfae. // Pro. ofGAMM 2001, April 2�7, 2001, Zurih, Switzerland, 2001. �p.136.Íàäiéøëà äî ðåäàêöi¨ 15.04.2010


