
ISSN � 9125 0912. ÂIÑÍÈÊ ÄÍÓ. Ñåðiÿ "Ìîäåëþâàííÿ". � 8. 2010. Âèï. 2. C. 3�26Ïðîáëåìè ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿòà òåîði¨ äè�åðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíüÓÄÊ 517.9�ÎÌÎÊËÈÍÈ×ÅÑÊÈÅ È �ÅÒÅ�ÎÊËÈÍÈ×ÅÑÊÈÅÎ�ÁÈÒÛ ÊÂÀÄ�ÀÒÈ×ÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉÂ. Å. Áåëîçåðîâ, À. Â. ÁåëîçåðîâÄíiïðîïåòðîâñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iì. Îëåñÿ �îí÷àðà,Äíiïðîïåòðîâñüê, 49050. E-mail: belozvye�mail.ruÍàéäåíû íîâûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ãîìîêëèíè÷åñêèõ è ãåòåðîêëèíè-÷åñêèõ îðáèò äëÿ íåêîòîðûõ òèïîâ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ êâàäðàòè÷íûõ äè�-�åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. �åàëèçàöèÿ ýòèõ óñëîâèé ñîâìåñòíî ñ èçâåñòíûìèòåîðåìàìè Øèëüíèêîâà ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèå õàîòè÷åñêèõ àòòðàêòîðîââ àâòîíîìíûõ êâàäðàòè÷íûõ 3-D ñèñòåìàõ. Ïðèâåäåíû ïðèìåðû ãîìîêëèíè-÷åñêèõ îðáèò.Êëþ÷åâûå ñëîâà. Cèñòåìà îáûêíîâåííûõ êâàäðàòè÷íûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå, îãðàíè÷åííîñòü, îòðèöàòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü, ãîìîêëèíè÷å-ñêàÿ îðáèòà, ãåòåðîêëèíè÷åñêàÿ îðáèòà, õàîòè÷åñêèé àòòðàêòîð.1. ÂâåäåíèåÂ òå÷åíèå ÷åòûðåõ ïîñëåäíèõ äåñÿòèëåòèé õàîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåøå-íèé äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì îñòàåòñÿ â �îêóñå âíèìàíèÿ ìàòåìàòèêîâ, �èçè-êîâ è èíæåíåðîâ. Ñóùåñòâóþò ñîòíè ïóáëèêàöèé, â êîòîðûõ ýòîò �åíîìåíðàññìàòðèâàåòñÿ â òîé èëè èíîé �îðìå [1�4℄. Îäíàêî èìååòñÿ î÷åíü ìàëî ðà-áîò, â êîòîðûõ (ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ) ñóùåñòâîâàíèå õàîòè÷åñêîéäèíàìèêè â èññëåäóåìûõ ñèñòåìàõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñòðîãî äî-êàçàíî.Íàïðèìåð, ñòðîãîå ìàòåìàòè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ õàî-òè÷åñêîé äèíàìèêè â ìîäè�èöèðîâàííîé ñèñòåìå Ëîðåíöà ïðåäñòàâëåíî âñòàòüÿõ [5, 6, 9℄. Àâòîðû ýòèõ ñòàòåé âîñïîëüçîâàëèñü òåîðèåé áè�óðêàöèéØèëüíèêîâà äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãîìîêëèíè÷åñêèõ è ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ îðáèò. Âðàáîòàõ [8, 10, 11, 17℄ èçó÷åíèå àòòðàêòîðîâ òèïà Ëîðåíöà áûëî ïðîäîëæåíî.È õîòÿ ýòè àòòðàêòîðû èññëåäîâàíû äîñòàòî÷íî ãëóáîêî, ìíîãî íåðåøåííûõâîïðîñîâ âñå åùå îñòàåòñÿ. Êàê óêàçàíî â [6℄, ÷èñëåííûå ïðèìåðû, ïîêàçû-âàþùèå íàëè÷èå õàîòè÷åñêîé äèíàìèêè, âîçìîæíî, ââîäÿò â çàáëóæäåíèåèññëåäîâàòåëåé, òàê êàê êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå èìååò îãðàíè÷åííóþïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèé; ýêñïåðèìåíòàëüíûå æå èçìåðåíèÿ èìåþò îãðàíè-÷åííóþ òî÷íîñòü âî âðåìåííîé èëè ÷àñòîòíîé îáëàñòè. Íàáëþäàåìîå õàîòè-÷åñêîå ïîâåäåíèå, âîçìîæíî, ÿâëÿåòñÿ äå�åêòîì óñòðîéñòâà íàáëþäåíèÿ çàñ÷åò �èçè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèé, êîòîðûå ìîãóò ïðèñóòñòâîâàòü â èçìåðèòåëå.Ïîýòîìó ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî êðàéíå íåîáõîäèìî äëÿ ïîëíîãî ïîíèìàíèÿ
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4 Â. Å. ÁÅËÎÇÅ�ÎÂ, À. Â. ÁÅËÎÇÅ�ÎÂõàîòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â ðàçëè÷íûõ íåëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ. Äà-æå äëÿ ïåðâîãî èçâåñòíîãî àòòðàêòîðà Ëîðåíöà, êîòîðûé èíòåíñèâíî èçó÷àë-ñÿ ïîñëåäíèå 40 ëåò, òîëüêî íåäàâíî áûëî ïîëó÷åíî ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâîåãî õàîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ.Äëÿ èññëåäîâàíèÿ õàîòè÷åñêîé äèíàìèêè â äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíå-íèÿõ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè íåîáõîäèìî âíà÷àëå óñòàíîâèòü ñóùåñòâî-âàíèå êîíå÷íîìåðíîãî õàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà. �ëàâíàÿ ïðîáëåìà çäåñü çà-êëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè èìåþò áåñêîíå÷-íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé [7℄ è íàõîæäåíèå â íåì êîìïàêòíîãî ìíî-æåñòâà ïðèòÿæåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñëîæíóþ çàäà÷ó. Ê ñîæàëåíèþ, èñïîëüçî-âàíèå êëàññè÷åñêèõ èíñòðóìåíòîâ òåîðèè áè�óðêàöèé â áåñêîíå÷íîìåðíîìñëó÷àå íàòàëêèâàåòñÿ íà áîëüøèå òðóäíîñòè.Âîçâðàùàÿñü ê îáûêíîâåííûì äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì, îòìåòèì,÷òî, êàê ïîêàçûâàþò íåäàâíèå ïóáëèêàöèè [12�16℄, [18�20℄, îñíîâíûì èíñòðó-ìåíòîì èññëåäîâàíèÿ õàîòè÷åñêèõ àòòðàêòîðîâ 3-D ñèñòåì àâòîíîìíûõ êâà-äðàòè÷íûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îñòàþòñÿ òåîðåìû Øèëüíèêîâà.È, íàêîíåö, ïîä÷åðêíåì, ÷òî áëàãîäàðÿ èìåííî ýòèì òåîðåìàì â ðàáîòå[16℄ áûë ñäåëàí âåñîìûé âêëàä â ðåøåíèå çàäà÷è êëàññè�èêàöèè õàîòè÷åñêèõàòòðàêòîðîâ. Çäåñü áûëî ïîêàçàíî, ÷òî áîëüøîé êëàññ õàîòè÷åñêèõ ñèñòåììîæåò áûòü ðàçäåëåí íà ñëåäóþùèå ÷åòûðå òèïà: õàîñ â ñèñòåìàõ ñ ãîìîêëè-íè÷åñêèìè îðáèòàìè; õàîñ â ñèñòåìàõ ñ ãåòåðîêëèíè÷åñêèìè îðáèòàìè; õàîñãèáðèäíîãî òèïà, òî åñòü, â ñèñòåìàõ ñ ãîìîêëèíè÷åñêèìè è ãåòåðîêëèíè÷å-ñêèìè îðáèòàìè; õàîñ äðóãèõ òèïîâ. Ïðîñòûå âîçìîæíûå �îðìû õàîòè÷åñêèõñèñòåì áûëè íàéäåíû äëÿ êàæäîãî âèäà õàîñà. Òàêæå áûëè óêàçàíû íîâûåòèïû õàîòè÷åñêèõ àòòðàêòîðîâ, â ÷àñòíîñòè, õàîòè÷åñêèé àòòðàêòîð ñ òðå-ìÿ ïîëîæåíèÿìè ðàâíîâåñèÿ, ñ îäíîé ãåòåðîêëèíè÷åñêîé îðáèòîé è îäíîéãîìîêëèíè÷åñêîé îðáèòîé, èëè ÷åòûðåõëåíòî÷íûé àòòðàêòîð ñ ïÿòüþ ïîëî-æåíèÿìè ðàâíîâåñèåì è äâóìÿ ãåòåðîêëèíè÷åñêèìè îðáèòàìè.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äëÿ áîëüøîãî êëàññà êâàäðàòè÷íûõ ñèñòåì äè��å-ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, áåç îãðàíè÷åíèÿ íà ÷èñëî íåëèíåéíîñòåé, óñòàíîâ-ëåí êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ ãîìîêëèíè÷åñêèõ è ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ îðáèò.Â êà÷åñòâå æå îñíîâíîãî èíñòðóìåíòà, ïîçâîëÿþùåãî íàéòè õàîòè÷åñêèé àò-òðàêòîð, áûëè èñïîëüçîâàíû òåîðåìû Øèëüíèêîâà [16℄.Îáîçíà÷èì ÷åðåç R
n äåéñòâèòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè n. Ïóñòü

xT = (x1, ..., xn) ∈ R
n îáîçíà÷àåò íåèçâåñòíûé âåêòîð, êîîðäèíàòû êîòîðîãîÿâëÿþòñÿ �óíêöèÿìè âðåìåíè t. Ïóñòü òàêæå A = (aij), B1, ..., Bn ∈ R

n×n �äåéñòâèòåëüíûå ìàòðèöû, ïðè÷åì ìàòðèöû B1, ..., Bn ïðåäïîëàãàþòñÿ ñèì-ìåòðè÷åñêèìè.�àññìîòðèì àâòîíîìíóþ ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ êâàäðàòè÷íûõ äè��å-ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé




ẋ1(t) =
n∑

j=1

a1jxj(t) + xT (t)B1x(t) ≡ f1(x(t)),

. . . . . . . . . . . . . . . . ,

ẋn(t) =

n∑

j=1

anjxj(t) + xT (t)Bnx(t) ≡ fn(x(t))

(1.1)



�ÎÌÎÊËÈÍÈ×ÅÑÊÈÅ Î�ÁÈÒÛ ÊÂÀÄ�ÀÒÈ×ÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌ 5ïîðÿäêà n ñ âåêòîðîì íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé xT (0) = (x10, ..., xn0).Ââåäåì åùå íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
Q ⊂ R

n ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì (çàìêíóòûì è îãðàíè÷åííûì) ìíîæåñòâîì,ñîäåðæàùèì íà÷àëî êîîðäèíàò. Ñèìâîëîì x(t,x0) áóäåì îáîçíà÷àòü ðåøåíèå(òðàåêòîðèþ, îðáèòó) ñèñòåìû (1.1), óäîâëåòâîðÿþùóþ íà÷àëüíîìó óñëîâèþ
x(0,x0) = x0. �àññòîÿíèå ìåæäó ëþáûì âåêòîðîì xk è ìíîæåñòâîì Q îïðå-äåëÿåòñÿ ïî �îðìóëå: d(xk, Q) = inf

x∈Q
‖xk − x‖.Îïðåäåëåíèå 1. Åñëè ñóùåñòâóåò êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî Q ⊂ R

n òàêîå, ÷òî
∀x0 ∈ R

n, lim
t→∞

d(x(t,x0), Q) = 0,òî ìû áóäåì íàçûâàòü Q ãëîáàëüíûì àòòðàêòîðîì ñèñòåìû (1.1). Åñëè äëÿìíîæåñòâà P ⊂ R
n âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ∀x0 ∈ P ⊂ R

n, x(t,x0) ⊆ P, òî Páóäåò íàçûâàòüñÿ ïîëîæèòåëüíûì èíâàðèàíòíûì ìíîæåñòâîì ñèñòåìû (1.1).Îïðåäåëåíèå 2. Çàìêíóòàÿ òðàåêòîðèÿ x(t,x0) ñèñòåìû (1.1) íàçûâàåòñÿãîìîêëèíè÷åñêîé îðáèòîé, åñëè ýòà òðàåêòîðèÿ ñõîäèòñÿ ê îäíîìó è òîìó æåïîëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ ïðè t→ ±∞.Ïóñòü xe ∈ R
n ÿâëÿåòñÿ ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (1.1). Îáîçíà÷èì÷åðåç

D(xe) = (∂fi(x)/∂xj)(xe) ∈ R
n×nìàòðèöó ßêîáè âåêòîð-�óíêöèè f(x) = (f1(x), ..., fn(x))T â ïîëîæåíèè ðàâ-íîâåñèÿ xe; i, j = 1, ..., n.Òåîðåìà 1. (�îìîêëèíè÷åñêàÿ òåîðåìà Øèëüíèêîâà) [22℄. Ïðåäïîëîæèì,÷òî n = 3, è ïóñòü α, β ± iγ ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè ìàòðèöû

D(xe), ãäå α, β, γ ∈ R, α · β < 0 è γ 6= 0 (ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ÿâëÿåòñÿñåäëî-�îêóñîì).Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:1) |α| > |β|;2) ñóùåñòâóåò ãîìîêëèíè÷åñêàÿ îðáèòà, íà÷èíàþùàÿñÿ è çàêàí÷èâàþ-ùàÿñÿ â òî÷êå xe.Òîãäà: 1) â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ãîìîêëèíè÷åñêîé îðáèòû ñóùåñòâó-åò ñ÷åòíîå ÷èñëî ïîäêîâ Ñìåéëà, îïðåäåëÿþùèõ äèñêðåòíóþ äèíàìèêó ñè-ñòåìû (1.1);2) äëÿ ëþáîãî äîñòàòî÷íî ìàëîãî C1-âîçìóùåíèÿ
g(x) = (g1(x), ..., gn(x))T�óíêöèè f(x) â ñèñòåìå (1.1) âîçìóùåííàÿ ñèñòåìà ẋ(t) = g(x) ∈ R

n èìååòïî êðàéíåé ìåðå êîíå÷íîå ÷èñëî ïîäêîâ Ñìåéëà, îïðåäåëÿþùèõ äèñêðåòíóþäèíàìèêó âáëèçè ãîìîêëèíè÷åñêîé îðáèòû;3) èñõîäíàÿ ñèñòåìà (1.1) è âîçìóùåííàÿ ñèñòåìà ẋ(t) = g(x) èìåþòîäèí è òîò æå òèï õàîñà, ïîðîæäåííîãî ïîäêîâàìè Ñìåéëà.Ïóñòü xe1 è xe2 � äâà ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (1.1).



6 Â. Å. ÁÅËÎÇÅ�ÎÂ, À. Â. ÁÅËÎÇÅ�ÎÂÎïðåäåëåíèå 3. Çàìêíóòàÿ òðàåêòîðèÿ x(t,x0) ñèñòåìû (1.1) íàçûâàåòñÿãåòåðîêëèíè÷åñêîé îðáèòîé, åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè x0, ïðèíàäëåæàùåé ýòîéòðàåêòîðèè, èëè lim
t→∞

x(t,x0) = xe2 , lim
t→−∞

x(t,x0) = xe1 ; èëè lim
t→∞

x(t,x0) =

xe1 , lim
t→−∞

x(t,x0) = xe2 .Òåîðåìà 2. (�åòåðîêëèíè÷åñêàÿ òåîðåìà Øèëüíèêîâà) [22℄. Ïðåäïîëîæèì,÷òî n = 3, è ïóñòü αk, βk ± iγk ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè ìàòðèöû
D(xek

), ãäå k = 1, 2; αk, βk, γk ∈ R, αk · βk < 0 è γk 6= 0 (îáà ïîëîæåíèÿðàâíîâåñèÿ xe1 è xe2 ïðåäïîëàãàþòñÿ ñåäëî-�îêóñàìè).Ïóñòü òàêæå âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:1) |αk| > |βk|, k = 1, 2;2) α1α2 > 0 è β1β2 > 0;3) ñóùåñòâóåò ãåòåðîêëèíè÷åñêàÿ îðáèòà, ñâÿçûâàþùàÿ òî÷êè xe1 è
xe2 .Òîãäà: 1) â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ãîìîêëèíè÷åñêîé îðáèòû ñóùåñòâó-åò ñ÷åòíîå ÷èñëî ïîäêîâ Ñìåéëà, îïðåäåëÿþùèõ äèñêðåòíóþ äèíàìèêó ñè-ñòåìû (1.1);2) äëÿ ëþáîãî äîñòàòî÷íî ìàëîãî C1-âîçìóùåíèÿ

g(x) = (g1(x), ..., gn(x))T�óíêöèè f(x) â ñèñòåìå (1.1), âîçìóùåííàÿ ñèñòåìà ẋ(t) = g(x) ∈ R
n èìååòïî êðàéíåé ìåðå êîíå÷íîå ÷èñëî ïîäêîâ Ñìåéëà, îïðåäåëÿþùèõ äèñêðåòíóþäèíàìèêó âáëèçè ãîìîêëèíè÷åñêîé îðáèòû;3) èñõîäíàÿ ñèñòåìà (1.1) è âîçìóùåííàÿ ñèñòåìà ẋ(t) = g(x) èìåþòîäèí è òîò æå òèï õàîñà, ïîðîæäåííîãî ïîäêîâàìè Ñìåéëà.2. Òðåóãîëüíàÿ �îðìà êâàäðàòè÷íûõ ñèñòåìäè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé�àññìîòðèì ñëåäóþùóþ îäíîðîäíóþ ñèñòåìó êâàäðàòè÷íûõ äè��åðåí-öèàëüíûõ óðàâíåíèé: 




ẋ1(t) = xT (t)B1x(t),
. . . . . . . . ,
ẋn(t) = xT (t)Bnx(t)

(2.1)ñ âåêòîðîì íà÷àëüíûõ äàííûõ xT (0).Çàìåòèì, ÷òî â ñèñòåìå (2.1) ëþáàÿ êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà ìîæåò áûòüåäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëåíà â âèäå ñóììû
xTBi+1x = U1,i+1(x1, ..., xi) + U2,i+1(x1, ..., xn),ãäå

U1,i+1(x1, ..., xi) = (x1, ..., xi, 0, ..., 0)Bi+1(x1, ..., xi, 0, ..., 0)
T ,

U2,i+1(x1, ..., xn) = xTBi+1x− U1,i+1� êâàäðàòè÷íûå �îðìû, çàâèñÿùèå îò i è n ïåðåìåííûõ, è U11(x0) ≡ 0,
U21(x1, ..., xn) = xTB1x; i = 1, ..., n − 1.



�ÎÌÎÊËÈÍÈ×ÅÑÊÈÅ Î�ÁÈÒÛ ÊÂÀÄ�ÀÒÈ×ÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌ 7Ââåäåì â ñèñòåìó (2.1) íîâóþ ïåðåìåííóþ y(t) = (y1(t), ..., yn(t))T ïî �îð-ìóëå x(t) = Sy(t), ãäå S ∈ R
n×n � íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà. Òîãäà ïîëó÷èì:




ẏ1(t)...
ẏn(t)


 = S−1




(Sy(t))TB1(Sy(t))...
(Sy(t))TBn(Sy(t))


 . (2.2)(Òàêèì îáðàçîì, âåêòîð íà÷àëüíûõ äàííûõ ïðèìåò âèä y(0) = S−1x(0).)Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò îáðàòèìàÿ ìàòðèöà S òàêàÿ, ÷òî â ïåðå-ìåííûõ y1, ..., yn ñèñòåìà (2.2) ïðèìåò âèä:

ẏ(t) =




ẏ1(t)...
ẏn(t)


 = W(y(t)) =




U21(y1(t), ..., yn(t))...
U2n(y1(t), ..., yn(t))


 . (2.3)Îïðåäåëåíèå 4. Ñèñòåìà (2.3) íàçûâàåòñÿ òðåóãîëüíîé.Íàïðèìåð, åñëè n = 2, òî (2.3) èìååò �îðìó:

{
ẏ1(t) = a11y

2
1 + 2a12y1y2 + a22y

2
2,

ẏ2(t) = 2b12y1y2 + b22y
2
2;

(2.4)åñëè n = 3, òî (2.3) èìååò òàêóþ �îðìó:




ẏ1(t) = a11y
2
1 + 2a12y1y2 + a22y

2
2 + 2a13y1y3 + 2a23y2y3 + a33y

2
3,

ẏ2(t) = 2b12y1y2 + b22y
2
2 + 2b13y1y3 + 2b23y2y3 + b33y

2
3 ,

ẏ3(t) = 2c13y1y3 + 2c23y2y3 + c33y
2
3 .3. Óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ãîìîêëèíè÷åñêèõ îðáèò äëÿòðåóãîëüíûõ ñèñòåìÇàìåòèì, ÷òî â ñèñòåìå (2.3) ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ìîæåò áûòü çàïèñàíîòàê:

ẏn(t) = yn(2c1ny1 + ...+ 2cn−1,nyn−1 + cnnyn),ãäå c1n, ..., cnn ∈ R.Ñëåäóþùàÿ î÷åâèäíàÿ ëåììà [23℄ â äàííîé ðàáîòå èãðàåò êëþ÷åâóþ ðîëü.Ëåììà 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ òðåóãîëüíîé ñèñòåìû (2.3) yn0 = yn(0) è�óíêöèÿ yn(t) íå èìååò ïîëþñîâ íà [0,∞). Òîãäà ∀t ≥ 0 yn(0)yn(t) ≥ 0.Ôîðìàëüíî âû÷èñëèì âñå ïåðâûå ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè äëÿ �óíêöèé
z1 = y1/yn, ..., zn−1 = yn−1/yn, ãäå y1(t), ..., yn(t) � ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.3).Òîãäà ïîëó÷èì:



ż1(t)...
żn−1(t)
ẏn(t)


 =




ẏ1yn − y1ẏn

y2
n

≡ G1(z1(t), ..., zn−1(t))yn(t)

. . . . . . . . . . . . .
ẏn−1yn − yn−1ẏn

y2
n

≡ Gn−1(z1(t), ..., zn−1(t))yn(t)

Gn(z1(t), ..., zn−1(t))y
2
n(t)



, (3.1)



8 Â. Å. ÁÅËÎÇÅ�ÎÂ, À. Â. ÁÅËÎÇÅ�ÎÂãäå Gi(z1, ..., zn−1)� íåîäíîðîäíûå êâàäðàòè÷íûå �óíêöèè èGn(z1, ..., zn−1)�íåîäíîðîäíàÿ ëèíåéíàÿ �óíêöèÿ ïåðåìåííûõ z1, ..., zn−1; i = 1, ..., n − 1. (Âñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 1, åñëè yn(0) 6= 0, òî ñèñòåìà (3.1) îïðåäåëåíà êîð-ðåêòíî.)Ââåäåì ëèíåéíóþ îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ z1..., zn−1 �óíêöèþ z ïî �îð-ìóëå
z = 2c1nz1 + ...+ 2cn−1,nzn−1.Ïîñòðîèì êâàäðàòè÷íóþ �óíêöèþ

G(z1, ..., zn−1) ≡ 2c1nG1(z1, ..., zn−1) + ...+ 2cn−1,nGn−1(z1, ..., zn−1),è êâàäðàòè÷íóþ �îðìó hn−1(y) = y2
nG(z1, ..., zn−1).Òåîðåìà 3. Ïóñòü n > 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ òðåóãîëüíîé ñèñòåìû(2.3) yn0 6= 0. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:1) êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà hn−1(y) îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà;2) ðåøåíèÿ yi(t) íåïðåðûâíû íà [0,∞) è lim

t→∞
yi(t)yn(t) = 0; i = 1, ..., n.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî yn0 > 0. Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìîæíîñ÷èòàòü, ÷òî a ∈ [0,∞) � åäèíñòâåííàÿ ñèíãóëÿðíàÿ òî÷êà �óíêöèè yn(t)

(lim
t→a

yn(t) = ∞). Òîãäà èç ëåììû 1 âûòåêàåò, ÷òî ∀t ∈ [0, a) yn(t) > 0. Èíòå-ãðèðóÿ ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ñèñòåìû (2.3), ïîëó÷èì:
yn(t) =

yn0

1 − yn0

t∫

0

(z(τ) + cnn) dτ

≥ 0. (3.2)
Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî ∀t ∈ [0, a)

t∫

0

(z(τ) + cnn) dτ = d(t) < 1/yn0. (3.3)Êðîìå òîãî, èç óñëîâèÿ îòðèöàòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè �îðìû hn−1(y)ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ z1, ..., zn−1 �óíêöèÿ G(z1, ..., zn−1) < 0. Ïîýòîìó ∀t ∈
[0, a) ïðîèçâîäíàÿ ż(t) = G(z1, ..., zn−1)yn(t) < 0. Òàê êàê yn(t) > 0, òî z(t) �óáûâàþùàÿ �óíêöèÿ íà èíòåðâàëå [0, a).Ïåðåõîäèì íåïîñðåäñòâåííî ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 3.

1 ) ⇒ 2 ). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî �óíêöèÿ zn(t) = z(t)+ cnn ñîõðàíÿåò çíàê íà
[0, a). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî zn(t) > 0. Òîãäà èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû(2.3) èìååì ẏn(t) > 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèÿ yn(t) áóäåò âîçðàñòàþùåéíà [0, a). Êðîìå òîãî, èç óñëîâèÿ ż(t) < 0, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî żn(t) < 0 èïîòîìó zn(t) � óáûâàþùàÿ �óíêöèÿ. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ lim

t→a−0
yn(t) = ∞. Âýòîì ñëó÷àå áóäåì èìåòü lim

t→a−0
zn(t) = −∞ è, ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèÿ zn(t)ìåíÿåò ñâîé çíàê íà [0, a), ÷òî íåâîçìîæíî. Òàêèì îáðàçîì, ïðåäïîëîæåíèåî òîì, ÷òî a ÿâëÿåòñÿ ñèíãóëÿðíîé òî÷êîé íà èíòåðâàëå [0,∞), íåêîððåêòíî.



�ÎÌÎÊËÈÍÈ×ÅÑÊÈÅ Î�ÁÈÒÛ ÊÂÀÄ�ÀÒÈ×ÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌ 9Ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèè zn(t) è yn(t) íå èìåþò ñèíãóëÿðíûõ òî÷åê íà [0,∞).Òîãäà ìû èìååì â (3.3) d(t) > 0 è lim
t→∞

xn(t) = yn0/(1 − yn0 lim
t→∞

d(t)) > 0.Åñëè zn(t) < 0, òî d(t) ≤ 0 è èç èíòåãðàëüíîé �îðìóëû (3.2) íåìåäëåííîñëåäóåò, ÷òî �óíêöèÿ yn(t) íå èìååò ñèíãóëÿðíûõ òî÷åê íà [0,∞).Ïóñòü òåïåðü a áóäåò ñèíãóëÿðíîé òî÷êîé �óíêöèè zn(t). Ïðåäïîëîæèì,÷òî zn(t) > 0, íî ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç íåêîòîðóþ òî÷êó c ∈ [0, a) �óíêöèÿ zn(t)èçìåíÿåò ñâîé çíàê (zn(c) = 0). Òàê êàê zn(t) � óáûâàþùàÿ �óíêöèÿ, òî äëÿëþáîãî ∆t > 0, èìååì zn(c− ∆t) > 0 è zn(c+ ∆t) < 0.�àññìîòðèì èíòåãðàë
t∫

0

zn(τ) dτ =

c∫

0

zn(τ) dτ + lim
w→a−0

w∫

c

zn(τ) dτ + lim
w→a+0

t∫

w

zn(τ) dτ =

= Z(c) − Z(0) + lim
w→a−0

Z(w) − Z(c) + Z(t) − lim
w→a+0

Z(w) =

= Z(t) − Z(0) + lim
w→a−0

Z(w) − lim
w→a+0

Z(w), (3.4)ãäå Z(w)� ïåðâîîáðàçíàÿ �óíêöèÿ äëÿ zn(w); t� òî÷êà èç èíòåðâàëà [0, a)
⋃

(a,∞).Ïðè èññëåäîâàíèè èíòåãðàëà (3.4) âîçìîæíû ñëåäóþùèå ÷åòûðå ñëó÷àÿ:
1) lim

w→a−0
Z(w) = d1 6= −∞, lim

w→a+0
Z(w) = d1 6= −∞, Z(∞) = d2 6= ±∞;

2) lim
w→a−0

Z(w) = d3 6= −∞, lim
w→a+0

Z(w) = d3 6= −∞, Z(∞) = −∞;

3) lim
w→a−0

Z(w) = − lim
w→a+0

Z(w) = −∞, lim
w→a−0

Z(w) − lim
w→a+0

Z(w) = −∞(â ñèëó òîãî, ÷òî lim
w→a−0

Z(w) < 0, lim
w→a+0

Z(w) > 0),è
4) lim

w→a−0
Z(w) = lim

w→a+0
Z(w) = −∞, lim

w→a−0
Z(w) − lim

w→a+0
Z(w) = 0.(Çäåñü d1 − d3 � íåêîòîðûå äåéñòâèòåëüíûå êîíñòàíòû.)Íàïîìíèì, ÷òî a � åäèíñòâåííàÿ ñèíãóëÿðíàÿ òî÷êà. Òîãäà ñëó÷àé 1) ñâî-äèòñÿ ê ðàññìîòðåííîé ðàíåå ñèòóàöèè äëÿ zn(t) > 0 è lim

t→∞
d(t) = d2 < 1/yn0.Ñëó÷àè 2) è 3) ñëåäóþò èç (3.2) è (3.3) è òîãî, ÷òî lim

t→a
yn(t) = 0. Íî ∀t ∈

[0, a) yn(t) > 0; ïîýòîìó a = ∞.Â ñëó÷àå 4) ìû èìååì:
lim

t→a−0
yn(t) =

yn0

1 − yn0 lim
t→a−0

t∫

0

(z(τ) + cnn) dτ

= 0,è òàê êàê ∀t ∈ [0, a) yn(t) > 0, òî a = ∞. Â [23℄ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ëþáîåðåøåíèå îáùåé ñèñòåìû áåç îñîáûõ òî÷åê ñòðåìèòñÿ ê 0 ïðè t → ∞. Ñëåäî-âàòåëüíî, ñèòóàöèÿ zn(t) > 0 (è lim
t→∞

yn(t) = const 6= 0) � íåâîçìîæíà. Òàêèì



10 Â. Å. ÁÅËÎÇÅ�ÎÂ, À. Â. ÁÅËÎÇÅ�ÎÂîáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå îñòàåòñÿ åäèíñòâåííàÿ âîçìîæíîñòü zn(t) < 0 è zn(t)ìåíÿåò ñâîé çíàê ñ ′−′ íà ′+′. Çíà÷èò, �óíêöèÿ yn(t) íå èìååò ñèíãóëÿðíûõòî÷åê íà [0,∞) è lim
t→∞

yn(t) = 0.�àññìàòðèâàÿ ïîâåäåíèå �óíêöèè yn(t) ïðè yn0 < 0, ïðèõîäèì ê òîìóæå çàêëþ÷åíèþ: yn(t)� íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ íà [0,∞) è lim
t→∞

yn(t) = 0. Çà-ìåòèì, ÷òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû 3 èç äîêàçàòåëüñòâà âûòåêàåò, ÷òî ïåðåìåí-íûå z1, ..., zn−1 ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè �óíêöèÿìè äëÿ t ∈ [0,∞). Ôóíê-öèè G1(z1, ..., zn−1), ..., Gn−1(z1, ..., zn−1) è G(z1, ..., zn−1) ÿâëÿþòñÿ ïîëèíîìà-ìè îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ z1, ..., zn−1 è ïîòîìó ýòè �óíêöèè òàêæå íåïðå-ðûâíû ∀t ∈ [0,∞).Çàïèøåì ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ñèñòåìû (2.3) â èíòåãðàëüíîé �îðìå:
yn(t) = yn0 +

t∫

0

(z(τ) + cnn)y2
n(τ) dτ.Òîãäà èç óñëîâèÿ lim

t→∞
yn(t) = 0 ñëåäóåò, ÷òî íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë

∞∫

0

(z(τ) + cnn)y2
n(τ) dτñõîäèòñÿ. Ýòî âîçìîæíî òîëüêî â ñëó÷àå lim

t→∞
(z(t) + cnn)y2

n(t) = 0, ÷òî ýêâè-âàëåíòíî ïðåäåëüíîìó íåðàâåíñòâó
lim
t→∞

(2c1ny1(t)yn(t) + ...+ 2cn−1,nyn−1(t)yn(t)) = 0. (3.5)�àññìîòðèì óðàâíåíèå
ż(t) = G(z1(t), ..., zn−1(t))yn(t),êîòîðîå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî èíòåãðàëüíûì ñîîòíîøåíèåì

z(t)y2
n(t) = z0y

2
n(t) + y2

n(t)

t∫

0

G(z1(τ), ..., zn−1(τ))yn(τ) dτ =

= z0y
2
n(t) + y2

n(t)

t∫

0

hn−1(y1(τ), ..., yn(τ))

yn(τ)
dτ,ãäå hn−1(y1, ..., yn) � êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà, ââåäåííàÿ âûøå.Ïåðåéäåì ê ïðåäåëó â îáåèõ ÷àñòÿõ ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà. Òîãäà â ñèëó(3.5) è lim

t→∞
yn(t) = 0, áóäåì èìåòü:
lim
t→∞

z(t)y2
n(t) = lim

t→∞
y2

n(t)

t∫

0

hn−1(x1(τ), ..., xn(τ))

yn(τ)
dτ = 0. (3.6)Çäåñü âîçìîæíû äâå ñèòóàöèè:
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1) lim

t→∞

t∫

0

hn−1(y1(τ), ..., yn(τ))

yn(τ)
dτ = const 6= ∞;

2) lim
t→∞

t∫

0

hn−1(y1(τ), ..., yn(τ))

yn(τ)
dτ = ±∞.Â ïåðâîì ñëó÷àå èç ñõîäèìîñòè íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà ñëåäóåò, ÷òî

lim
t→∞

hn−1(y1(t), ..., yn(t))

yn(t)
= 0,è òàê êàê lim

t→∞
yn(t) = 0, òî lim

t→∞
hn−1(y1(t)..., yn(t)) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

lim
t→∞

y2
n(t)hn−1(y1(t), ..., yn(t)) = 0. (3.7)Âî âòîðîì ñëó÷àå ðàâåíñòâî (3.6) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî òàê:

lim
t→∞

(( t∫

0

hn−1(y1(τ), ..., yn(τ))

yn(τ)
dτ

)
/(1/y2

n(t))

)
=

(
∞
∞

)
= 0.Ïðèìåíÿÿ ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ ê ïîñëåäíåìó ïðåäåëó, áóäåì èìåòü:

lim
t→∞

((
hn−1(y1(t), ..., yn(t))

yn(t)

)
/(−2ẏn(t)/y3

n(t))

)
=

= lim
t→∞

y2
n(t)hn−1(y1(t), ..., yn(t))

−2ẏn(t)
= 0. (3.8)Òàê êàê lim

t→∞
ẏn(t) = 0, òî èç (3.8) ñëåäóåò (3.7).Â ñèëó îòðèöàòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè �îðìû hn−1(y) ïðåäåë (3.7) èìååòâèä:

− lim
t→∞

(
(

n∑

i=1

d1iyi(t)yn(t))2 + ...+ (
n∑

i=1

dniyi(t)yn(t))2)

)
= 0,ãäå dij � íåêîòîðûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà.Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

lim
t→∞

(
n∑

i=1

d1iyi(t)yn(t)) = 0, ..., lim
t→∞

(
n∑

i=1

dniyi(t)yn(t)) = 0èëè, â ìàòðè÷íîé �îðìå, èìååì:
lim
t→∞




d11 ... d1n... ...
...

dn1 ... dnn


 ·




y1(t)yn(t)...
yn(t)yn(t)


 = 0. (3.9)



12 Â. Å. ÁÅËÎÇÅ�ÎÂ, À. Â. ÁÅËÎÇÅ�ÎÂÂ ñèëó îòðèöàòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè �îðìû hn−1(y), ñòðîêè ìàòðèöû Dâ (3.9) (ñ ýëåìåíòàìè dij) äîëæíû áûòü ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Òîãäà detD 6= 0è èç (3.9) íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî lim
t→∞

yi(t)yn(t) = 0; i = 1, ..., n.

2 ) ⇒ 1 ). Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ñèñòåìó (2.1) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàêñèñòåìó, ïðèâåäåííóþ ê �îðìå (2.3). Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî yn0 6= 0,
lim
t→∞

yi(t)yn(t) = 0 è �óíêöèÿ yi(t)yn(t) íå èìååò ñèíãóëÿðíûõ òî÷åê íà èí-òåðâàëå [0,∞); i = 1, ..., n.Ïóñòü yn0 > 0. Òîãäà â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 1 ∀t ∈ [0,∞), èìååì yn(t) >
0. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ t > 0 �óíêöèÿ yn(t) óáûâàþùàÿ èïîòîìó ẏn(t) < 0. Òåïåðü, åñëè ìû âåðíåìñÿ ê ïîñëåäíåìó óðàâíåíèþ ñèñòåìû(2.3) è �îðìóëå (3.2), òî èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé è óñëîâèÿ ẏn(t) < 0 äëÿ äîñòà-òî÷íî áîëüøèõ t > 0 ñëåäóåò, ÷òî zn(t) < 0. Òàê êàê lim

t→∞
yn(t) = 0 è �óíêöèÿ

yn(t) íå èìååò ñèíãóëÿðíûõ òî÷åê, òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî �óíêöèè zn(t) è
z(t) òàêæå íå èìåþò òàêèõ òî÷åê. Ñëåäîâàòåëüíî, âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ: 1)
lim
t→∞

zn(t) = lim
t→∞

z(t) = −∞, è 2) lim
t→∞

zn(t) = dn ≤ 0(6= −∞).Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååò ìåñòî ñëó÷àé 2). Òîãäà, âîñïîëüçîâàâøèñü ïðà-âèëîì Ëîïèòàëÿ, ïîëó÷èì:
lim
t→∞

zi(t) = lim
t→∞

yi(t)

yn(t)
= lim

t→∞

yi(t)yn(t)

y2
n(t)

=

(
0

0

)
= z∗i ; i = 1, ..., n − 1.Â ýòîì ñëó÷àå, ïðè óñëîâèè lim

t→∞
yn(t) = 0, ñèñòåìà (2.3) ìîæåò áûòü ñâå-äåíà ê ñèñòåìå

G1(z1, ..., zn−1) = ... = Gn−1(z1, ..., zn−1) = 0. (3.10)Òàê êàê
lim
t→∞

zn(t) = 2c1n lim
t→∞

z1(t) + ...+ 2cn−1,n lim
t→∞

zn−1(t) + cnn =

= 2c1nz
∗
1 + ...+ 2cn−1,nz

∗
n−1 + cnn = dn 6= −∞,ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ñèñòåìà (3.10) èìååò îäíî ðåøåíèå (z∗1 , ..., z

∗
n−1) ∈ R

n−1.Äàëåå, òàê êàê lim
t→∞

yn(t) = 0, yn(t) > 0 è dn ≤ 0, òî èç (3.2) ñëåäóåò, ÷òî
lim
t→∞

yn0

t∫

0

(z(τ) + cnn) dτ = −∞.Ïîýòîìó äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ t �óíêöèÿ yn0(z(t)+cnn) äîëæíà áûòü óáû-âàþùåé è îòðèöàòåëüíîé. Çíà÷èò, óñëîâèå yn0ż(t) = yn0G(z1, ..., zn−1)yn(t) < 0íåîáõîäèìî óäîâëåòâîðåíî. Òàê êàê yn0yn(t) > 0, òî �óíêöèÿ G(z1, ..., zn−1)äîëæíà áûòü îòðèöàòåëüíîé è, ñëåäîâàòåëüíî, G(z1, ..., zn−1) 6= 0 ∀(z1, ..., zn−1).Ýòî ïðîòèâîðå÷èò çàêëþ÷åíèþ, ñäåëàííîìó âûøå î òîì, ÷òî ñóùåñòâóþò âå-ùåñòâåííûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3.10). Ñëåäîâàòåëüíî, ñëó÷àé 2) íåâîçìîæåí.Íàïðîòèâ, ñëó÷àé 1) èìååò ìåñòî, è, êàê ïîêàçàíî âûøå, ∀(z1, ..., zn−1) óñëî-âèå G(z1, ..., zn−1) < 0 äîëæíî áûòü óäîâëåòâîðåíî. Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âòåðìèíàõ �îðì ýêâèâàëåíòíî îòðèöàòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè �îðìû hn−1(y).Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî èìïëèêàöèè 2) ⇒ 1) è òåîðåìû 3.
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n ðàçìåðíîñòè i, ïî-ðîæäåííîå âñåìè âåêòîðàìè yi = (y1, ..., yi, 0, ..., 0)

T ; i = 1, ..., n.Ïîñòðîèì öåïî÷êó âêëþ÷åíèé 0 = Y0 ⊂ Y1 ⊂ ... ⊂ Yn−1 ⊂ Yn = R
n.Îáîçíà÷èì ÷åðåç Wi = W|Yi

îãðàíè÷åíèå îïåðàòîðà W íà ïîäïðîñòðàí-ñòâî Yi. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî W(Yi) = Yi; i = 1, ..., n.Ââåäåì òðåóãîëüíûå ñèñòåìû:
ẏi(t) =




ẏ1(t)...
ẏi(t)


 =

= Wi(yi(t)) =




U21(y1(t), ..., yi(t), 0, ..., 0)...
U2i(y1(t), ..., yi(t), 0, ....0)


 ; i = 1, ..., n. (3.11)(Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè i = n ñèñòåìà (3.11) ñîâïàäàåò ñ ñèñòåìîé (2.3).)Ïî àíàëîãèè ñ ñèñòåìîé (2.3) ââåäåì �îðìû hi−1(yi) äëÿ ñèñòåì (3.11);

i = 2, ..., n. (Çäåñü hn−1(yn) ≡ hn−1(y)).Òåîðåìà 4. Ïóñòü n > 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ òðåóãîëüíîé ñèñòåìû(2.3) yn0 6= 0 è1) ∀i ∈ {2, ..., n} êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà hi−1(yi) îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà;2) äëÿ i = 2 (ýòî áóäåò ñèñòåìà (2.4)) a11(a11 − 2b12) < 0.Òîãäà ëþáàÿ òðàåêòîðèÿ y(t,y0) ñèñòåìû (2.3) ÿâëÿåòñÿ ãîìîêëèíè÷å-ñêîé îðáèòîé è ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ 0 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé åäèíñòâåííûéàòòðàêòîð (ãëîáàëüíûé) ýòîé ñèñòåìû.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî âñå ðåøåíèÿ y1(t), ..., yn(t) ñèñòåìû (2.3) îã-ðàíè÷åíû íà [0,∞) è lim
t→∞

yi(t) = 0; i = 1, ..., n.Èç òåîðåìû 3 ñëåäóåò, ÷òî ëþáîå ðåøåíèå y(t) = yn(t) ñèñòåìû (2.3) ïðè
t → ∞ ïåðåõîäèò èç ìíîãîîáðàçèÿ R

n = Yn íà èíâàðèàíòíîå ìíîãîîáðàçèå
Yn−1 ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè. (Ïîñëåäíÿÿ êîîðäèíàòà âåêòîðà y(t) ñòðåìèòñÿê íóëþ.) Òàê æå, êàê è äëÿ ñèñòåìû (2.3), ìû ìîæåì ïîêàçàòü, ÷òî ðåøåíèÿ
yi ñèñòåìû (3.11) îãðàíè÷åíû äëÿ i = n, i = n− 1 è òàê äàëåå.Â ðåçóëüòàòå ìû ñâåäåì äîêàçàòåëüñòâî ê ñëó÷àþ ñèñòåìû (2.4). Óñëîâèÿîãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèé ýòîé ñèñòåìû óêàçàíû â [23℄; íåðàâåíñòâî a11(a11 −
2b12) < 0 ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ýòèõ óñëîâèé.Òåïåðü ìû èçìåíèì çíàê âðåìåíè: t→ −t. Òîãäà ñèñòåìà (2.3) ïåðåéäåò âñèñòåìó

ẏ(t) =




ẏ1(t)...
ẏn(t)


 = −W(y(t)) = −




U21(y1(t), ..., yn(t))...
U2n(y1(t), ..., yn(t))


 . (3.12)ßñíî, ÷òî äëÿ ñèñòåìû (3.12) óñëîâèÿ 1) è 2) òåîðåìû 4 âûïîëíåíû.Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè yn0 6= 0, òî äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ y(t,y0) ñèñòåìû (3.12)

lim
t→∞

y(t,y0) = 0. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 4 ñèñòåìû (2.3) è (3.12) èìåþò åäèí-ñòâåííîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ye = 0, òî åñòü lim
t→±∞

y(t,y0) = 0. Ýòî çàâåð-øàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.



14 Â. Å. ÁÅËÎÇÅ�ÎÂ, À. Â. ÁÅËÎÇÅ�ÎÂ4. �îìîêëèíè÷åñêèå è ãåòåðîêëèíè÷åñêèå îðáèòû ñèñòåìû(1.1)Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò îáðàòèìîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå S ∈
R

n×n, ñâîäÿùåå ñèñòåìó (2.1) ê ñèñòåìå (2.3). Ïðèìåíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèå S êñèñòåìå (1.1), áóäåì èìåòü:
ẏ(t) =




ẏ1(t)...
ẏn(t)


 = Cy(t) +




U21(y1(t), ..., yn(t))...
U2n(y1(t), ..., yn(t))


 , (4.1)ãäå C = S−1AS è y(0) = S−1x(0).Òåîðåìà 5. Ïóñòü n > 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ òðåóãîëüíîé ñèñòåìû(2.3) âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1) è 2) òåîðåìû 4. Åñëè îäíîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî

Y1 íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì ìàòðèöû C èëè y(0) 6∈ Y1, òîãäàäëÿ ëþáûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ âñå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (4.1) îãðàíè÷åíû.Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòðèöà C â ñèñòåìå (4.1) ìîæåòáûòü ïðèâåäåíà ê âåùåñòâåííîé äèàãîíàëüíîé �îðìå
P = HCH−1 = diag (α1, ..., αn)ñ ïîìîùüþ ïîäõîäÿùåãî îáðàòèìîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ H ∈ R

n×n.Ââåäåì íîâóþ ïåðåìåííóþ z â ñèñòåìó (4.1) ïî �îðìóëå y = H−1z, ãäå
zT = (z1, ..., zn). Òîãäà áóäåì èìåòü:

ż(t) =




ż1(t)...
żn(t)


 = Pz(t) +




zT (t)L1z(t)...
zT (t)L1z(t)


 , (4.2)ãäå L1, ..., Ln ∈ R

n×n � ñèììåòðè÷åñêèå ìàòðèöû è z(0) = Hy(0).Òåïåðü çàìåíèì ïåðåìåííóþ z â ñèñòåìå (4.2) íà ïåðåìåííóþ
w = (w1, ..., wn)T =

( 1

z1
, ...,

1

zn

)T
. (4.3)Òîãäà, ïîñëå ïðîñòûõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ïîëó÷èì:




ẇ1...̇
wn


 =




−α1w1...
−αnwn


+




L1(w1/w1, ..., w1/wn)...
Ln(wn/w1, ..., wn/wn)


 , (4.4)ãäå Li(wi/w1, ..., wi/wn) ≡ w2

i w
TLiw, i = 1, ..., n.Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ëàãðàíæà âàðèàöèè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ [24℄íàõîäèì ðåøåíèå ñèñòåìû (4.4). Ýòî ðåøåíèå èìååò �îðìó:




w1(t)...
wn(t)


 =




exp(−α1t)w10...
exp(−αnt)wn,0


+
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+




t∫
0

exp(−α1(t− τ))L1(w1/w1, .., w1/wn) dτ...
t∫
0

exp(−αn(t− τ))Ln(wn/w1, .., wn/wn) dτ



.Åñëè ñ ïîìîùüþ �îðìóë (4.3) ìû âåðíåìñÿ ê ïåðåìåííûì z1, ..., zn, òîèç ïîñëåäíåé ñèñòåìû ìîæíî ïîëó÷èòü ðåøåíèÿ z1(t), ..., zn(t) â ñëåäóþùåé�îðìå:





z1(t) =
z10 exp(α1t)

1 + z10
t∫
0

exp(α1τ)L1(z1(τ)/z1(τ), ..., zn(τ)/z1(τ)) dτ

,

. . . . . . . . . . . . . . ,

zn(t) =
zn0 exp(αnt)

1 + zn0

t∫
0

exp(αnτ)Ln(z1(τ)/zn(τ), ..., zn(τ)/zn(τ)) dτ

.

(4.5)
(Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî k ∈ {1, ..., n} è äëÿ íåêîòîðîãî b ∈ [0,∞) lim

t→b
zk(t) = 0,òî â �îðìóëàõ (4.5) ìû ïîëàãàåì lim

t→b
zk(t) = zk(b) = 0.)Ïóñòü t = a > 0 áóäåò ñèíãóëÿðíîé òî÷êîé (ïîëþñîì) ðåøåíèÿ zi(t) ñè-ñòåìû (4.2). Òîãäà â ñèëó îáùíîñòè ñèñòåìû (4.2) âñå îñòàâøèåñÿ ðåøåíèÿ

zj(t), j 6= i; j = 1, ..., n òàêæå èìåþò òó æå ñèíãóëÿðíóþ òî÷êó t = a. Èçâåñòíî[23, 25℄, ÷òî ïðè t→ a ðåøåíèå zi(t) ñèñòåìû (4.2) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíîâ âèäå: zi(t) ≃ (Mi + si(t))/(t − a), ãäå si(a) = 0,Mi = const 6= 0; i = 1, ..., n.Òîãäà, ïîäñòàâëÿÿ ýòè ýêâèâàëåíòíîñòè â ñèñòåìó (4.2) è óñòðåìëÿÿ t → a,ìû ïîëó÷èì:
F1(z1, ..., zn−1) = 0, ..., Fn−1(z1, ..., zn−1) = 0,ãäå F1(...), ..., Fn−1(...) � êâàäðàòè÷íûå �óíêöèè îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîãîâåêòîðà z = (M1/Mn, ...,Mn−1/Mn)T . Ïîñëåäíÿÿ ñèñòåìà ýêâèâàëåíòíà ñè-ñòåìå (3.10), êîòîðàÿ íå èìååò ðåøåíèé. Ýòî âîçìîæíî òîëüêî â ñëó÷àå, åñëè

a = ∞. Äðóãèìè ñëîâàìè, ðåøåíèÿ z1(t), ..., zn(t) íå èìåþò ñèíãóëÿðíûõ òî-÷åê. (Ñì. äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.)Òåïåðü ïåðåéäåì ê ïðåäåëó â (4.5),
lim
t→∞

zi(t) = lim
t→∞

zi0 exp(αit)

1 + zi0
t∫
0

exp(αiτ)Li(z1(τ)/zi(τ), ..., zn(τ)/zi(τ)) dτ

;

i = 1, ..., n.Òàê êàê äëÿ ëþáûõ i ∈ {1, ..., n} ðåøåíèÿ zi(t) íå èìåþò ïîëþñîâ íà [0,∞),òî
∀t ∈ [0,∞) 1 + zi0

t∫

0

exp(αiτ)Li(z1(τ)/zi(τ), ..., zn(τ)/zi(τ)) dτ 6= 0,



16 Â. Å. ÁÅËÎÇÅ�ÎÂ, À. Â. ÁÅËÎÇÅ�ÎÂè, ñëåäîâàòåëüíî, âîçìîæíû ñëåäóþùèå òðè ñëó÷àÿ.1a) αi > 0 è lim
t→∞

zi(t) = (∞/∞). Òîãäà, ïðèìåíÿÿ ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ ê(4.5), ìû ïîëó÷èì:
lim
t→∞

zi(t) = lim
t→∞

αi

Li

(
z1(t)

zi(t)
, ...,

zi(t)

zi(t)
, ...,

zn(t)

zi(t)

) = ri 6= ±∞.1b) αi < 0,
lim
t→∞

(1 + zi0

t∫

0

exp(αiτ)Li(z1(τ)/zi(τ), ..., zn(τ)/zi(τ)) dτ) = 0,è lim
t→∞

zi(t) = (0/0). Èñïîëüçóÿ ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ â (4.5), ïðèõîäèì ê òîìóæå ðåçóëüòàòó, ÷òî è â ñëó÷àå 1a).1
) αi < 0 è
lim
t→∞

(1 + zi0

t∫

0

exp(αiτ)Li(z1(τ)/zi(τ), ..., zn(τ)/zi(τ)) dτ) = const 6= 0.Â ýòîì ñëó÷àå ÿñíî, ÷òî lim
t→∞

zi(t) = 0.Òàêèì îáðàçîì, âî âñåõ òðåõ ñëó÷àÿõ âåêòîð h = (h1, ..., hn)T = lim
t→∞

z(t)ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû
α1h1 + hTL1h = 0, ..., αnhn + hTLnh = 0,è, ñëåäîâàòåëüíî, ‖z(t)‖ <∞.2. Òåïåðü ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòðèöà C â ñèñòåìå (4.1) íå ìîæåò áûòüïðèâåäåíà ê äèàãîíàëüíîé �îðìå. (Ýòî âîçìîæíî â ñëó÷àå åñëè ìàòðèöà Cèìååò êîìïëåêñíûå èëè êðàòíûå ñîáñòâåííûå ÷èñëà.)Ïóñòü a ∈ [0,∞) � âåùåñòâåííûé ïîëþñ êðàòíîñòè k. Òîãäà ëþáîå ðåøå-íèå yi(t) óðàâíåíèÿ (4.1) ìîæåò áûòü çàïèñàíî êàê: yi(t) = fi(t)

(t−a)k , fi(a) 6=
0; i = 1, ..., n. Ñ ó÷åòîì ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñèñòåìà (4.1) ìîæåò áûòü ïðåä-ñòàâëåíà òàê:




ḟ1(t)(t− a)k − k(t− a)k−1f1(t) = (t− a)k
n∑

j=1

c1jfj(t) + U21(f1(t), ..., fn(t)),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

ḟn(t)(t− a)k − k(t− a)k−1fn(t) = (t− a)k
n∑

j=1

cnjfj(t) + U2n(f1(t), ..., fn(t)).(4.6)Ïóñòü t → a. Òîãäà, åñëè k = 1, òî ïîñëåäíÿÿ ñèñòåìà ìîæåò áûòü ïåðå-ïèñàíà â ñëåäóþùåé �îðìå:




−f1(a) = U21(f1(a), ..., fn(a)),
. . . . . . . . . . . . ,
−fn(a) = U2n(f1(a), ..., fn(a)).

(4.7)



�ÎÌÎÊËÈÍÈ×ÅÑÊÈÅ Î�ÁÈÒÛ ÊÂÀÄ�ÀÒÈ×ÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌ 17Åñëè ââåñòè îáîçíà÷åíèÿ w1 = f1(a)/fn(a), ..., wn−1 = fn−1(a)/fn(a), òîñèñòåìà (4.7) áóäåò ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå (3.10), êîòîðàÿ íå èìååò ðåøåíèé.Ýòî âîçìîæíî òîëüêî â ñëó÷àå a = ∞. Ïîýòîìó ðåøåíèÿ y1(t), ..., yn(t) íåèìåþò ñèíãóëÿðíûõ òî÷åê.Åñëè k 6= 1, òî ñèñòåìà (4.6) èìååò �îðìó




0 = U21(f1(a), ..., fn(a)),
. . . . . . . . . . . ,
0 = U2n(f1(a), ..., fn(a)).Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî f1(a) = ... = fn(a) = 0, è, ïîòîìó, y1(a) = ... = yn(a) = 0.Â ýòîì ñëó÷àå ìû ïðèìåíÿåì ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ ê �óíêöèè yi(t) k−1 ðàç.Òîãäà ïîëó÷èì: lim

t→a
yi(t) = lim

t→a

f
(k−1)
i (t)
k!(t−a) . Ïîäñòàâëÿÿ ïîñëåäíåå âûðàæåíèå âñèñòåìó (4.1) ïðè t→ a, áóäåì èìåòü:





−k!v1(a) = U21(v1(a), ..., vn(a)),
. . . . . . . . . . . . ,
−k!vn(a) = U2n(v1(a), ..., vn(a)),

(4.8)ãäå vi(a) = f
(k−1)
i (a); i = 1, ..., n.ßñíî, ÷òî åñëè ñèñòåìà (4.7) íå èìååò ðåøåíèé, òî ñèñòåìà (4.8) òàêæå íåèìååò ðåøåíèé. Ïîýòîìó ðåøåíèÿ y1(t), ..., yn(t) íå èìåþò ñèíãóëÿðíûõ òî÷åê.3. Îáîçíà÷èì ÷åðåç C ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Òåïåðü ìû áóäåì ñ÷èòàòü,÷òî ìàòðèöà P èìååò äèàãîíàëüíóþ ñòðóêòóðó è ìîæåò ñîäåðæàòü ýëåìåí-òû èç C. Ïóñòü α1 = r + js, α2 = r − js � äâà êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõñîáñòâåííûõ ÷èñëà ìàòðèöû P ; äðóãèå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ïðåäïîëàãàþòñÿâåùåñòâåííûìè (çäåñü j =

√
−1 ìíèìàÿ åäèíèöà).Â ýòîì ñëó÷àå ìû äîêàçûâàåì îòñóòñòâèå ïîëþñîâ ó ðåøåíèé ñèñòåìû(4.2) òåì æå ñïîñîáîì, êàê è â ñëó÷àÿõ 1, 2 èëè êàê â [23℄.Åñëè r 6= 0, òî äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5 ìîæåò áûòü ñâåäåíî ê ñëó÷àÿì1, 2. Ïîýòîìó, ïðåäïîëîæèì, ÷òî r = 0 è zi(t) → ∞ ïðè t → ∞; i = 1, ..., n.Òîãäà èç (4.5) ìîæíî ïîëó÷èòü:





z1(t) =
z10 · (cos(st) + j sin(st))

1 + z10
t∫
0

(cos(sτ) + j sin(sτ))L1(z1(τ)/z1(τ), ..., zn(τ)/z1(τ)) dτ

,

z2(t) =
z20 · (cos(st) − j sin(st))

1 + z20
t∫
0

(cos(sτ) − j sin(sτ))L2(z1(τ)/z2(τ), ..., zn(τ)/z2(τ)) dτ

.Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî äëÿ i = 1, 2

1 + zi0 lim
t→∞

t∫

0

(cos(sτ) ± j sin(sτ))Li(z1(τ)/zi(τ), ..., zn(τ)/zi(τ)) dτ = 0.Ýòè íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû ìîãóò ñõîäèòüñÿ òîëüêî åñëè
lim

τ→∞
z1(τ)/z2(τ) = lim

τ→∞
z2(τ)/z1(τ) = 0,



18 Â. Å. ÁÅËÎÇÅ�ÎÂ, À. Â. ÁÅËÎÇÅ�ÎÂ÷òî íåâîçìîæíî. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû äîëæíû èìåòü: ∀ t ≥ 0

1 + zi0

t∫

0

(cos(sτ)± j sin(sτ))Li(z1(τ)/zi(τ), ..., zn(τ)/zi(τ)) dτ 6= 0; i = 1, 2.Òàêèì îáðàçîì, èç �îðìóë äëÿ z1(t), z2(t), ìû ïîëó÷èì:
|z1(t)| < K1, |z2(t)| < K2,ãäå K1 > 0,K2 > 0 � íåêîòîðûå êîíñòàíòû.Èç óñëîâèé òåîðåìû 5 ñëåäóåò, ÷òî âåêòîð ðåøåíèé y(t) ñèñòåìû (4.1) äëÿëþáîãî t ∈ [0,∞) íå ïðèíàäëåæèò îäíîìåðíîìó ìíîãîîáðàçèþ Y1 è, ïîòîìó,

‖y(t)‖ < ∞. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî y0 = Y1. Òîãäà ∀t > 0 ðåøåíèå ñèñòåìû (4.1)îñòàâëÿåò îäíîìåðíîå ìíîãîîáðàçèå Y1 è ïîïàäàåò â îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè(ýòî êîíóñ) ñèñòåìû (2.3). Ïîñëåäíåå çàìå÷àíèå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâîòåîðåìû 5.Ïðèðàâíÿåì íóëþ ïðàâóþ ÷àñòü ñèñòåìû (4.1). Ñîãëàñíî [25℄ ñèñòåìà àë-ãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé Cy+W(y) = 0,y ∈ R
n èìååò ðîâíî 2n êîìïëåêñíûõðåøåíèé, âêëþ÷àÿ òðèâèàëüíîå.Ïóñòü e0, ..., ep−1 � âñå âåùåñòâåííûå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (4.1).(ßñíî, ÷òî p = 2k, 0 < k ≤ n.)Òåîðåìà 6. Ïóñòü òî÷êà e0 ÿâëÿåòñÿ ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ ñåäëîâîãîòèïà. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî 1-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî Y1 íå ÿâëÿåò-ñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì ìàòðèöû C. Òîãäà â óñëîâèÿõ òåîðåìû 5 ñðåäèðåøåíèé ñèñòåìû (4.1) ñóùåñòâóþò ëèáî ãîìîêëèíè÷åñêèå, ëèáî ãåòåðîêëè-íè÷åñêèå îðáèòû.Äîêàçàòåëüñòâî. 1) p = 1. Óñòîé÷èâîå è íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèÿ W

s(e0)è W
u(e0) äëÿ òî÷êè e0 ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû êàê

W
s(e0) := {y0 ∈ R

n| lim
t→∞

y(t,y0) = e0},

W
u(e0) := {y0 ∈ R

n| lim
t→−∞

y(t,y0) = e0}.Òåîðåìà îá óñòîé÷èâîì è íåóñòîé÷èâîì ìíîãîîáðàçèÿõ [26, 27℄ óòâåðæäà-åò, ÷òî ëîêàëüíî íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå W
u
loc(e0) ñóùåñòâóåò â íåêîòîðîéîêðåñòíîñòè òî÷êè e0. Êðîìå òîãî, Wu

loc(e0) ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì,êàñàþùèìñÿ íåóñòîé÷èâîãî èíâàðèàíòíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà E
u(e0) ìàòðèöû

D(e0) â òî÷êå e0. (Çäåñü D(e0) � ìàòðèöà ßêîáè ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû (4.1).)Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû ìîæåì îïðåäåëèòü ãëîáàëüíîå íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîá-ðàçèå ñëåäóþùèì îáðàçîì:
W

u(e0) :=
⋃

t>0

φt(Wu
loc(e0)),ãäå φt îáîçíà÷àåò ïîòîê ñèñòåìû (4.1).
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u(e0) ÿâëÿåòñÿ l-ìåðíûì ìíîãîîáðàçèåì (l � êî-ëè÷åñòâî ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû C ñ ïîëîæèòåëüíîé äåéñòâèòåëüíîé÷àñòüþ), îïðåäåëåííûì êàê ãëîáàëèçàöèÿ W

u
loc(e0) ïîä äåéñòâèåì ïîòîêà φt.Çàìåòèì, ÷òî ëîêàëüíî óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå W

s
loc(e0) è óñòîé÷èâîå ìíî-ãîîáðàçèå W

s(e0) îïðåäåëÿþòñÿ ïîäîáíûì îáðàçîì ïîñëå îïåðàöèè çàìåíûçíàêà âðåìåíè t→ −t, à èìåííî:
W

s(e0) :=
⋃

t<0

φt(Ws
loc(e0)).Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 5 ðåøåíèå y(t,y0) îãðàíè÷åíî. Äîêàæåì ñó-ùåñòâîâàíèå ãîìîêëèíè÷åñêîé îðáèòû.Ïóñòü n = 3, l = n − 1 = 2, e0 = 0 è Cv = λv, ãäå v � äåéñòâèòåëü-íûé ñîáñòâåííûé âåêòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé åäèíñòâåííîìó âåùåñòâåííîìóîòðèöàòåëüíîìó ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λ < 0 ìàòðèöû C. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

y0 ⊂ v è ïåðåéäåì ê îáðàòíîìó âðåìåíè t → −t â óðàâíåíèè (4.1). Òîãäàïîëó÷èì óðàâíåíèå
ẏ(t) = −Cy(t) − W(y(t)) (4.9)ñ âåêòîðîì íà÷àëüíûõ äàííûõ y0. (W(y) èìååò �îðìó (2.3)). �àññìîòðèìòðàåêòîðèþ y−(t, ǫy0) (ðåøåíèå ñèñòåìû (4.9)), âûïóùåííóþ èç òî÷êè ǫy0(îíà áóäåò êàñàòüñÿ âåêòoðà v â íà÷àëå êîîðäèíàò), ãäå âåëè÷èíà ǫ ïðåäïî-ëàãàåòñÿ äîñòàòî÷íî ìàëîé (ǫ→ 0).Ïóñòü H áóäåò èíâàðèàíòíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì â R

3 òàêèì, ÷òî îãðàíè-÷åíèå C|H îïåðàòîðà C íà ïîäïðîñòðàíñòâî H èìååò ñîáñòâåííûå ÷èñëà òîëü-êî ñ ïîëîæèòåëüíûìè äåéñòâèòåëüíûìè ÷àñòÿìè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî h ∈ H �ïðîèçâîëüíûé íåíóëåâîé âåêòîð èç H.�àññìîòðèì òåïåðü òðàåêòîðèþ y+(t, ǫh) (ðåøåíèå ñèñòåìû (4.1)), âûïó-ùåííóþ èç òî÷êè ǫh (îíà áóäåò êàñàòüñÿ ïîäïðîñòðàíñòâà H â íà÷àëå êîîð-äèíàò).Íàïîìíèì, ÷òî y(t) = (y1(t), y2(t), y3(t))
T . Ïóñòü t− � ìîìåíò âðåìåíè,äëÿ êîòîðîãî y−3 (t−, ǫy0) = 0. Àíàëîãè÷íî, ïóñòü t+ � ìîìåíò âðåìåíè, äëÿêîòîðîãî y+

3 (t+, ǫh) = 0. Äàëåå, âûáåðåì âåêòîð h (ïóñòü ýòî áóäåò âåêòîð
h0) òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû y−2 (t−, ǫy0) = y+

2 (t+, ǫh0). È, íàêîíåö, íåîáõîäèìîðåøèòü îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû C (êîòîðûå èãðàþòðîëü ïàðàìåòðîâ) óðàâíåíèå
lim
ǫ→0

y−1 (t−, ǫy0) = lim
ǫ→0

y+
1 (t+, ǫh0),êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óñëîâèå "ñøèâàíèÿ" òðàåêòîðèé

y−(t, ǫy0) è y+(t, ǫh).Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè òàêàÿ ìàòðèöà C ñóùåñòâóåò, òî ìíîæåñòâî
W

s(0) ∩ W
u(0)áóäåò íåïóñòûì. Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî â ñèñòåìå (4.1) ñóùåñòâóåò ãîìîêëèíè-÷åñêàÿ îðáèòà.



20 Â. Å. ÁÅËÎÇÅ�ÎÂ, À. Â. ÁÅËÎÇÅ�ÎÂÑîãëàñíî òåîðåìå 5 ïðè C = 0 ëþáàÿ òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû (4.1), íà÷èíà-þùàÿñÿ èç ëþáîé òî÷êè y0 6= v, ÿâëÿåòñÿ ãîìîêëèíè÷åñêîé. Òàêèì îáðàçîì,åñëè C 6= 0, òî ïðè äîñòà÷íî áîëüøîé âåëè÷èíå |t| òðàåêòîðèÿ y(t,y0) ñèñòåìû(4.1) íàõîäèòñÿ âáëèçè òðàåêòîðèè ñèñòåìû (2.3) è ïîòîìó ïðèáëèæàåòñÿ êòî÷êå e0 ëèáî ïî óñòîé÷èâîìó (ïðè t > 0), ëèáî ïî íåóñòîé÷èâîìó (ïðè t < 0)ìíîãîîáðàçèþ. Òàê êàê â ñèñòåìå (4.1) íåò äðóãèõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ,êðîìå òî÷êè e0, òî ìîæíî óòâåðæäàòü î íàëè÷èè ãîìîêëèíè÷åñêîé îðáèòû.2) p > 1 è âñå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ � òî÷êè ñåäëîâîãî òèïà. Â ýòîìñëó÷àå ëþáàÿ òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû, íà÷èíàþùàÿñÿ âáëèçè òî÷êè ei, ëèáî âåð-íåòñÿ ê ýòîé æå òî÷êå ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ (ãîìîêëèíè÷åêàÿ îðáèòà), ëèáîïðèáëèçèòñÿ ê äðóãîé òî÷êå ej. Åñëè ïðè çàìåíå çíàêà âðåìåíè òðàåêòîðèÿ,íà÷èíàþùàÿñÿ âáëèçè òî÷êè ej, âåðíåòñÿ ê òî÷êå ei, òî ýòî îçíà÷àåò íàëè÷èåãåòåðîêëèíè÷åñêîé òðàåêòîðèè, ñâÿçûâàþùåé òî÷êè ei è ej.Ïóñòü òåïåðü ïðè t > 0 òðàåêòîðèÿ, âûéäÿ èç íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷-êè ei, ïîéäåò ïî íàïðàâëåíèþ ê òî÷êå ej , à ïðè t < 0 òðàåêòîðèÿ, âûéäÿ èçíåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè ej, ïîéäåò ïî íàïðàâëåíèþ ê òî÷êå ek (k 6= i)è òàê äàëåå. Â ñèëó ãîìîêëèíè÷íîñòè ðåøåíèé ñèñòåìû (2.3) (âñå ðåøåíèÿ,ñòàðòóþùèå èç ëþáîé òî÷êè y0 6= v, ïðè t→ ±∞ çàêàí÷èâàþòñÿ â òî÷êå e0)è îòñóòñòâèÿ äðóãèõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ, êðîìå ñåäëîâûõ, íàéäåòñÿ òî÷êà
ejm ,jm ≤ p, çàìûêàþùàÿ ãåòåðîêëèíè÷åñêèé êîíòóð. Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðè
t > 0 èìååì òðàåêòîðèþ

ei1 → ei2 → ...→ eim,à ïðè t < 0 � òðàåêòîðèþ ej1 → ej2 → ... → ejm, ãäå i1 = jm è im = j1.Ñîåäèíåíèå ýòèõ äâóõ òðàåêòîðèé è äàåò ãåòåðîêëèíè÷åñêóþ îðáèòó
ei1 → ei2 → ...→ eim = ej1 → ej2 → ...→ ejm = ei1 .3) p > 1 è ñðåäè ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ êðîìå ñåäëîâûõ âñòðå÷àþòñÿ òàê-æå óñòîé÷èâûå èëè íåóñòîé÷èâûå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òî÷êà e1 ïðåäñòàâëÿåò íåóñòîé÷èâîå ïîëîæåíèå ðàâ-íîâåñèÿ. ßñíî, ÷òî ïðè t > 0 òðàåêòîðèÿ, íà÷àâøàÿñÿ âáëèçè òî÷êè e0 èóõîäÿùàÿ îò íåå ïî íåóñòîé÷èâîìó ìíîãîîáðàçèþ, äîëæíà ñî âðåìåíåì âåð-íóòüñÿ â îêðåñòíîñòü ýòîé æå òî÷êè ïî åå óñòîé÷èâîìó ìíîãîîáðàçèþ. Åñëèæå t < 0, òî, âîîáùå ãîâîðÿ, òðàåêòîðèÿ áóäåò ïðèáëèæàòüñÿ ê òî÷êå e1 (èóäàëÿòüñÿ îò òî÷êè e0) ïî íåóñòîé÷èâîìó ìíîãîîáðàçèþ. Îäíàêî, ñîãëàñíîòåîðåìå �ðîáìàíà�Õàðòìàíà [27℄, ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü òî÷êè e0, òîïîëî-ãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíàÿ íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ýòîé æå òî÷êè äëÿ ëèíåéíîéñèñòåìû ẏ(t) = −Cy(t). Òî÷êà e0 ÿâëÿåòñÿ ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ ñåäëîâîãîòèïà. Ñëåäîâàòåëüíî, äîëæíà ñóùåñòâîâàòü òðàåêòîðèÿ, ïðèáëèæàþùàÿñÿ êýòîé òî÷êå (ïðè t < 0) ïî åå íåóñòîé÷èâîìó ìíîãîîáðàçèþ. Â ñèëó îãðàíè÷åí-íîñòè ëþáîé òðàåêòîðèè ñèñòåìû (4.1) ýòî îçíà÷àåò íàëè÷èå ó òî÷êè e0 ãî-ìîêëèíè÷åñêîé îðáèòû. Ïåðåíåñåíèå ïîñëåäíåãî ðåçóëüòàòà íà ïðîñòðàíñòâàðàçìåðíîñòè n > 3 î÷åâèäíî. Ýòî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6.



�ÎÌÎÊËÈÍÈ×ÅÑÊÈÅ Î�ÁÈÒÛ ÊÂÀÄ�ÀÒÈ×ÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌ 215. ÏðèìåðûÂ ñëåäóþùèõ ïðèìåðàõ 1 � 4 âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 6 è òåîðåì1 èëè 2. Ñëåäîâàòåëüíî, âî âñåõ ýòèõ ñèñòåìàõ ïðèñóòñòâóåò õàîòè÷åñêèéàòòðàêòîð.1. �àññìîòðèì ñèñòåìó




ẏ1(t) = −3y1(t) + 2y2
1(t) − y2

2(t) + y2
3(t) + 2y1(t)y2(t) + y1(t)y3(t),

ẏ2(t) = 1y2(t) + 30y3(t) − y2
1(t) + y2

2(t) − y2
3(t) + 2y1(t)y2(t) + y2(t)y3(t),

ẏ3(t) = y1(t) − 30y2(t) + 1y3(t) + 2y1(t)y3(t) + 3y2(t)y3(t) + y2
3(t). (5.1)Ñðåäè ÷åòûðåõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ ïîñëåäíåé ñèñòåìû ïðèñóòñòâóþòòðè ñåäëî-�îêóñà:

(0, 0, 0)T , (−14.7552, 12.0166, 15.9651)T è (3.8395,−19.1331, 20.4123)T ,è îäèí íåóñòîé÷èâûé �îêóñ (1.4143, 0.0553, 0.0604)T .
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-0,8

�èñ. 1. Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû (5.1) äëÿ t = 402. �àññìîòðèì ñèñòåìó




ẏ1(t) = −0.05y1(t) + 9y2
1(t) − 8y1(t)y2(t) − y2

2(t) + y2
3(t),

ẏ2(t) = 0.02y2(t) + 4y3(t) + 11y1(t)y2(t) − 7y2
2(t) + 2y2

3(t),
ẏ3(t) = 0.1y1(t) − 4y2(t) + 0.02y3(t) + 10y1(t)y3(t) − 8y2(t)y3(t) + 1y2

3(t).(5.2)



22 Â. Å. ÁÅËÎÇÅ�ÎÂ, À. Â. ÁÅËÎÇÅ�ÎÂÂ ýòîé ñèñòåìå ïðèñóòñòâóþò äâà ñåäëî-�îêóñà:
(0, 0, 0)T è (0.8090, 1.1378,−1.6758)T ,è äâà íåóñòîé÷èâûõ �îêóñà: (−0.8376,−1.6932,−2.8030)T è

(0.0057, 0.0001,−0.0000)T .
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�èñ. 2. Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû (5.2) äëÿ t = 1003. �àññìîòðèì ñèñòåìó




ẏ1(t) = −0.7y1(t) + 9y2
1(t) − 8y1(t)y2(t) − y2

2(t) + y2
3(t),

ẏ2(t) = 0.2y2(t) − 20y3(t) + 11y1(t)y2(t) − 7y2
2(t) + 2y2

3(t),
ẏ3(t) = y1(t) + 20y2(t) + 0.2y3(t) + 10y1(t)y3(t) − 8y2(t)y3(t) + 1y2

3(t).(5.3)Ñèñòåìà (5.3) èìååò ÷åòûðå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ:
(0, 0, 0)T (ñåäëî) , (0.0745,−0.0037,−0.0002)T (íåóñòîé÷èâûé �îêóñ),

(−4.1638,−5.9069, 8.5266)T (ñåäëî) è
(4.0954, 8.4400, 14.1305)T (óñòîé÷èâûé �îêóñ).Íà ðèñóíêàõ 3,4 ïîêàçàíà ýâîëþöèÿ òðàåêòîðèè â ñèíãóëÿðíîì àòòðàêòîðåâîêðóã íóëåâîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ â ñèñòåìå (5.3).



�ÎÌÎÊËÈÍÈ×ÅÑÊÈÅ Î�ÁÈÒÛ ÊÂÀÄ�ÀÒÈ×ÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌ 23

-0,22
-0,02 y(t)

0,18

x(t)

9,0

-0,24

10-3

6,5

-0,14

4,0 1,5

z(t)
-0,04

-1,0

0,06

0,16

0,4

0,15
-0,1 z(t)

x(t)

-0,35

-16 10
-3-6

-0,6

40,3
14y(t)
-0,85

-0,2

-0,7

�èñ. 3. Ôàçîâûå ïîðòðåòû ñèñòåìû (5.3) ïðè t = 15 è t = 20.
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0,15
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�èñ. 4. Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû (5.3) ïðè t = 30.4. Ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà




ẏ1(t) = −7y1(t) + 9y2
1(t) − 8y1(t)y2(t) − y2

2(t) + y2
3(t),

ẏ2(t) = 3y2(t) − 20y3(t) + 11y1(t)y2(t) − 7y2
2(t) + 2y2

3(t),
ẏ3(t) = y1(t) + 20y2(t) + 3y3(t) + 10y1(t)y3(t) − 8y2(t)y3(t) + 1y2

3(t)
(5.4)ÿâëÿåòñÿ ìîäè�èêàöèåé ñèñòåìû (5.3). Çäåñü êîý��èöèåíò ïðè y1 èçìåíåíñ −0.7 íà −7; êîý��èöèåíò 0.2 ïðè y2 è y3 áûë çàìåíåí êîý��èöèåíòîì 3(íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ñîõðàíåíû). Ñèñòåìà (5.4) èìååò ÷åòûðå ïîëîæåíèÿ ðàâ-íîâåñèÿ: (0, 0, 0)T (ñåäëî), (0.7523,−0.0288,−0.0165)T (íåóñòîé÷èâûé �îêóñ),

(−5.1700,−7.2022, 8.5445)T (ñåäëî) è (3.4382, 7.8559, 13.9812)T (óñòîé÷èâûé �î-êóñ).
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�èñ. 5. Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû (5.4) ïðè t = 205. Ïðèâåäåì åùå ïðèìåð êâàäðàòè÷íîé ñèñòåìû, óäîâëåòâîðÿþùåé òåîðå-ìå 6, íî íå óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì òåîðåìû 1.




ẏ1(t) = 2y1(t) − 20y3(t) + 3y2
1(t) − 2y2

2(t) − y2
3(t) − 2y2(t)y3(t) − 2y1(t)y3(t),

ẏ2(t) = −0.5y2(t) + 4y2
2(t) + y2

3(t) + 8y1(t)y2(t) + 4y2(t)y3(t) + 4y1(t)y3(t),
ẏ3(t) = 20y1(t) + y2(t) + 2y3(t) + 4y1(t)y3(t) + 2y2(t)y3(t) + y2

3(t). (5.5)Ýòà ñèñòåìà èìååò äâà ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ: (0, 0, 0)T è (−0.0067, 0.1410,
−0.0026)T . Ïðè ýòîì òî÷êà (0, 0, 0)T ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ñåäëî-�îêóñîì,à òî÷êà (−0.0067, 0.1410,−0.0026)T ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâûì �îêóñîì.
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�èñ. 6. Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû (5.5) ïðè t = 10
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