
ISSN � 9125 0912. ÂIÑÍÈÊ ÄÍÓ. Ñåðiÿ "Ìîäåëþâàííÿ". � 8. 2010. Âèï. 2. C. 36�44Ïðîáëåìè ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿòà òåîði¨ äè�åðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíüÓÄÊ 536.24ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÀÍÀËÈÇ ÑÈÑÒÅÌÛÓ�ÀÂÍÅÍÈÉ ÎÍÇÀ�Å�ÀÀ. Â. Äèäèíñêèé, Ä. Â. Åâäîêèìîâ, À. À. Êî÷óáåé,Í. Â. ÏîëÿêîâÄíåïðîïåòðîâñêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò èì. Îëåñÿ �îí÷àðà,Äíåïðîïåòðîâñê 49050, ïð. �àãàðèíà 72. E-mail: devd�mail.ruCèñòåìà óðàâíåíèé Îíçàãåðà îïèñûâàåò ñëîæíûå ñèñòåìû â æèäêîñòÿõ èãàçàõ, â êîòîðûõ èìåþò ìåñòî ïðîöåññû òåïëîïðîâîäíîñòè è äè��óçèè. Â ïî-ñëåäíåå âðåìÿ îíà âñå áîëüøå ïðèâëåêàåò âíèìàíèå èññëåäîâàòåëåé â ñâÿçèñ ðàçâèòèåì ìíîãèõ ñîâðåìåííûõ òåõíîëîãèé. Îáû÷íûå ÷èñëåííûå ìåòîäû íåìîãóò áûòü ïðèìåíåíû ê ñèñòåìå óðàâíåíèé Îíçàãåðà íåïîñðåäñòâåííî èç-çàòðóäíîñòåé, ñâÿçàííûõ ñ êîððåêòíîñòüþ ðàñ÷åòà íåäèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ,êîòîðûå íà íåñêîëüêî ïîðÿäêîâ ìåíüøå, ÷åì äèàãîíàëüíûå. Äëÿ ïðåîäîëåíèÿýòîé òðóäíîñòè â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëîæåí ñîîòâåòñòâóþùèé àñèìïòîòè÷å-ñêèé àëãîðèòì.Êëþ÷åâûå ñëîâà. Ñèñòåìà óðàâíåíèé Îíçàãåðà, àñèìïòîòè÷åñêèé ìåòîä, ìåòîä êîíå÷-íûõ ðàçíîñòåé, òåðìîäè��óçèÿ, ñâÿçàííàÿ äè��óçèÿ.1. ÂâåäåíèåÑèñòåìà óðàâíåíèé Îíçàãåðà � îñíîâíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñëîæ-íûõ äè��óçèîííûõ ïðîöåññîâ � êàê íåïîñðåäñòâåííî, òàê è â âèäå ðàçíîãîðîäà îáîáùåíèé âûçûâàåò â ïîñëåäíåå âðåìÿ âñå áîëüøèé èíòåðåñ íå òîëüêîó èññëåäîâàòåëåé ñîîòâåòñòâóþùèõ �èçèêî-õèìè÷åñêèõ ñèñòåì, íî è ó ðàçðà-áîò÷èêîâ íîâûõ ïðîèçâîäñòâåííûõ òåõíîëîãèé. Ñïåöè�è÷åñêèå îñîáåííîñòèñèñòåìû óðàâíåíèé Îíçàãåðà, î êîòîðûõ áóäåò ïîäðîáíî ñêàçàíî íèæå, ïîç-âîëÿþò îòíåñòè êðàåâûå çàäà÷è, ñ�îðìóëèðîâàííûå äëÿ ýòîé ñèñòåìû, ê òàêíàçûâàåìûì ìíîãîìàñøòàáíûì ïðîáëåìàì ñî âñåìè ñâÿçàííûìè ñ óêàçàííûìòèïîì ïðîáëåì âû÷èñëèòåëüíûìè òðóäíîñòÿìè. Ïîñëåäíåå îáñòîÿòåëüñòâîâûíóæäàåò ðàçðàáàòûâàòü äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé Îíçàãåðà ñïåöèàëüíûå ìå-òîäû ðåøåíèÿ. Èñïîëüçîâàíèå àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé ïî ìàëîìó ïàðà-ìåòðó, åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàþùåìó â êðàåâûõ çàäà÷àõ äëÿ ñèñòåìûóðàâíåíèé Îíçàãåðà, ïðåäñòàâëÿåòñÿ áîëåå óíèâåðñàëüíûì è ìîùíûì ïîäõî-äîì, íåæåëè ñïåöèàëüíûå àíàëèòè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïðèìåíÿâøèåñÿ äîíàñòîÿùåãî âðåìåíè. Ïðèìåíÿåìûå ñîâìåñòíî ñ èçâåñòíûìè ÷èñëåííûìè ìå-òîäàìè óêàçàííûå àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ äàþò âîçìîæíîñòü ðàçâèòèÿóíèâåðñàëüíûõ ÷èñëåííûõ ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ñèñòåìûóðàâíåíèé Îíçàãåðà.© À.Â. Äèäèíñêèé, Ä.Â. Åâäîêèìîâ, À.À. Êî÷óáåé, Í.Â. Ïîëÿêîâ, 2010



ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÀÍÀËÈÇ ÑÈÑÒÅÌÛ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉ ÎÍÇÀ�Å�À 372. Àêòóàëüíîñòü òåìàòèêè èññëåäîâàíèÿ, åå ñâÿçüñ îñíîâíûìè íàó÷íî-òåõíè÷åñêèìè çàäà÷àìèÊàê è äëÿ ëþáîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè, àêòóàëüíîñòü èññëåäîâàíèÿ ñè-ñòåìû óðàâíåíèé Îíçàãåðà îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ �àêòîðàìè: âî-ïåðâûõ, çíà÷å-íèåì ïðîöåññîâ, îïèñûâàåìûõ ýòîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ, äëÿ ñîâðåìåí-íûõ íàóêè, òåõíèêè è îñîáåííî ïðîèçâîäñòâåííûõ òåõíîëîãèé, è, âî-âòîðûõ,íåîáõîäèìîñòüþ ðàçâèòèÿ äàííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè äëÿ óëó÷øåíèÿ ïî-íèìàíèÿ è áîëåå ý��åêòèâíîãî èñïîëüçîâàíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ïðîöåññà.Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè íà îñíîâå ñèñòåìû óðàâíå-íèé Îíçàãåðà ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ äè��óçèîííîãî òåïëîìàññîîáìåíàâ ìíîãîêîìïîíåíòíûõ ñèñòåìàõ è îòëè÷àþòñÿ îò òðàäèöèîííûõ ìàòåìàòè-÷åñêèõ ìîäåëåé òåïëîìàññîîáìåíà ó÷åòîì òåðìîäè��óçèè, áàðîäè��óçèè,ñâÿçàííîé äè��óçèè è ïîäîáíûõ ÿâëåíèé. Òàêèì îáðàçîì, ðå÷ü èäåò î ìíîæå-ñòâå ïðîöåññîâ, â êîòîðûõ íàçâàííûå ý��åêòû ÿâëÿþòñÿ â íåêîòîðîì ñìûñëåäîìèíèðóþùèìè, à òàêæå ïðîöåññàõ â ìíîãîêîìïîíåíòíûõ ñèñòåìàõ, ïîâû-øåííûå òðåáîâàíèÿ ê ðàñ÷åòó êîòîðûõ çàñòàâëÿþò ó÷èòûâàòü ïåðå÷èñëåííûåâûøå ý��åêòû. Ñðåäè ïîäîáíûõ ïðîöåññîâ õîòåëîñü áû îòìåòèòü òåïëîìàññî-îáìåí â ìíîãîêîìïîíåíòíûõ ñèñòåìàõ â óñëîâèÿõ ìèêðîãðàâèòàöèè [1, 2℄, òåï-ëîìàññîîáìåí â ïîðèñòûõ ñðåäàõ [3, 4℄, ïðîöåññû ïîëó÷åíèÿ ÷èñòûõ ìàòåðè-àëîâ è ñïëàâîâ ñ çàäàííûìè ñâîéñòâàìè [5℄. Âàæíîñòü ïåðå÷èñëåííûõ ãðóïïÿâëåíèé êàê äëÿ ðàçâèòèÿ �óíäàìåíòàëüíûõ è òåõíè÷åñêèõ íàóê, òàê è äëÿðàçðàáîòêè íîâûõ ïðîèçâîäñòâåííûõ òåõíîëîãèé íå âûçûâàåò íè ìàëåéøèõñîìíåíèé. Ïîñêîëüêó â äàííîì ðàññìîòðåíèè ðå÷ü èäåò î ìàëûõ ý��åêòàõ,äîñòàòî÷íî ñëîæíî îïðåäåëÿåìûõ ýêñïåðèìåíòàëüíî, îñíîâíóþ ðîëü â èçó÷å-íèè óêàçàííûõ âûøå ïðîöåññîâ èãðàþò òåîðåòè÷åñêèå ìåòîäû è, â ïåðâóþî÷åðåäü, ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîãî è ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, â äàííîìñëó÷àå îñíîâàííûå íà ñèñòåìå óðàâíåíèé Îíçàãåðà. Òàêèì îáðàçîì, ñòàíîâèò-ñÿ î÷åâèäíîé êëþ÷åâàÿ ðîëü, êîòîðóþ èãðàåò èçó÷åíèå ñèñòåìû óðàâíåíèéÎíçàãåðà â èññëåäîâàíèè ïðîöåññîâ òåïëîìàññîîáìåíà â ìíîãîêîìïîíåíòíûõæèäêèõ è ãàçîîáðàçíûõ ñèñòåìàõ â óñëîâèÿõ ìèêðîãðàâèòàöèè, ïðè ïîëó÷å-íèè ñâåðõ÷èñòûõ ìàòåðèàëîâ è ñïëàâîâ ñ çàäàííûìè ñâîéñòâàìè, â ïîðèñòûõñðåäàõ, à òàêæå â ðàçðàáîòêå ïðîèçâîäñòâåííûõ òåõíîëîãèé íà èõ îñíîâå.Óêàçàííûå îáñòîÿòåëüñòâà è îïðåäåëÿþò àêòóàëüíîñòü òåìàòèêè èññëåäîâà-íèé, êîòîðûì ïîñâÿùåíà íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ.3. Îáçîð ðàáîò ïî ðàññìàòðèâàåìîé òåìàòèêå è àíàëèçñîâðåìåííîãî ñîñòîÿíèÿ âîïðîñàÑèñòåìà óðàâíåíèé Îíçàãåðà âïåðâûå âîçíèêëà â òåðìîäèíàìèêå íåîáðà-òèìûõ ïðîöåññîâ [6, 7℄ ïðè îïèñàíèè òåïëîìàññîîáìåíà â ñëîæíûõ ñèñòåìàõ.Ñèñòåìà óðàâíåíèé Îíçàãåðà äîñòàòî÷íî áûñòðî ñòàëà îñíîâíîé ìàòåìàòè÷å-ñêîé ìîäåëüþ, èñïîëüçóåìîé â òåîðåòè÷åñêîé �èçèêå äëÿ îïèñàíèÿ ñîîòâåò-ñòâóþùèõ ïðîöåññîâ, îäíàêî â ïðèêëàäíûõ ðàñ÷åòàõ îíà ïî÷òè íå èñïîëüçî-âàëàñü. Íà ïðèêëàäíîå çíà÷åíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé Îíçàãåðà äëÿ òåïëîìàñ-ñîîáìåíà â ïîðèñòûõ ñðåäàõ âïåðâûå óêàçàë À. Â. Ëûêîâ [3℄, îí æå óêàçàë èíà àêòóàëüíîñòü äàííîé ñèñòåìû äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïðîöåññîâ òåïëîìàññîîá-ìåíà â óñëîâèÿõ ìèêðîãðàâèòàöèè [1℄. Ïî ïîâîäó çíà÷åíèÿ òåðìîäè��óçèè



38 À.Â. ÄÈÄÈÍÑÊÈÉ, Ä.Â. ÅÂÄÎÊÈÌÎÂ, À.À. ÊÎ×ÓÁÅÉ, Í.Â. ÏÎËßÊÎÂè ñâÿçàííîé äè��óçèè äëÿ ïðîöåññîâ ïîëó÷åíèÿ ñïåöèàëüíûõ ìàòåðèàëîâ èñïëàâîâ äî ñèõ ïîð ïðîäîëæàþòñÿ èíòåíñèâíûå äèñêóññèè [8℄. Ê ñîæàëåíèþ,îòñóòñòâèå ñèñòåìàòè÷åñêèõ ïðèêëàäíûõ ðàñ÷åòîâ íà îñíîâå ñèñòåìû óðàâ-íåíèé Îíçàãåðà ïðèâåëî ê òîìó, ÷òî äëÿ åå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïðèìåíÿëèïðÿìûå ÷èñëåííûå ïîäõîäû, êîòîðûå, êàê ïîêàçàíî íèæå, â äàííîì ñëó÷àåíåý��åêòèâíû, è òîëüêî â ðàáîòàõ [4, 9℄ áûë ïîñòàâëåí âîïðîñ î ðàçðàáîòêåñïåöèàëüíûõ ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé Îíçàãåðà. Îä-íàêî â óïîìÿíóòûõ ðàáîòàõ [4, 9℄ áûëà ïðåäëîæåíà àíàëèòè÷åñêàÿ ìåòîäèêàïðåîáðàçîâàíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé Îíçàãåðà, îáëàäàþùàÿ êàê âñåìè äîñòî-èíñòâàìè, òàê è âñåìè íåäîñòàòêàìè òàêîâûõ. Àíàëèòè÷åñêèé ïîäõîä óäîáåíè ý��åêòèâåí â ñëó÷àÿõ äâóõ è òðåõ óðàâíåíèé, äëÿ ÷åòûðåõ óðàâíåíèé îííåñêîëüêî ãðîìîçäîê, à äëÿ áîëüøåãî ÷èñëà óðàâíåíèé îí ïðåäñòàâëÿåòñÿèçëèøíå ãðîìîçäêèì è, êðîìå òîãî, ïåðåñòàåò áûòü ïîëíîñòüþ àíàëèòè÷å-ñêèì, ïîñêîëüêó ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû Îíçàãåðà ïðèõîäèòñÿ îïðåäå-ëÿòü ïðèáëèæåííî. Âòîðîé îñîáåííîñòüþ ðàáîò [4, 9℄ áûëà îðèåíòàöèÿ ïðå-èìóùåñòâåííî íà ìåòîäû ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðûì òîæåïðèñóùè îïðåäåëåííûå îãðàíè÷åíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òîäëÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ñèñòåìû óðàâíå-íèé Îíçàãåðà áûë äîñòèãíóò ñóùåñòâåííûé ïðîãðåññ, áëàãîäàðÿ ïîñòðîåíèþàíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé, îäíàêî â îáùåì ñëó÷àå ñîîòâåòñòâóþùèé ÷èñëåííûéïîäõîä ðàçðàáîòàí íå áûë.4. Öåëü ðàáîòûÖåëüþ äàííîãî èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà óíèâåðñàëüíîãî ïðè-áëèæåííîãî ïîäõîäà, îñíîâàííîãî íà ïðèìåíåíèè àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæå-íèé è ïîçâîëÿþùåãî ý��åêòèâíî ÷èñëåííî ðåøàòü êðàåâûå çàäà÷è äëÿ ñè-ñòåìû óðàâíåíèé Îíçàãåðà.5. Ïîñòàíîâêà çàäà÷èÑèñòåìîé óðàâíåíèé Îíçàãåðà â îáùåì âèäå áóäåì íàçûâàòü ñëåäóþùóþñèñòåìó ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé:
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ij � ìîäè�èöèðîâàííûå êîý��èöèåíòû Îíçàãåðà. Ïîä �óíêöèÿìè uj â (5.1)ïîäðàçóìåâàþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå êîíöåíòðàöèè, òåìïåðàòóðà è, âîçìîæíî,äàâëåíèå. Òîãäà ïî �èçè÷åñêîìó ñìûñëó λj � ýòî êîý��èöèåíòû äè��óçèè,òåïëîïðîâîäíîñòè è �èëüòðàöèè. Â êëàññè÷åñêîé ìîäåëè Îíçàãåðà [6, 7℄ êî-ý���èöèåíòû ìàòðèöû ñóùåñòâåííûì îáðàçîì çàâèñÿò îò èñêîìûõ âåëè÷èí,ïðåæäå âñåãî, òåìïåðàòóðû. Çàâèñèìîñòü êîý��èöèåíòîâ òåïëîïðîâîäíîñòè,äè��óçèè è �èëüòðàöèè îò òåìïåðàòóðû è êîíöåíòðàöèé êîìïîíåíò ñìåñè



ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÀÍÀËÈÇ ÑÈÑÒÅÌÛ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉ ÎÍÇÀ�Å�À 39õîðîøî èçâåñòíà â òåîðèè òåïëîìàññîîáìåíà è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíó èç îñ-íîâíûõ �îðì íåëèíåéíîñòåé, èçó÷àåìûõ â ñîîòâåòñòâóþùèõ åå ðàçäåëàõ. Îä-íàêî âî âñåõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ, ðàññìîòðåííûõ À. Â. Ëûêîâûì [1, 3℄,êîý��èöèåíòû ïîëàãàëèñü ïîñòîÿííûìè, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïðîöåññàì, ïðî-òåêàþùèì â äîñòàòî÷íî óçêîì äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ îïðåäåëÿåìûõ âåëè÷èí.Î÷åâèäíî, ÷òî ñèñòåìà (5.1) ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ðàíåå ïðèìåíÿâøèõñÿ ìà-òåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé íà îñíîâå ñèñòåìû óðàâíåíèé Îíçàãåðà. Íà÷àëüíûåóñëîâèÿ äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (5.1) ñòàâÿòñÿ òðàäèöèîííûì îáðàçîì:
ui (τ = 0,X) = ui0 (X) ; i = 1, N ; (5.3)ãäå X � îáîáùåííàÿ òî÷êà ïðîñòðàíñòâà, ui0 � èçâåñòíûå �óíêöèè. �ðà-íè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (5.1) îêàçûâàþòñÿ áîëåå ñëîæíûìè,ó÷èòûâàÿ âîçìîæíîñòü �àçîâûõ ïåðåõîäîâ íà ãðàíèöå è ñëîæíûå íåëèíåé-íûå çàâèñèìîñòè õàðàêòåðèñòèê ïðîòåêàíèÿ ïðîöåññà �àçîâîãî ïåðåõîäà îòïàðàìåòðîâ ñðåäû, îïðåäåëÿåìûõ èñêîìûìè �óíêöèÿìè, îñîáåííî äëÿ �àçî-âûõ ïåðåõîäîâ æèäêîñòü � ãàç. Îáùèé âèä ãðàíè÷íûõ óñëîâèé:

fk

(
ui,

∂ui

∂n

)
= 0; k = 1, N ; i = 1, N ; (5.4)îäíàêî ñòîëü ñëîæíûé âèä ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, ñóùåñòâåííî çàòðóäíÿþùèéðåøåíèå, ðåàëèçóåòñÿ â âåñüìà îãðàíè÷åííîì ÷èñëå ñëó÷àåâ �àçîâûõ ïåðåõî-äîâ. À, ïîñêîëüêó ïðîöåññû �àçîâûõ ïåðåõîäîâ ïðåäñòàâëÿþò îòäåëüíûé èí-òåðåñ è çàñëóæèâàþò ñïåöèàëüíîãî èññëåäîâàíèÿ, êîòîðîå íå âõîäèò â ðàìêèíàñòîÿùåé ðàáîòû, èñêëþ÷èì îáùèé ñëó÷àé ãðàíè÷íûõ óñëîâèé èç ðàññìîò-ðåíèÿ è îãðàíè÷èìñÿ òðàäèöèîííîé äëÿ òåîðèè òåïëîìàññîîáìåíà ïîñòàíîâ-êîé ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïåðâîãî ðîäà

ui |ΓIi
= uia; i = 1, N ; (5.5)âòîðîãî ðîäà

λi
∂ui

∂n
|ΓIIi

= qia; i = 1, N ; (5.6)èëè òðåòüåãî ðîäà
λi
∂ui

∂n
|ΓIIIi

= βia

(
ui |ΓIi

− uia

)
; i = 1, N ; (5.7)ãäå ΓIi,ΓIIi,ΓIIIi îáîçíà÷àþò ñîâîêóïíîñòè ÷àñòåé ãðàíèöû îáëàñòè, íà êî-òîðûõ äëÿ i-é êîìïîíåíòû çàäàíû ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, uia,

qia� èçâåñòíûå �óíêöèè.6. Àëãîðèòì ðåøåíèÿÏî �èçè÷åñêîìó ñìûñëó ýëåìåíòîâ ìàòðèöû Îíçàãåðà èìååò ìåñòî ñëå-äóþùåå ñîîòíîøåíèå
α

′

ij << α
′

ii, i 6= j, i = 1, N, j = 1, N. (6.1)Êàê ïðàâèëî, âíåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû Îíçàãåðà, êàê ìèíèìóì,íà 2 ïîðÿäêà ìåíüøå äèàãîíàëüíûõ. Â ýòîì îáñòîÿòåëüñòâå è çàêëþ÷àåòñÿ



40 À.Â. ÄÈÄÈÍÑÊÈÉ, Ä.Â. ÅÂÄÎÊÈÌÎÂ, À.À. ÊÎ×ÓÁÅÉ, Í.Â. ÏÎËßÊÎÂîñíîâíàÿ òðóäíîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ñèñòåìû óðàâ-íåíèé Îíçàãåðà. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ êîððåêòíîãî ðàñ÷åòà âëèÿíèÿ ÷ëåíîâ,ñîîòâåòñòâóþùèõ âíåäèàãîíàëüíûì ýëåìåíòàì ìàòðèöû Îíçàãåðà, ïîãðåø-íîñòü àïïðîêñèìàöèè ïðè ïðèìåíåíèè òðàäèöèîííûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ êî-íå÷íûõ ðàçíîñòåé èëè êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ äîëæíà áûòü, êàê ìèíèìóì, íàäâà ïîðÿäêà ìåíüøå, ÷åì âåëè÷èíà óïîìÿíóòûõ ÷ëåíîâ, ÷òî íàêëàäûâàåò ñó-ùåñòâåííûå îãðàíè÷åíèÿ íà øàãè ïî âðåìåíè è ïî ïðîñòðàíñòâó. Îãðàíè÷åí-íûå ðàìêè äàííîé ðàáîòû íå äàþò âîçìîæíîñòè ïîäðîáíî ïðîàíàëèçèðîâàòüâîçìîæíûå ïðèìåíåíèÿ ê äàííîé çàäà÷å òðàäèöèîííûõ ÷èñëåííûõ ïîäõîäîâ,îòìåòèì ëèøü, ÷òî äàæå ïîâûøåíèå ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè, íàïðèìåð, äî÷åòâåðòîãî ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïðîèçâîäíûì è äî òðåòüåãî ïî âðåìåíè, íåâñåãäà ñïîñîáíî ý��åêòèâíî ðàçðåøèòü óêàçàííóþ ïðîáëåìó. ×òîáû óïðî-ñòèòü äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ, ñäåëàåì �èçè÷åñêè îáîñíîâàííîå ïðåäïîëî-æåíèå î òîì, ÷òî äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìîäè�èöèðîâàííîé ìàòðèöû Îíçà-ãåðà èìåþò îäèí è òîò æå ïîðÿäîê, è âíåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû òîæå èìåþòîäèí è òîò æå ïîðÿäîê (ó÷èòûâàÿ, ÷òî λi òàêæå âåëè÷èíû îäíîãî ïîðÿäêà,ýòî ïðåäïîëîæåíèå î÷åâèäíî ïåðåíîñèòñÿ íà îáû÷íóþ ìàòðèöó Îíçàãåðà).Òîãäà:
α

′

ij

α
′

ii
˜ ǫ, i = 1, N, j = 1, N ; (6.2)ãäå ǫ � ìàëàÿ âåëè÷èíà, êîòîðàÿ â äàëüíåéøåì áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ â êà÷å-ñòâå ìàëîãî ïàðàìåòðà, òî åñòü, α′

ij = ǫα
′∗
ij , α

′∗
ij ˜ α

′

ii. Ñîãëàñíî ìåòîäó ìàëîãîïàðàìåòðà ðåøåíèå çàäà÷è áóäåì îòûñêèâàòü â âèäå:
ui = u0

i +

∞∑

k=1

ǫkuk
i , i = 1, N ; (6.3)ãäå uk

i � �óíêöèè, ïîäëåæàùèå îïðåäåëåíèþ. Ïîäñòàâèì ðàçëîæåíèå (6.3) âèñõîäíóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è è, ïðèðàâíÿâ íóëþ ñóììó êîý��èöèåíòîâ ïðèñîîòâåòñòâóþùèõ ñòåïåíÿõ ǫ, ïîëó÷èì:
∂u0

i

∂τ
= α

′

ii div
[
λ
(
u0

j

)
grad

(
u0

i

)]
, i = 1, N, j = 1, N ; (6.4)

u0
i (τ = 0,X) = ui0 (X) , i = 1, N ; (6.5)

u0
i |ΓIi

= uia, i = 1, N ; (6.6)
λi

(
u0

i

) ∂u0
i

∂n
|ΓIIi

= qia, i = 1, N ; (6.7)
λi

(
u0

i

) ∂u0
i

∂n
|ΓIIIi

= βi

(
u0

i |ΓIi
− uiα

)
, i = 1, N ; (6.8)..............................................................................

∂uk
i

∂τ
= α

′

ii div
[
λi

(
uk

j

)
grad

(
uk

i

)]
+

N∑

l=1
l 6=i

α
′∗
ll div

[
λl

(
uk−1

j

)
grad

(
uk−1

l

)]
,(6.9)
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i = 1, N, j = 1, N ;

uk
i (τ = 0,X) = 0, i = 1, N ; (6.10)
uk

i |ΓIi
= 0, i = 1, N ; (6.11)

λi

(
uk

i

) ∂uk
i

∂n
|ΓIIi

= 0, i = 1, N ; (6.12)
λi

(
uk

i

) ∂uk
i

∂n
|ΓIIIi

= βiu
k
i |ΓIi

, i = 1, N ; (6.13)..............................................................................çäåñü â λi u
k óêàçûâàåò, äî êàêîãî ÷ëåíà âûðàæåíèÿ (6.3) âû÷èñëÿåòñÿ ïîä-ñòàíîâêà ïðè ðàñ÷åòå íåëèíåéíîñòè. Â îòëè÷èå îò èñõîäíîé êðàåâîé çàäà÷è,ïîëó÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êðàåâûõ çàäà÷ (6.4) � (6.13) íå ñîäåðæèò ìà-ëûõ ïàðàìåòðîâ è ìîæåò áûòü ðåøåíà ÷èñëåííî îäíèì èç èçâåñòíûõ ÷èñëåí-íûõ ìåòîäîâ íà äîñòàòî÷íî ãðóáûõ ñåòêàõ.7. Ñõåìà ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿÄëÿ ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ (6.4) � (6.13) ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí ëþáîé÷èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè [10℄. Â ÷àñòíîñòè, âíàñòîÿùåé ðàáîòå èñïîëüçîâàí ìåòîä êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé [11℄. �åøåíèå èùåìäëÿ óðàâíåíèÿ

∂uk
i

∂τ
= α

′

ii

1

H1H2H3

[
∂

∂ξ1

(
H2H3

H1
λi

(
uk

j

) ∂uk
j

∂ξ1

)
+

∂

∂ξ2

(
H1H3

H2
λi

(
uk

j

) ∂uk
j

∂ξ2

)
+

∂

∂ξ3

(
H1H2

H3
λi

(
uk

j

) ∂uk
j

∂ξ3

)]
+

+
N∑

l=1

α
′∗
ij

1

H1H2H3

[
∂

∂ξ1

(
H2H3

H1
λi

(
uk−1

j

) ∂uk−1
j

∂ξ1

)
+

+
∂

∂ξ2

(
H1H3

H2
λi

(
uk−1

j

) ∂uk−1
j

∂ξ2

)
+

∂

∂ξ3

(
H1H2

H3
λi

(
uk

j

) ∂uk
j

∂ξ3

)]
, (7.1)ãäå ξ1, ξ2, ξ3 � êîîðäèíàòû â íåêîòîðîé, âîîáùå ãîâîðÿ, êðèâîëèíåéíîé ñèñòå-ìå, H1,H2,H3� êîý��èöèåíòû Ëÿìå òîé æå ñèñòåìû êîîðäèíàò, ïðè ïîìîùèÿâíîé ðàçíîñòíîé ñõåìû âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè ïî ïðîñòðàíñòâó è ïåðâîãîïîðÿäêà òî÷íîñòè ïî âðåìåíè [11℄.8. Àíàëèç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ×òîáû ïðîèëëþñòðèðîâàòü ïðåäëîæåííûé ïîäõîä, áûëà âûáðàíà ïðîñòåé-øàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé Îíçàãåðà, ñîñòîÿùåé èç äâóõóðàâíåíèé, â îäíîìåðíîé ïî ïðîñòðàíñòâó ñðåäå ñ ïîñòîÿííûìè ñâîéñòâàìè.Òî åñòü: 




∂u1

∂τ
= α11

∂2u1

∂x2
+ α12

∂2u2

∂x2
,

∂u2

∂τ
= α21

∂2u1

∂x2
+ α22

∂2u2

∂x2
;

(8.1)
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u1 (τ = 0) = C1 6= 0; (8.2)
u2 (τ = 0) = 0; (8.3)

u1 (x = x1) = C2 6= C1; (8.4)
u1 (x = x2) = C2; (8.5)
u2 (x = x1) = 0; (8.6)
u2 (x = x2) = 0. (8.7)�åçóëüòàòû ïðèâåäåííûõ ðàñ÷åòîâ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (8.1) � (8.7)ïðè ïîìîùè ïðåäëîæåííîãî âûøå àëãîðèòìà ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêàõ 1è 2. Èçìåíåíèÿ �óíêöèè u1 â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè ñîîòâåòñòâóþò ïîâå-

�èñ. 1. Çàâèñèìîñòü �óíêöèè u1 â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè îò êîîðäèíàòû x â ðàçíûå ìî-ìåíòû âðåìåíè τ .äåíèþ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè. Îäíàêî â ãðà�èêàõ �óíêöèè u2íàáëþäàþòñÿ äâà ìàêñèìóìà, äâèæóùèõñÿ ïî íàïðàâëåíèþ ê ñåðåäèíå ðàñ-÷åòíîé îáëàñòè, êîòîðûå çàòåì ñëèâàþòñÿ â îäèí. Ïîäîáíàÿ íåîäíîðîäíîñòü,íå ïðèñóùàÿ ðåøåíèÿì ëèíåéíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ çàäà÷, ÿâëÿåòñÿ ñïåöè�è-÷åñêîé îñîáåííîñòüþ ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé Îíçàãåðà.9. ÂûâîäûÏðèâåäåííûå èëëþñòðàòèâíûå ðàñ÷åòû ïîäòâåðæäàþò âûñîêóþ âû÷èñ-ëèòåëüíóþ ý��åêòèâíîñòü ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà. Ìàëîñòü ïàðàìåòðà ïîç-âîëÿåò îãðàíè÷èòüñÿ íóëåâûì è ïîñëåäóþùèìè äâóìÿ ïðèáëèæåíèÿìè. Íåìåíüøèì äîñòîèíñòâîì ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ åãî óíèâåðñàëüíîñòü.
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�èñ. 2. Çàâèñèìîñòü �óíêöèè u2 â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè îò êîîðäèíàòû x â ðàçíûå ìîìåíòûâðåìåíè τ .Ê ÷èñëó íåäîñòàòêîâ ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà îòíîñèòñÿ íåðåøåííûé âî-ïðîñ î ñõîäèìîñòè ðÿäà (6.3). Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî íåðåøåííàÿ ïðîáëåìàñõîäèìîñòè àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé ÿâëÿåòñÿ îáùèì íåäîñòàòêîì áîëü-øèíñòâà àñèìïòîòè÷åñêèõ ïîäõîäîâ. Êàê ïðàâèëî, åñëè òåîðåòè÷åñêè äîêà-çàòü ñõîäèìîñòü íå óäàåòñÿ, îãðàíè÷èâàþòñÿ ïðîâåðêîé ïðàêòè÷åñêîé ñõî-äèìîñòè ïîñòðîåííîãî ðåøåíèÿ. Îòìåòèì, ÷òî ïðàêòè÷åñêàÿ ñõîäèìîñòü âðàññìàòðèâàåìîì ÷èñëåííîì ïðèìåðå, áåçóñëîâíî, èìååò ìåñòî. Â ñèëó ìà-ëîñòè ïàðàìåòðà ǫ äëÿ òåîðåòè÷åñêîãî äîêàçàòåëüñòâà ñõîäèìîñòè ðàçëîæå-íèÿ (6.3) äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü îãðàíè÷åííîñòü �óíêöèé uk
i , ÷òî ñ �èçè÷åñêîéòî÷êè çðåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííî îïðàâäàííûì ïðåäïîëîæåíèåì. Îäíàêî,íàïðèìåð, äëÿ ñëó÷àÿ íåñîãëàñîâàííûõ ãðàíè÷íûõ è íà÷àëüíûõ óñëîâèé âíà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ïðîèçâîäíûå èñêîìûõ �óíêöèé íå îãðàíè÷åíû,òî åñòü, ðÿä (6.3) ðàñõîäèòñÿ. Â öåëîì, îïðåäåëåíèå îãðàíè÷åíèé, êîòîðûåñëåäóåò íàëîæèòü íà íà÷àëüíóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è, ÷òîáû àñèìïòîòè÷åñêèåðàçëîæåíèÿ ñõîäèëèñü, çàñëóæèâàåò ñïåöèàëüíîãî îòäåëüíîãî èññëåäîâàíèÿ.Ïðîáëåìó ñõîäèìîñòè ðÿäà (6.3) îñëîæíÿåò íåëèíåéíîñòü èñõîäíîé êðàåâîéçàäà÷è, òî åñòü âîçìîæíàÿ íååäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ, à ïðè íååäèíñòâåííîìðåøåíèè, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿñíî, ê êàêîìó ðåøåíèþ áóäåò ñõîäèòüñÿ ðÿä.Ïåðñïåêòèâû äàëüíåéøåãî èñïîëüçîâàíèÿ è ðàçâèòèÿ ïðåäëîæåííîãî ïîäõî-äà ñîâåðøåííî î÷åâèäíû, ïîñêîëüêó îí ïðåäîñòàâëÿåò âîçìîæíîñòü âûñîêî-ý��åêòèâíîãî ðàñ÷åòà ðàññìàòðèâàåìûõ ïðîöåññîâ, ÷òî ïîçâîëÿåò èñïîëüçî-âàòü åãî ïðè ðåøåíèè øèðîêîãî ñïåêòðà ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷.Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðåäëîæåííûé ïîäõîä òàêæå äàåò âîçìîæíîñòü ðàáî-
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