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Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïåðâàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ òåëåãðàôíîãî óðàâíåíèÿ íà îò-
ðåçêå, îäèí êîíåö êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ïîäâèæíûì. Ðàçðàáîòàí ìåòîä ðåøåíèÿ
òàêîé çàäà÷è è ïîëó÷åíî åå òî÷íîå ðåøåíèå. Ýòîò ìåòîä îñíîâàí íà èíòåãðàëü-
íîì ïðåäñòàâëåíèè ðåøåíèé òåëåãðàôíîãî óðàâíåíèÿ è îáîáùåíèè ìåòîäà îò-
ðàæåíèé ïðèìåíèòåëüíî ê îáëàñòÿì ñ ïåðåìåííîé ãðàíèöåé. Ðàññìîòðåíû âà-
ðèàíòû äâèæåíèÿ ïîäâèæíîãî êîíöà ñ äîçâóêîâîé, çâóêîâîé è ñâåðõçâóêîâîé
ñêîðîñòÿìè, à òàêæå ñ ïðîèçâîëüíîé ñêîðîñòüþ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: òåëåãðàôíîå óðàâíåíèå, êðàåâàÿ çàäà÷à, îáëàñòü ñ ïîäâèæíîé ãðàíè-
öåé.

Ââåäåíèå

Îñíîâíûì ìàòåìàòè÷åñêèì àïïàðàòîì, îïèñûâàþùèì ðàñïðîñòðàíåíèå
âîëí ðàçëè÷íîé ôèçè÷åñêîé ïðèðîäû â ñðåäàõ, îáëàäàþùèõ ñîïðîòèâëåíè-
åì, ÿâëÿåòñÿ òåëåãðàôíîå óðàâíåíèå. Èñïîëüçîâàíèå òåëåãðàôíîãî óðàâíåíèÿ
ïîçâîëÿåò ó÷åñòü ðåàëüíî ñóùåñòâóþùèå ñîïðîòèâëåíèÿ ñðåäû è âûÿñíèòü
õàðàêòåð çàòóõàíèÿ âîëí, âûçâàííîãî ýòèìè ñîïðîòèâëåíèÿìè. Êðîìå òîãî,
îáëàñòü, â êîòîðîé òðåáóåòñÿ íàéòè ðåøåíèå òåëåãðàôíîãî óðàâíåíèÿ, ìîæåò
èçìåíÿòüñÿ âî âðåìåíè. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò, íàïðèìåð, ïðè íàìàòûâà-
íèè ïîäúåìíîãî êàíàòà ãðóçîïîäúåìíûõ ìåõàíèçìîâ íà áàðàáàí. Äåëî â òîì,
÷òî ïðè ó÷åòå ñèë òðåíèÿ ìåæäó êàíàòîì è áàðàáàíîì óïðóãèå ïåðåìåùåíèÿ
â òîé ÷àñòè êàíàòà, êîòîðàÿ íàìîòàíà íà áàðàáàí, îïèñûâàþòñÿ òåëåãðàô-
íûì óðàâíåíèåì. Äëèíà æå êàíàòà, íàìîòàííîãî íà áàðàáàí, èçìåíÿåòñÿ ñî
âðåìåíåì.

Òàêîãî ðîäà êðàåâûå çàäà÷è äëÿ êàíàòîâ ïåðåìåííîé äëèíû ïðèíöèïèàëü-
íî áûëè ïîñòàâëåíû ðÿäîì èññëåäîâàòåëåé [1]. Îäíàêî èõ ðåøåíèå â ïðåäïî-
ëîæåíèè î ìàëîé ñêîðîñòè íàìîòêè êàíàòà íà áàðàáàí îòûñêèâàëîñü â îáëà-
ñòÿõ ñ íåèçìåííîé ãðàíèöåé. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ñòðîèòñÿ ðåøåíèå òàêîé çà-
äà÷è â îáëàñòè ñ ïåðåìåííîé ãðàíèöåé. Ñ öåëüþ ðåøåíèÿ òàêîãî ðîäà çàäà÷è
â [2,5] ðàçðàáîòàí ìåòîä èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé òåëåãðàôíîãî
óðàâíåíèÿ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè Ðèìàíà. Äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ èíòåãðàëüíîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ ïîòðåáîâàëîñü ðàçðàáîòàòü ìåòîä ïðîäîëæåíèÿ êðàå-
âûõ óñëîâèé íà âñþ ÷èñëîâóþ îñü [3,4]. Íàêîíåö, áûë ñîçäàí ìåòîä ïîñòðîåíèÿ
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îòðàæåííûõ âîëí îò ïîäâèæíîãî êîíöà [6]. Ñî÷åòàíèå ïåðå÷èñëåííûõ ìåòî-
äîâ ïîçâîëèëî ïîëó÷èòü ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è â êâàäðàòóðàõ.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à: â îáëàñòè 0 < x < l + ν(t),
t > 0 íàéòè ðåøåíèå òåëåãðàôíîãî óðàâíåíèÿ

∂2 u(x, t)
∂x2

− 1
a2
· ∂2 u(x, t)

∂t2
+ D

∂u(x, t)
∂t

+ B
∂u(x, t)

∂x
+ Cu(x, t) = 0 , (1.1)

óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíûì óñëîâèÿì

u(x, 0) = 0; ut(x, 0) = 0, x > 0 ; (1.2)

è êðàåâûì óñëîâèÿì ïåðâîãî òèïà

u(l + ν(t), t) = µ(t); u(0, t) = 0, t > 0. (1.3)

Îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè ν(t), îïèñûâàþùåé ïåðåìåùåíèå íèæíåãî êîíöà ñòåð-
æíÿ, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ν(0) = 0 è èç óñëîâèÿ ñîõðàíåíèÿ îáëàñòè èíòåãðè-
ðîâàíèÿ êðàåâîé çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî ν(t) > −l ïðè t > 0.

Ïðèìåíèòåëüíî ê íàìàòûâàíèþ êàíàòà íà áàðàáàí ýòó çàäà÷ó ìîæíî ôè-
çè÷åñêè èíòåðïðåòèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Êàíàò ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê
ãèáêàÿ íèòü. Îñü x íàïðàâëåíà âäîëü öåíòðàëüíîé îñè êàíàòà è íà÷àëî êîîð-
äèíàò ðàñïîëîæåíî â òî÷êå ïðèêðåïëåíèÿ êàíàòà ê áàðàáàíó. Ïîýòîìó óïðó-
ãîå ïåðåìåùåíèå â òî÷êå x = 0 u(0, t) = 0. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè
äëèíà êàíàòà, íàìîòàííîãî íà áàðàáàí, ðàâíà l. Ôóíêöèÿ ν(t) îïèñûâàåò èç-
ìåíåíèå äëèíû êàíàòà íà áàðàáàíå. Òî÷êà êîíòàêòà ñâèñàþùåé ÷àñòè êàíàòà
ñ áàðàáàíîì èìååò êîîðäèíàòó x = l + ν(t). Ïåðâîå êðàåâîå óñëîâèå (1.3) çà-
äàåò óïðóãîå ïåðåìåùåíèå â ýòîé òî÷êå êàíàòà. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ïðèíÿòû
íóëåâûìè.

2. Ðåøåíèå çàäà÷è

Äëÿ ïðèìåíåíèÿ ðàçðàáîòàííîãî â [2] èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøå-
íèé òåëåãðàôíîãî óðàâíåíèÿ (1.1) íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü êðàåâûå óñëîâèÿ
(1.3) íà âñåé îñè t. Òàê êàê â êðàåâîì óñëîâèè (1.3) ôóíêöèÿ µ(t) îïðåäåëåíà
ëèøü íà ïîëóîñè, íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü åå ïðîäîëæåíèå íà âñþ îñü t. Ó÷èòû-
âàÿ íóëåâûå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (1.2), ôóíêöèþ µ(t) íà âñþ îñü t íåîáõîäèìî
ïðîäîëæàòü íóëåì. Ïîýòîìó ïðîäîëæåíèå ôóíêöèè µ(t) íà âñþ îñü t áóäåò
âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

M (t) =

{
µ (t) , t > 0;
0, t < 0.

(2.1)

Ïåðâîå êðàåâîå óñëîâèå (1.3) òàêæå ïðîäîëæàåòñÿ íà âñþ îñü t:

u (l + ν(t), t) = M (t) . (2.2)
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Ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è îñíîâàíî íà óñòàíîâëåííîì â [2] ôàêòå, ÷òî
â ñëó÷àå êðàåâûõ óñëîâèé ïåðâîãî òèïà ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ (1.1) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

u(x, t) = e
Da−B

2
xω(t− x

a
) + e−

Da+B
2

xω(t +
x

a
)+

+ ae−
B
2

x

∫ t+x
a

t−x
a

[
B

2
J0(z)− c1

x

z
J1(z)]e

Da2

2
(t−η)ω(η) dη

ñ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèåé ω(η). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïî óñëîâèÿì ïîñòàíîâêè çàäà-
÷è âîëíû â ñðåäå âîçáóæäàþòñÿ íà ïðàâîì êîíöå îòðåçêà è ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ
â ñðåäó â íàïðàâëåíèè îòðèöàòåëüíûõ x, íà íà÷àëüíîì ýòàïå ðåøåíèå çàäà÷è
îòûñêèâàåòñÿ â âèäå ôóíêöèè

u0(x, t) = 2M0(t +
x

a
)e−

(Da+B)
2

x+

+ 2ae−
B
2

x

∫ t+x
a

0
[
B

2
J0(z)− c1

x

z
J1(z)]e

Da2

2
(t−η)M0(η) dη (2.3)

ñ íåèçâåñòíîé ôóíêöèåé M0(t). Çäåñü J0(z), J1(z) � ôóíêöèè Áåññåëÿ íóëå-
âîãî è ïåðâîãî ïîðÿäêà ñîîòâåòñòâåííî,

z =
√

c1[x2 − a2 (t− η)2] ; (2.4)

c1 = C +
D2 a2

4
− B2

4
. (2.5)

Ôóíêöèÿ (2.3) óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ (1.1) ïðè ïðî-
èçâîëüíîé ôóíêöèè M0(t).

Ïîäñòàíîâêà ôîðìû ðåøåíèÿ (2.3) â êðàåâîå óñëîâèå (2.2) ïðèâîäèò ê
ðàâåíñòâó

2M0(t +
ν(t) + l

a
)e−

(Da+B)
2

(ν(t)+l)+

+ 2ae−
B
2

(ν(t)+l)

∫ t+
ν(t)+l

a

0
[
B

2
J0(z)− c1

ν(t) + l

z
J1(z)]e

Da2

2
(t−η)M0(η) dη . (2.6)

Â (2.6)
z =

√
c1[(ν(t) + l)2 − a2 (t− η)2] ; (2.7)

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ôóíêöèÿ M0 áóäåò ðåøåíèåì èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ
(2.6), ôóíêöèÿ (2.3) áóäåò óäîâëåòâîðÿòü ïåðâîìó êðàåâîìó óñëîâèþ (1.3).

Ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ âîçìîæíîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèè M0 ñ ðàçëè÷-
íûìè àðãóìåíòàìè ââåäåì â (2.6) ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåìåííîé t:

τ = t +
ν(t) + l

a
. (2.8)

Äëÿ òîãî ÷òîáû âûïîëíåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ (2.8) â èíòåãðàëüíîì óðàâíå-
íèè (2.6) áûëî âîçìîæíûì, íåîáõîäèìî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà îáðàòíàÿ ê τ
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ôóíêöèÿ t0. Ïîýòîìó íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ïîâåäå-
íèÿ ôóíêöèè ν(t).

2.1. Äâèæåíèå ïîäâèæíîãî êîíöà ñ äîçâóêîâîé ñêîðîñòüþ

Â ñëó÷àå, êîãäà ïîäâèæíûé êîíåö ïåðåìåùàåòñÿ ñ äîçâóêîâîé ñêîðîñòüþ,
òî åñòü âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

|ν ′(t)| < a , (2.9)

èç (2.8) ñëåäóåò:
dτ

dt
= 1 +

ν ′(t)
a

> 0 . (2.10)

Ýòî çíà÷èò, ÷òî ôóíêöèÿ (2.8) áóäåò ñòðîãî ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé, è ïî-
ýòîìó áóäåò ñóùåñòâîâàòü îáðàòíàÿ ê íåé ôóíêöèÿ t0, òàêæå ñòðîãî ìîíîòîí-
íî âîçðàñòàþùàÿ. Ïðè ýòîì, òàê êàê τ(0) = l/a, ïîëó÷àåì, ÷òî t0(l/a) = 0.
Èç íåðàâåíñòâà (2.10) ñëåäóåò, ÷òî τ > l/a ïðè t > 0. Òàê êàê ôóíêöèÿ ν(t)
îïðåäåëåíà òîëüêî ïðè t > 0, ôóíêöèÿ τ(t) îïðåäåëåíà òàêæå òîëüêî ïðè
t > 0. Ñîîòâåòñòâåííî è ôóíêöèÿ t0(τ) áóäåò îïðåäåëåíà òîëüêî ïðè τ > l/a.
Â òî æå âðåìÿ â ïðîöåññå ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé êðàåâîé çà-
äà÷è âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü çíàíèÿ ïîâåäåíèÿ ôóíêöèè M0(τ) òàêæå è ïðè
çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà τ , ìåíüøèõ l/a.

Ñ ýòîé öåëüþ íåîáõîäèìî âûïîëíèòü ïðîäîëæåíèå ôóíêöèè ν(t) íà âñþ
îñü t. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðîäîëæåíèå ôóíêöèè ν(t) íà âñþ îñü t ìîæíî âûïîë-
íèòü ïðîèçâîëüíî, ïîòðåáîâàâ ëèøü ñóùåñòâîâàíèÿ ïðîèçâîäíîé ýòîãî ïðî-
äîëæåíèÿ íà âñåé îñè t è âûïîëíåíèÿ íà âñåé îñè t óñëîâèÿ (2.9). Îáîçíà÷èì
ýòî ïðîäîëæåíèå ôóíêöèè ν(t) ÷åðåç ν1(t). Òîãäà íà âñåé îñè t áóäåò îïðåäå-
ëåíà ôóíêöèÿ

N (t) =

{
ν (t) , t > 0;
ν1 (t) , t < 0.

(2.11)

Ïðîäîëæåííóþ íà âñþ îñü t ôóíêöèþ τ(t) îáîçíà÷èì T (t) è îïðåäåëèì âû-
ðàæåíèåì

T (t) = t +
N(t) + l

a
. (2.12)

Èç ýòîãî âûðàæåíèÿ è (2.11) ÿñíî, ÷òî ïðè t > 0 T (t) = τ(t). Òàê êàê ïî
óñëîâèþ ôóíêöèÿ N(t) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

|N ′(t)| < a , (2.13)

ïðè âñåõ t, ôóíêöèÿ T (t) áóäåò ñòðîãî ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé, è òàê êàê
τ(0) = l/a, ïðè t < 0 áóäåò ñïðàâåäëèâî T (t) < l/a.

Â ñèëó òîãî, ÷òî ôóíêöèÿ T (t) ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî ìîíîòîííîé ïðè âñåõ t, äëÿ
íåå ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ T0(T ), ïðè÷åì ïðè T ≥ l/a T0(T ) = t0(τ)
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è T0(T ) áóäåò ñòðîãî ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé ôóíêöèåé. Òàêèì îáðàçîì,
ôóíêöèÿ T0(T ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

T0 (t) =





t0 (τ) > 0, T > l/a;
0, T = l/a;
< 0, T < l/a.

(2.14)

Òåïåðü ïîñëå âûïîëíåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ (2.12) èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå
(2.6) ïðèìåò âèä:

M0(T )e−
(Da+B)

2
(l+N(T0(T ))) + ae−

B
2

(l+N(T0(T )))

∫ T

0
[
B

2
J0(z)−

− c1
l + N(T0(T ))

z
J1(z)]e

Da2

2
(T0(T )−η)M0(η) dη =

1
2
M(T0(T )) . (2.15)

Â èíòåãðàëüíîì óðàâíåíèè (2.15)

z =
√

c1[(l + N(T0(T )))2 − a2 (T0(T )− η)2]. (2.16)

Èç èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2.15), ñâîéñòâà (2.1) ôóíêöèè M(t) è ðàâåíñòâà
(2.14) ñëåäóåò, ÷òî

M0(T ) = 0, T <
l

a
. (2.17)

Â ñâîþ î÷åðåäü, èç ñâîéñòâà (2.17) ôóíêöèè M0(T ) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ
(2.3) óäîâëåòâîðÿåò íà÷àëüíûì óñëîâèÿì (1.2). Äåéñòâèòåëüíî, èç ôîðìóëû
(2.3) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî ïðè t = 0 àðãóìåíò ôóíêöèè M0 è âåðõíèé
ïðåäåë èíòåãðèðîâàíèÿ ñòàíîâÿòñÿ ðàâíûìè x

a . À òàê êàê ïðè t = 0 x < l,
ýòî íà îñíîâàíèè ñâîéñòâà (2.17) ôóíêöèè M0(T ) îçíà÷àåò, ÷òî ïðè t = 0
ôóíêöèÿ (2.3) áóäåò ðàâíà íóëþ, òî åñòü óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîìó íà÷àëüíîìó
óñëîâèþ (1.2). Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ôóíêöèþ (2.3) ïî t, ïîëó÷èì:

∂u0(x, t)
∂t

= 2M ′
0(t +

x

a
)e−

Da+B
2

x+

+ 2ae−
B
2

x[
B

2
J0(z0)− c1

x

z
J1(z0)]e−

Da
2

xM0(t +
x

a
)+

+ 2ae−
B
2

x

∫ t+x
a

0
{Da2

2
[
B

2
J0(z)− c1

x

z
J1(z)] +

B

2
a2c1

t− η

z
J1(z)−

− a2c2
1

x(t− η)
z2

(J”0(z)− J ′0(z)
z

)}eDa2

2
(t−η)M0(η) dη. (2.18)

Â ôîðìóëå (2.18)
z0 =

√
c1[x2 − x2] = 0 . (2.19)

Ïðè âû÷èñëåíèè ïðîèçâîäíîé (2.18) ó÷òåíî, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ (2.7)

∂z

∂t
= −c1a

2(t− η)
z

; (2.20)
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∂J0(z)
∂t

=
c1a

2(t− η)
z

J1(z) ; (2.21)

∂

∂t
(
J1(z)

z
) =

c1a
2(t− η)
z2

(J ′′0 (z)− J ′0(z)
z

) , (2.22)

Åñëè â ôîðìóëå (2.18) ïðèíÿòü t = 0, òî àðãóìåíòû ôóíêöèé M0 è M ′
0, à

òàêæå âåðõíèé ïðåäåë èíòåãðèðîâàíèÿ ïðè x < l ñòàíóò ìåíüøèìè, ÷åì l/a.
Ïîýòîìó íà îñíîâàíèè ñâîéñòâà (2.17) ôóíêöèè M0 ïðîèçâîäíàÿ (2.18) ïðè
t = 0 îáðàòèòñÿ â íóëü. À ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ (2.3) áóäåò óäîâëåòâîðÿòü
è âòîðîìó íà÷àëüíîìó óñëîâèþ (1.2).

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ (2.2) óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì ïîñòàíîâêè
êðàåâîé çàäà÷è, êðîìå âòîðîãî êðàåâîãî óñëîâèÿ (1.3). Ñ öåëüþ ïðîâåðêè
ýòîãî óñëîâèÿ âû÷èñëèì èç (2.3):

u0(0, t) = 2M0(t) + 2a

∫ t

0

B

2
J0(z)e

Da2

2
(t−η)M0(η) dη. (2.23)

Èç ôîðìóëû (2.23) ñëåäóåò, ÷òî íà îñíîâàíèè ñâîéñòâà (2.17) ôóíêöèè
M0 ôóíêöèÿ (2.3) ïðè t < l

a áóäåò óäîâëåòâîðÿòü òàêæå è âòîðîìó êðàåâîìó
óñëîâèþ (1.3). Ñ öåëüþ óäîâëåòâîðåíèÿ âòîðîìó êðàåâîìó óñëîâèþ (1.3) ïðè
t > l

a ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è ñòàíåì èñêàòü â âèäå ñóììû äâóõ ôóíêöèé

u(x, t) = u0(x.t) + u1(x, t) , (2.24)

ãäå

u1(x, t) = 2e
(Da−B)

2
x[−M1(t− x

a
) + M0(t− x

a
)]+

+ 2ae−
B
2

x

∫ t−x
a

0
[
B

2
J0(z)− c1

x

z
J1(z)]e

Da2

2
(t−η)[M1(η)−M0(η)] dη . (2.25)

Ôóíêöèÿ (2.25) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (1.1) ñ ïðîèçâîëüíûìè ôóíêöèÿ-
ìè M0 è M1. Ïîäñòàâëÿÿ ôóíêöèþ (2.24) âî âòîðîå êðàåâîå óñëîâèå (1.3),
ïîëó÷èì:

2[−M1(t) + 2M0(t)] + 2a
∫ t

0

B

2
J0(z)e

Da2

2
(t−η)M1(η) dη = 0 ,

îòêóäà ñëåäóåò:

M1(t)− a

∫ t

0

B

2
J0(z)e

Da2

2
(t−η)M1(η) dη = 2M0(t) . (2.26)

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ôóíêöèÿ M1 áóäåò ðåøåíèåì èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ
(2.26), ôóíêöèÿ (2.24) áóäåò óäîâëåòâîðÿòü âòîðîìó êðàåâîìó óñëîâèþ (1.3)
ïðè âñåõ t. Â óðàâíåíèè (2.26)

z = a(t− η)
√−c1 . (2.27)
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Èç óðàâíåíèÿ (2.26) è ñâîéñòâà (2.17) ôóíêöèè M0 ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ M1

îáëàäàåò ñâîéñòâîì
M1(T ) = 0, T <

l

a
. (2.28)

Ïîëüçóÿñü ñâîéñòâàìè (2.17) è (2.28) ôóíêöèé M0 è M1, òàê æå, êàê è äëÿ
ôóíêöèè u0(x, t) ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ (2.24) óäîâëåòâîðÿåò íà÷àëü-
íûì óñëîâèÿì (1.2).

Äëÿ òîãî ÷òîáû ôóíêöèÿ (2.24) óäîâëåòâîðÿëà ïåðâîìó êðàåâîìó óñëîâèþ
(1.3), íåîáõîäèìî, ÷òîáû ôóíêöèÿ u1(x, t) óäîâëåòâîðÿëà êðàåâîìó óñëîâèþ

u1(l + ν(t), t) = 0, t > 0 . (2.29)

Âû÷èñëèì çíà÷åíèå ôóíêöèè u1(x, t) â òî÷êå x = l + ν(t). Ïîëó÷èì:

u1(l + ν(t), t) = 2e
(Da−B)

2
(l+ν(t))[−M1(t− l + ν(t)

a
) + M0(t− l + ν(t)

a
)]+

+ 2ae−
B
2

(l+ν(t))

∫ t− l+ν(t)
a

0
[
B

2
J0(z)− c1

l + ν(t)
z

J1(z)]e
Da2

2
(t−η)×

× [M1(η)−M0(η)] dη . (2.30)

Èç ñâîéñòâ (2.17) è (2.28) ôóíêöèé M0 è M1 è ðàâåíñòâà (2.30) ñëåäóåò, ÷òî
êðàåâîå óñëîâèå (2.29) áóäåò óäîâëåòâîðåíî ïðè

t <
ν(t) + 2l

a
. (2.31)

Äåéñòâèòåëüíî, ïðè çíà÷åíèÿõ t, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó (2.31), àðãó-
ìåíòû ôóíêöèé M0 è M1 è âåðõíèé ïðåäåë èíòåãðèðîâàíèÿ â ôîðìóëå (2.30)
áóäóò ìåíüøå, ÷åì l

a , è ïîýòîìó ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (2.31) îáðàòèòñÿ â
íóëü. Ïðè t > ν(t)+2l

a äëÿ óäîâëåòâîðåíèÿ ïåðâîìó êðàåâîìó óñëîâèþ (1.3) â
ðåøåíèå (2.24) íåîáõîäèìî ââîäèòü ïîïðàâêó. Ââåñòè òàêóþ ïîïðàâêó ìåòîäà-
ìè, ïðèìåíÿåìûìè äëÿ îáëàñòåé ñ íåïîäâèæíûìè ãðàíèöàìè, êàê ïîêàçàíî
â [6] äëÿ ñëó÷àÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ, íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó äëÿ ââåäåíèÿ
ïîïðàâêè èñïîëüçóåòñÿ ïîäõîä, ðàçðàáîòàííûé â [6, 7]. Ñ ýòîé öåëüþ çàìå-
òèì, ÷òî â òå÷åíèå èíòåðâàëà âðåìåíè, îïðåäåëÿåìîãî óñëîâèåì t = ν(t)+2l

a ,
ïåðåäíèé ôðîíò âîëíû, èçëó÷åííîé ïîäâèæíûì êîíöîì, íà÷èíàÿ îò ìîìåí-
òà âðåìåíè t = 0, äîéäåò äî êîíöà x = 0, îòðàçèòñÿ îò íåãî è âñòðåòèòñÿ ñ
ïîäâèæíûì êîíöîì. Äëèíà ýòîãî èíòåðâàëà âðåìåíè îïðåäåëèòñÿ êàê íàè-
ìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü τ1 óðàâíåíèÿ

at = ν(t) + 2l . (2.32)

Ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (2.32) ïðè t = 0 ìåíüøå ïðàâîé ÷àñòè. Â òî æå âðå-
ìÿ íà îñíîâàíèè óñëîâèÿ (2.9) ïðè t > 0 ëåâàÿ ÷àñòü ýòîãî óðàâíåíèÿ ðàñ-
òåò áûñòðåå ïðàâîé ÷àñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ
(2.30) ñóùåñòâóåò. Èç ïðîâåäåííûõ ðàññóæäåíèé ÿñíî òàêæå, ÷òî ôóíêöèÿ



ÏÅÐÂÀß ÊÐÀÅÂÀß ÇÀÄÀ×À Â ÎÁËÀÑÒÈ Ñ ÏÎÄÂÈÆÍÎÉ ÃÐÀÍÈÖÅÉ 37

(2.30) áóäåò ðàâíà íóëþ ïðè t < τ1. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè t = 0 íåðàâåíñòâî
t < ν(t)+2l

a ñïðàâåäëèâî, òàê êàê ν(0) = 0. Â òî æå âðåìÿ τ1 ÿâëÿåòñÿ íàè-
ìåíüøèì ïîëîæèòåëüíûì ÷èñëîì, ïðè êîòîðîì ýòî íåðàâåíñòâî îáðàùàåòñÿ
â ðàâåíñòâî (2.32). Ïîýòîìó ïîïðàâî÷íàÿ ôóíêöèÿ u2(x, t), ÿâëÿþùàÿñÿ ïî
ñóùåñòâó âîëíîé, îòðàæåííîé îò ïîäâèæíîãî êîíöà, ñòðîèòñÿ êàê ðåøåíèå
âñïîìîãàòåëüíîé êðàåâîé çàäà÷è: â îáëàñòè 0 < x < l + ν(t), t > τ1 íàéòè ðå-
øåíèå òåëåãðàôíîãî óðàâíåíèÿ (1.1), óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíûì óñëîâèÿì

u(x, τ1) = 0; ut(x, τ1) = 0, 0 < x < l + ν(τ1) ; (2.33)

è êðàåâûì óñëîâèÿì

u(l + ν(t), t) = −u1(l + ν(t), t); u(0, t) = 0, t > τ1. (2.34)

Ðåøåíèå ýòîé âñïîìîãàòåëüíîé êðàåâîé çàäà÷è ñòðîèòñÿ â âèäå ôóíêöèè, ÿâ-
ëÿþùåéñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.1) ïðè ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè M2:

u2(x, t) = 2M2(t +
x

a
)e−

(Da+B)
2

x+

+ 2ae−
B
2

x

∫ t+x
a

0
[
B

2
J0(z)− c1

x

z
J1(z)]e

Da2

2
(t−η)M2(η) dη . (2.35)

Ïîäñòàâèâ ôóíêöèþ (2.35) â ïåðâîå êðàåâîå óñëîâèå (2.34), ïîëó÷èì:

2M2(t +
l + ν(t)

a
)e−

(Da+B)
2

(l+ν(t)) + 2ae−
B
2

(l+ν(t))

∫ t+
l+ν(t)

a

0
[
B

2
J0(z)−

− c1
l + ν(t)

z
J1(z)]e

Da2

2
(t−η)M2(η) dη = −u1(l + ν(t), t) . (2.36)

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ôóíêöèÿ M2 áóäåò ðåøåíèåì èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ
(2.36), òî ôóíêöèÿ

u(x, t) = u0(x.t) + u1(x, t) + u2(x, t) (2.37)

áóäåò óäîâëåòâîðÿòü âòîðîìó êðàåâîìó óñëîâèþ (1.3) ïðè âñåõ t. Âûïîëíèâ â
óðàâíåíèè (2.36) ïðåîáðàçîâàíèå (2.12), ïîëó÷èì:

2M2(T )e−
(Da+B)

2
(l+ν(T0(T ))) + +2ae−

B
2

(l+ν(T0(T )))

∫ T

0
[
B

2
J0(z)−

− c1
l + ν(T0(T ))

z
J1(z)]e

Da2

2
(T0(T )−η)M2(η) dη =

= −u1(l + ν(T0(T )), T0(T )) . (2.38)

Òàê êàê ïðàâàÿ ÷àñòü èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (2.36) è (2.38) ðàâíà íóëþ ïðè
t < τ1, ôóíêöèÿ M2(T ) òàêæå áóäåò ðàâíà íóëþ ïðè t < τ1. Âûÿñíèì, ïðè
êàêèõ çíà÷åíèÿõ T ôóíêöèÿ M2(T ) áóäåò ðàâíà íóëþ. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ
T (t) ñòðîãî ìîíîòîííî âîçðàñòàåò, áóäåò ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

T (t) < T (τ1) ïðè t < τ1 . (2.39)
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Èñïîëüçóÿ â ýòîì íåðàâåíñòâå îïðåäåëåíèå (2.12) ôóíêöèè T (t) è çíà÷åíèå τ1

èç (2.32), ïîëó÷èì:

T < τ1 +
ν(τ1) + l

a
=

3l + 2ν(τ1)
a

.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ M2(T ) îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì:

M2(T ) = 0, T <
3l + 2ν(τ1)

a
. (2.40)

Åñëè òåïåðü ïîëîæèòü â ðàâåíñòâå (2.35) t = 0, òî àðãóìåíò ôóíêöèè M2 è
âåðõíèé ïðåäåë èíòåãðèðîâàíèÿ â ýòîé ôîðìóëå ïðèìóò çíà÷åíèå x

a . Ó÷èòû-
âàÿ, ÷òî ïðè t = 0 x < l, áóäåì èìåòü, ÷òî x

a < l
a . Íî òàê êàê l > ν(τ1),

ïîëó÷èì, ÷òî
l

a
<

3l + 2ν(τ1)
a

. (2.41)

Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïðè t = 0 ôóíêöèÿ (2.35) îáðàòèòñÿ â íóëü, òî åñòü áóäåò
óäîâëåòâîðÿòü ïåðâîìó íà÷àëüíîìó óñëîâèþ (1.2).

Âû÷èñëèâ ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè (2.35) ïî t, ïîëó÷èì:

∂u2(x, t)
∂t

= 2M ′
2(t +

x

a
)e−

Da+B
2

x+

+ 2ae−
B
2

x[
B

2
J0(z0)− c1

x

z0
J1(z0)]e−

Da
2

xM2(t +
x

a
)+

+ 2ae−
B
2

x

∫ t+x
a

0
{Da2

2
[
B

2
J0(z)− c1

x

z
J1(z)] +

B

2
a2c1

t− η

z
J1(z)−

− a2c2
1

x(t− η)
z2

(J”0(z)− J ′0(z)
z

)}eDa2

2
(t−η)M2(η) dη. (2.42)

Çäåñü z0 îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì (2.19). Ïðè t = 0 àðãóìåíòû ôóíêöèé M2

è M ′
2, à òàêæå âåðõíèé ïðåäåë èíòåãðèðîâàíèÿ â ôîðìóëå (2.42) ïðèìóò çíà-

÷åíèå x
a . Ñëåäîâàòåëüíî, êàê ïîêàçàíî âûøå, â îáëàñòè îòûñêàíèÿ ðåøåíèÿ

ïðè òàêèõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà ôóíêöèè M2 è M ′
2 áóäóò ðàâíû íóëþ. Ïî-

ýòîìó è ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè u2(x, t) ïî t ïðè t = 0 áóäåò ðàâíà íóëþ. À
ýòî çíà÷èò, ÷òî ôóíêöèÿ u2(x, t) óäîâëåòâîðÿåò òàêæå è âòîðîìó íà÷àëüíîìó
óñëîâèþ (1.2).

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ (2.37) óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì ïîñòàíîâêè
îñíîâíîé êðàåâîé çàäà÷è, êðîìå âòîðîãî êðàåâîãî óñëîâèÿ (1.3). Äëÿ òîãî ÷òî-
áû ýòî êðàåâîå óñëîâèå âûïîëíÿëîñü, íåîáõîäèìî, ÷òîáû áûëî ñïðàâåäëèâûì
ðàâåíñòâî

u2(0, t) = 0, t > 0 . (2.43)

Ïîëîæèâ â ôîðìóëå (2.35) x = 0, ïîëó÷èì:

u2(0, t) = 2M2(t) + 2a
∫ t

0

B

2
J0(z0)e

Da2

2
(t−η)M2(η) dη . (2.44)
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Êàê ñëåäóåò èç ñâîéñòâà (2.40) ôóíêöèè M2, âûðàæåíèå (2.44) îáðàòèòñÿ â
íóëü, òî åñòü áóäåò óäîâëåòâîðÿòü êðàåâîìó óñëîâèþ (2.43) òîëüêî ïðè âûïîë-
íåíèè íåðàâåíñòâà t < 3l+2ν(τ1)

a . Äëÿ âûïîëíåíèÿ âòîðîãî êðàåâîãî óñëîâèÿ
ïðè áîëüøèõ t â ðåøåíèå (2.37) ââîäèòñÿ ïîïðàâêà u3(x, t), òî åñòü ðåøåíèå
ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå:

u(x, t) = u0(x.t) + u1(x, t) + u2(x, t) + u3(x, t) , (2.45)

ãäå

u3(x, t) = 2e
(Da−B)

2
x[−M3(t− x

a
) + M2(t− x

a
)]+

+ 2ae−
B
2

x

∫ t−x
a

0
[
B

2
J0(z)− c1

x

z
J1(z)]e

Da2

2
(t−η)[M3(η)−M2(η)] dη . (2.46)

Ôóíêöèÿ u3(x, t) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (1.1) ïðè ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöèÿõ
M2 è M3 è äîëæíà îáåñïå÷èòü âûïîëíåíèå êðàåâîãî óñëîâèÿ

u2(0, t) + u3(0, t) = 0, t > 0 . (2.47)

Ïîäñòàíîâêà ôóíêöèé (2.35) è (2.46) â êðàåâîå óñëîâèå (2.47) ïðèâîäèò ê
ðàâåíñòâó

2[−M3(t) + 2M2(t)] + 2a
∫ t

0

B

2
J0(z)e

Da2

2
(t−η)M3(η) dη = 0 ,

îòêóäà ñëåäóåò:

M3(t)− a

∫ t

0

B

2
J0(z)e

Da2

2
(t−η)M3(η) dη = 2M2(t) . (2.48)

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ôóíêöèÿ M3 áóäåò ðåøåíèåì èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ
(2.48), ôóíêöèÿ (2.45) áóäåò óäîâëåòâîðÿòü âòîðîìó êðàåâîìó óñëîâèþ (1.3)
ïðè âñåõ t. Èç ñâîéñòâà (2.40) ôóíêöèè M2 ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ M3 áóäåò
îáëàäàòü ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì:

M3(t) = 0, t <
3l + 2ν(τ1)

a
. (2.49)

Òî÷íî òàê æå, êàê ýòî ñäåëàíî äëÿ ôóíêöèè u2(x, t), ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî
ôóíêöèÿ u3(x, t) áóäåò óäîâëåòâîðÿòü íà÷àëüíûì óñëîâèÿì (1.2). Òàêèì îáðà-
çîì, ôóíêöèÿ (2.45) óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì ïîñòàíîâêè îñíîâíîé êðà-
åâîé çàäà÷è, êðîìå ïåðâîãî êðàåâîãî óñëîâèÿ (1.3). Äëÿ òîãî, ÷òîáû ýòî êðà-
åâîå óñëîâèå âûïîëíÿëîñü, íåîáõîäèìî, ÷òîáû áûëî ñïðàâåäëèâûì ðàâåíñòâî

u3(l + ν(t), t) = 0, t > 0 . (2.50)
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Ïîëîæèâ â ôîðìóëå (2.46) x = l + ν(t), ïîëó÷èì:

u3(l + ν(t), t) = 2e
(Da−B)

2
(l+ν(t))[−M3(t− l + ν(t)

a
) + M2(t− l + ν(t)

a
)]+

+ 2ae−
B
2

(l+ν(t))

∫ t− l+ν(t)
a

0
[
B

2
J0(z)− c1

l + ν(t)
z

J1(z)]e
Da2

2
(t−η)×

× [M3(η)−M2(η)] dη . (2.51)

Íà îñíîâàíèè ñâîéñòâ (2.40) è (2.49) ôóíêöèé M2 è M3 çàêëþ÷àåì, ÷òî ïðà-
âàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (2.51) áóäåò ðàâíà íóëþ, åñëè àðãóìåíò ôóíêöèé M2 è
M3 è âåðõíèé ïðåäåë èíòåãðèðîâàíèÿ â ôîðìóëå (2.51) áóäóò óäîâëåòâîðÿòü
íåðàâåíñòâó

t− ν(τ1) + l

a
<

3l + 2ν(τ1)
a

,

îòêóäà ñëåäóåò
t <

4l + 2ν(τ1) + ν(t)
a

. (2.52)

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè t, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó (2.52), êðàåâîå óñëîâèå
(2.50) áóäåò âûïîëíåíî. Íåðàâåíñòâî (2.52) íåóäîáíî äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ, òàê
êàê îò t çàâèñÿò åãî ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè. Ñ öåëüþ áîëåå óäîáíîãî èñïîëüçî-
âàíèÿ ýòîãî íåðàâåíñòâà ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

t =
4l + 2ν(τ1) + ν(t)

a
. (2.53)

è îáîçíà÷èì ÷åðåç τ2 åãî íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü. Ïðè t = 0
ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (2.53) áîëüøå ëåâîé. Â òî æå âðåìÿ â ñèëó óñëîâèÿ
(2.9) ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (2.53) âîçðàñòàåò áûñòðåå ëåâîé åãî ÷àñòè, ïî-
ýòîìó ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ (2.53) ñóùåñòâóåò. Ñëåäîâàòåëüíî,
÷èñëî τ2 ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì ïîëîæèòåëüíûì ÷èñëîì, ïðè êîòîðîì íåðà-
âåíñòâî (2.52) îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî. Ïîýòîìó íåðàâåíñòâî (2.52) ýêâèâà-
ëåíòíî íåðàâåíñòâó

t <
4l + 2ν(τ1) + ν(τ2)

a
= τ2 . (2.54)

Çàìåòèì, ÷òî ïî ôèçè÷åñêîìó ñìûñëó êðàåâîé çàäà÷è â ìîìåíò âðåìåíè t = τ2

ïåðåäíèé ôðîíò âîëíû, èçëó÷åííîé ïîäâèæíûì êîíöîì, äâàæäû îòðàçèâ-
øèñü îò íåïîäâèæíîãî êîíöà è îäèí ðàç îòðàçèâøèñü îò êîíöà ïîäâèæíîãî,
ïîâòîðíî âñòðåòèòñÿ ñ ïîäâèæíûì êîíöîì. Ïðè t > τ2 ôóíêöèÿ u3(x, t) óæå
íå áóäåò óäîâëåòâîðÿòü êðàåâîìó óñëîâèþ (2.50). Ïîýòîìó ïðè t > τ2 ðåøåíèå
îñíîâíîé êðàåâîé çàäà÷è îòûñêèâàåòñÿ â âèäå:

u(x, t) = u0(x.t) + u1(x, t) + u2(x, t) + u3(x, t) + u4(x, t) , (2.55)

ãäå ôóíêöèÿ u4(x, t) ñòðîèòñÿ êàê ðåøåíèå ñëåäóþùåé âñïîìîãàòåëüíîé êðà-
åâîé çàäà÷è. Â îáëàñòè 0 < x > l + ν(t) , t > τ2 íàéòè ðåøåíèå òåëåãðàôíîãî
óðàâíåíèÿ (1.1), óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíûì óñëîâèÿì

u(x, τ2) = 0; ut(x, τ2) = 0, 0 < x < l + ν(τ2) ; (2.56)
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è êðàåâûì óñëîâèÿì

u(l + ν(t), t) = −u3(l + ν(t), t); u(0, t) = 0, t > τ2. (2.57)

Ðåøåíèå ýòîé âñïîìîãàòåëüíîé êðàåâîé çàäà÷è ñòðîèòñÿ â âèäå ôóíêöèè, ÿâ-
ëÿþùåéñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.1) ïðè ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè M4:

u4(x, t) = 2M4(t +
x

a
)e−

(Da+B)
2

x+

+ 2ae−
B
2

x

∫ t+x
a

0
[
B

2
J0(z)− c1

x

z
J1(z)]e

Da2

2
(t−η)M4(η) dη . (2.58)

Ïîäñòàâèâ ôóíêöèþ (2.58) â ïåðâîå êðàåâîå óñëîâèå (2.57), ïîëó÷èì:

2M4(t +
l + ν(t)

a
)e−

(Da+B)
2

(l+ν(t)) + 2ae−
B
2

(l+ν(t))

∫ t+
l+ν(t)

a

0
[
B

2
J0(z)−

− c1
l + ν(t)

z
J1(z)]e

Da2

2
(t−η)M4(η) dη = −u3(l + ν(t), t) . (2.59)

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ôóíêöèÿ M4 áóäåò ðåøåíèåì èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ
(2.59), òî ôóíêöèÿ (2.55) áóäåò óäîâëåòâîðÿòü âòîðîìó êðàåâîìó óñëîâèþ
(1.3) ïðè âñåõ t. Âûïîëíèâ â óðàâíåíèè (2.59) ïðåîáðàçîâàíèå (2.12), ïîëó÷èì:

2M4(T )e−
(Da+B)

2
(l+ν(T0(T ))) + +2ae−

B
2

(l+ν(T0(T )))

∫ T

0
[
B

2
J0(z)−

− c1
l + ν(T0(T ))

z
J1(z)]e

Da2

2
(T0(T )−η)M4(η) dη = −u3(l + ν(T0(T )), T0(T )) .

(2.60)

Òàê êàê ïðàâàÿ ÷àñòü èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (2.59) è (2.60) ðàâíà íóëþ ïðè
t < τ2 , ôóíêöèÿ M4(T ) òàêæå áóäåò ðàâíà íóëþ ïðè t < τ2. Âûÿñíèì, ïðè
êàêèõ çíà÷åíèÿõ T ôóíêöèÿ M4(T ) áóäåò ðàâíà íóëþ. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ
T (t) ñòðîãî ìîíîòîííî âîçðàñòàåò, áóäåò ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

T (t) < T (τ2) ïðè t < τ2 . (2.61)

Èñïîëüçóÿ â ýòîì íåðàâåíñòâå îïðåäåëåíèå (2.12) ôóíêöèè T (t) è çíà÷åíèå τ2

èç (2.53), ïîëó÷èì:

T < τ2 +
ν(τ2) + l

a
=

5l + 2ν(τ1) + 2ν(τ2)
a

.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ M4(T ) îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì:

M4(T ) = 0, T <
5l + 2ν(τ1) + 2ν(τ2)

a
. (2.62)

Òî÷íî òàê æå, êàê ýòî ñäåëàíî äëÿ ôóíêöèè u2(x, t), ìîæíî ïîêàçàòü,
÷òî ôóíêöèÿ u4(x, t) áóäåò óäîâëåòâîðÿòü íà÷àëüíûì óñëîâèÿì (1.2). Òàêèì
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îáðàçîì, ôóíêöèÿ (2.55) óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì ïîñòàíîâêè îñíîâíîé
êðàåâîé çàäà÷è, êðîìå âòîðîãî êðàåâîãî óñëîâèÿ (1.3). Ýòîìó êðàåâîìó óñëî-
âèþ ôóíêöèÿ u4(x, t) áóäåò óäîâëåòâîðÿòü ëèøü ïðè íåêîòîðûõ t > τ2. Äëÿ
òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü ðåøåíèå îñíîâíîé êðàåâîé çàäà÷è ïðè áîëüøèõ t, â
ôóíêöèþ (2.55) íóæíî ââîäèòü äîïîëíèòåëüíóþ ïîïðàâêó.

Ïðîäîëæèâ ïðîöåññ ââåäåíèÿ ïîïðàâîê â ðåøåíèå, ïîëó÷èì, ÷òî ôóíêöèÿ

u(x, t) =
∞∑

n=0

{2M2n(t +
x

a
)e−

(Da+B)
2

x+

+ 2ae−
B
2

x

∫ t+x
a

0
[
B

2
J0(z)− c1

x

z
J1(z)]e

Da2

2
(t−η)M2n(η)dη}+

+
∞∑

n=0

{2e
(Da−B)

2
x[−M2n+1(t− x

a
) + M2n(t− x

a
)]+

+ 2ae−
B
2

x

∫ t−x
a

0
[
B

2
J0(z)− c1

x

z
J1(z)]e

Da2

2
(t−η)[M2n+1(η)−M2n(η)]dη}. (2.63)

áóäåò ðåøåíèåì ðàññìàòðèâàåìîé êðàåâîé çàäà÷è. Çäåñü ôóíêöèÿ M0 ÿâëÿ-
åòñÿ ðåøåíèåì èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2.15), à îñòàëüíûå ôóíêöèè Mn

ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñëåäóþùèõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé:

2M2n(T )e−
(Da+B)

2
(l+ν(T0(T ))) + +2ae−

B
2

(l+ν(T0(T )))

∫ T

0
[
B

2
J0(z)−

− c1
l + ν(T0(T ))

z
J1(z)]e

Da2

2
(T0(T )−η)M2n(η) dη =

= −u2n−1(l + ν(T0(T )), T0(T )) . (2.64)

M2n+1(t)− a

∫ t

0

B

2
J0(z)e

Da2

2
(t−η)M2n+1(η) dη = 2M2n(t) . (2.65)

Çäåñü

u2n−1(l + ν(t), t) = 2e
(Da−B)

2
(l+ν(t))[−M2n−1(t− l + ν(t)

a
)+

+ M2n−2(t− l + ν(t)
a

)]− 2ae−
B
2

(l+ν(t))

∫ t− l+ν(t)
a

0
[
B

2
J0(z)−

− c1
l + ν(t)

z
J1(z)]e

Da2

2
(t−η)[M2n−1(η)−M2n−2(η)] dη .

Ïðè ýòîì ôóíêöèè Mn îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

M2n = M2n+1(t) = 0, t <
(2n + 1)l + 2

∑n
i=1 ν(τi)

a
n = 0, 1, ... , (2.66)

ãäå τn � íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ

t =
2nl + 2

∑n−1
i=1 ν(τi) + ν(t)

a
. (2.67)
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Â ñèëó ýòèõ ñâîéñòâ ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì t = H â ôîðìóëå (2.63)
îòëè÷íûì îò íóëÿ áóäåò êîíå÷íîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ. Â ñàìîì äåëå, â ñóì-
ìàõ â ôîðìóëå (2.63) êàæäîå èç ñëàãàåìûõ ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (2.62)
ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì íóëþ, åñëè àðãóìåíò ôóíêöèè Mn è âåðõíèé ïðåäåë èí-
òåãðèðîâàíèÿ ìåíüøå ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (2.66). Äëÿ ïåðâîé ñóììû â
ôîðìóëå (2.63) òàêîå óñëîâèå ïðè t = H èìååò âèä:

H +
x

a
<

(2n + 1)l + 2
∑n

i=1 ν(τi)
a

,

îòêóäà ñëåäóåò:

n >
1
2l

[Ha + x− l − 2
n∑

i=1

ν(τi)] .

À òàê êàê â îáëàñòè îòûñêàíèÿ ðåøåíèÿ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

0 < x < l + ν(H) , (2.68)

ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè âñåõ n, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

n >
1
2l

[Ha + ν(H)− 2
n∑

i=1

ν(τi)], (2.69)

âñå ñëàãàåìûå â ïåðâîé ñóììå ôîðìóëû (2.63) áóäóò ðàâíû íóëþ. Èíûìè
ñëîâàìè, ñóììèðîâàíèå â ïåðâîé ñóììå ôîðìóëû (2.63) íóæíî ïðîèçâîäèòü â
ýòîì ñëó÷àå íå äî áåñêîíå÷íîñòè, à äî N−1, ãäå N � íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå
÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâó (2.69).

Äëÿ âòîðîé ñóììû â ôîðìóëå (2.63) óñëîâèå òîãî, ÷òî àðãóìåíò ôóíê-
öèè Mn è âåðõíèé ïðåäåë èíòåãðèðîâàíèÿ ìåíüøå ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà
(2.66)) ïðè t = H èìååò âèä: H − x

a <
(2n+1)l+2

∑n
i=1 ν(τi)

a , îòêóäà ñëåäóåò:
n > 1

2l [Ha − x − l − 2
∑n

i=1 ν(τi)]. Ïîýòîìó íà îñíîâàíèè íåðàâåíñòâà (2.69))
ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè âñåõ n, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

n >
1
2l

[Ha− l − 2
n∑

i=1

ν(τi)], (2.70)

âñå ñëàãàåìûå âî âòîðîé ñóììå ôîðìóëû (2.63) áóäóò ðàâíû íóëþ. Èíûìè
ñëîâàìè, ñóììèðîâàíèå âî âòîðîé ñóììå ôîðìóëû (2.63) íóæíî ïðîèçâîäèòü
â ýòîì ñëó÷àå íå äî áåñêîíå÷íîñòè, à äî N1−1, ãäå N1 � íàèìåíüøåå íàòóðàëü-
íîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâó (2.70)). Âñå ñëàãàåìûå â ôîðìóëå
(2.63) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ (1.1). À òàê êàê äëÿ êàæäîãî ôèêñè-
ðîâàííîãî t ÷èñëî ñëàãàåìûõ â ôîðìóëå (2.63) êîíå÷íî, äèôôåðåíöèðîâàíèå
â ôîðìóëå (2.63) ìîæíî âûïîëíÿòü ïî÷ëåííî. Ïîýòîìó ôóíêöèÿ (2.63) ÿâëÿ-
åòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.1).

Èç ôîðìóëû (2.63) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî ïðè t = 0 è 0 < x < l
âåðõíèå ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ âñåõ èíòåãðàëîâ è àðãóìåíòû ôóíêöèé Mk

ñòàíîâÿòñÿ ìåíüøèìè, ÷åì l/a. Çíà÷èò, íà îñíîâàíèè ñâîéñòâ (2.66) ôóíêöèé
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Mk ïîëó÷àåì èç (2.63): u(x, 0) = 0. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ (2.63) óäîâëå-
òâîðÿåò ïåðâîìó íà÷àëüíîìó óñëîâèþ (1.2).

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ôóíêöèþ (2.63) ïî t. Ïîëó÷èì:

∂u(x, t)
∂t

=
∞∑

n=0

{
2M ′

2n(t +
x

a
)e−

Da+B
2

x +

+ 2ae−
Da+B

2
x[

B

2
J0(z0)− c1

x

z0
J1(z0)]M2n(t +

x

a
)+

+ 2ae−
B
2

x

∫ t+x
a

0

{
Da2

2
[
B

2
J0(z)− c1

x

z
J1(z)] +

B

2
a2c1

t− η

z
J1(z) −

− a2c2
1

x(t− η)
z2

(J”0(z)− J ′0(z)
z

)
}

e
Da2

2
(t−η)M2n(η)dη

}
+

+
∞∑

n=0

{
2e

Da−B
2

x[−M ′
2n+1(t−

x

a
) + M ′

2n(t− x

a
) + a(

B

2
J0(z0) −

− c1
x

z0
J1(z0))(M2n+1(t− x

a
)−M2n(t− x

a
))]+

+ 2ae−
B
2

x

∫ t−x
a

0
{Da2

2
[
B

2
J0(z)− c1

x

z
J1(z)] +

B

2
a2c1

t− η

z
J1(z)−

− a2c2
1

x(t− η)
z2

(J”0(z)− J ′0(z)
z

)}eDa2

2
(t−η)[M2n+1(η)−M2n(η)]dη

}
. (2.71)

Èç ôîðìóëû (2.71) ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè t = 0 è 0 < x < l âåðõíèå ïðåäåëû
èíòåãðèðîâàíèÿ âñåõ èíòåãðàëîâ è àðãóìåíòû ôóíêöèé Mk è M ′

k ñòàíîâÿòñÿ
ìåíüøèìè, ÷åì l/a. Çíà÷èò, íà îñíîâàíèè ñâîéñòâ (2.66) ôóíêöèé Mk ïîëó-
÷àåì èç (2.71) ut(x, 0) = 0. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ (2.63) óäîâëåòâîðÿåò è
âòîðîìó íà÷àëüíîìó óñëîâèþ (1.2).

Ïîëîæèâ â ôîðìóëå (2.63) x = l + ν(t), ïîëó÷èì:

u(l + ν(t), t) =
∞∑

n=0

{2M2n(t +
l + ν(t)

a
)e−

(Da+B)
2

(l+ν(t))+

+ 2ae−
B
2

(l+ν(t))

∫ t+
l+ν(t)

a

0
[
B

2
J0(z)−

− c1
l + ν(t)

z
J1(z)]e

Da2

2
(t−η)M2n(η) dη }+

+
∞∑

n=0

{2e
(Da−B)

2
(l+ν(t))[−M2n+1(t− l + ν(t)

a
) + M2n(t− l + ν(t)

a
)]+

+ 2ae−
B
2

(l+ν(t))

∫ t− l+ν(t)
a

0
[
B

2
J0(z)− c1

l + ν(t)
z

J1(z)]e
Da2

2
(t−η)×

× [M2n+1(η)−M2n(η)] dη }. (2.72)
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Â ôîðìóëå (2.72) çàïèøåì ïåðâîå ñëàãàåìîå ïåðâîé ñóììû (ïðè n = 0) îò-
äåëüíî, à âî âòîðîé ñóììå çàìåíèì èíäåêñ ñóììèðîâàíèÿ n íà s = n + 1.
Ïîëó÷èì:

u(l + ν(t), t) = 2M0(t +
l + ν(t)

a
)e−

(Da+B)
2

(l+ν(t))+

+ 2ae−
B
2

(l+ν(t))

∫ t+
l+ν(t)

a

0
[
B

2
J0(z)− c1

l + ν(t)
z

J1(z)]e
Da2

2
(t−η)M2n(η) dη+

+
∞∑

n=1

{2M2n(t +
l + ν(t)

a
)e−

(Da+B)
2

(l+ν(t))+

+ 2ae−
B
2

(l+ν(t))

∫ t+
l+ν(t)

a

0
[
B

2
J0(z)−

− c1
l + ν(t)

z
J1(z)]e

Da2

2
(t−η)M2n(η) dη }+

+
∞∑

s=1

{2e
(Da−B)

2
(l+ν(t))[−M2s−1(t− l + ν(t)

a
) + M2s−2(t− l + ν(t)

a
)]+

+ 2ae−
B
2

(l+ν(t))

∫ t− l+ν(t)
a

0
[
B

2
J0(z)− c1

l + ν(t)
z

J1(z)]e
Da2

2
(t−η)×

× [M2s−1(η)−M2s−2(η)] dη }.
Ïåðâûå äâà ñëàãàåìûõ â ýòîé ôîðìóëå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ëåâóþ ÷àñòü èíòå-
ãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2.6) è ïîýòîìó ðàâíû M(t). Ñëàãàåìûå â ïåðâîé ñóììå
ïîñëåäíåé ôîðìóëû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ëåâûå ÷àñòè èíòåãðàëüíûõ óðàâíå-
íèé (2.64). Ñëàãàåìûå âî âòîðîé ñóììå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ôóíêöèè u2n−1.
Ïîýòîìó âñå ñëàãàåìûå ïîä çíàêàìè Σ â ïîñëåäíåé ôîðìóëå îáðàòÿòñÿ â íóëü.
Ñëåäîâàòåëüíî,

u(l + ν(t), t) = M(t) = µ(t), t > 0 .

À ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ (2.63) ïðè t > 0 óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîìó êðàåâîìó
óñëîâèþ (1.3).

Ïîëîæèâ â ôîðìóëå (2.63) x = 0, ïîëó÷èì:

u(0, t) =
∞∑

n=0

{2M2n(t) + 2a

∫ t

0

B

2
J0(z)e

Da2

2
(t−η)M2n(η)dη}+

+
∞∑

n=0

{2[−M2n+1(t)+M2n(t)]+2a

∫ t

0

B

2
J0(z)e

Da2

2
(t−η)[M2n+1(η)−M2n(η)]dη}.

Îáúåäèíèâ â ïîñëåäíåé ôîðìóëå ñëàãàåìûå, ïîëó÷èì:

u(0, t) = 2
∞∑

n=0

{−M2n+1(t) + a

∫ t

0

B

2
J0(z)e

Da2

2
(t−η)M2n+1(η)dη + 2M2n(t)}.
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Â ñèëó èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (2.65) âñå ñëàãàåìûå ïîä çíàêîì ñóììû îá-
ðàùàþòñÿ â íóëü. À ýòî çíà÷èò, ÷òî ôóíêöèÿ (2.63) óäîâëåòâîðÿåò âòîðîìó
êðàåâîìó óñëîâèþ (1.3).

Òàêèì îáðàçîì, ïîêàçàíî, ÷òî ôóíêöèÿ (2.63) óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâè-
ÿì ïîñòàíîâêè îñíîâíîé êðàåâîé çàäà÷è, òî åñòü ÿâëÿåòñÿ åå ðåøåíèåì.

2.2. Äâèæåíèå ïîäâèæíîãî êîíöà ñî çâóêîâîé èëè ñâåðõçâóêîâîé
ñêîðîñòüþ

Â ýòîì âàðèàíòå ïåðåìåùåíèå íèæíåãî êîíöà ñòåðæíÿ â ëþáîé ìîìåíò
âðåìåíè t > 0 îñóùåñòâëÿåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ çâóêà èëè ñâåðõçâóêîâîé ñêîðî-
ñòüþ, òî åñòü âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

|ν ′(t)| ≥ a , t > 0. (2.73)

Èç óñëîâèÿ (2.73) ñëåäóåò, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ν ′(t) íå ìîæåò áûòü íåïðåðûâ-
íîé. Ïîýòîìó çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ òîëüêî, ÷òî ν ′(t) îïðåäåëåíà ïî÷òè âñþäó
íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè t. Ïðåäïîëàãàåòñÿ òàêæå, ÷òî ïîëîæèòåëüíàÿ ïî-
ëóîñü t ìîæåò áûòü ïîêðûòà íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíûì ìíîæåñòâîì ÷åðåäóþùèõñÿ
ïîäûíòåðâàëîâ, íà êàæäîì èç êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç íåðàâåíñòâ

ν ′(t) ≥ a , t > 0. (2.74)

èëè
ν ′(t) ≤ a , t > 0. (2.75)

Ïðåäïîëîæèì âíà÷àëå, ÷òî ïðè âñåõ t : 0 < t < T , ñïðàâåäëèâî íåðàâåí-
ñòâî (2.75). Â ñèëó óñëîâèÿ ν(t) < l íåîáõîäèìî T < t1, ãäå t1 � íàèìåíüøèé
ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ ν(t)+ l = 0. Òàê êàê íèæíèé êîíåö ñòåðæ-
íÿ, ÿâëÿÿñü åäèíñòâåííûì èñòî÷íèêîì âîçìóùåíèÿ, äâèæåòñÿ â ýòîì ñëó÷àå
ïî íàïðàâëåíèþ ê âåðõíåìó êîíöó ñî ñêîðîñòüþ íå ìåíüøå çâóêîâîé, ðåøå-
íèåì ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è â ýòîì ñëó÷àå áóäåò ôóíêöèÿ

u (x, t) =

{
µ (t) , x = l + ν(t);
0, 0 ≤ x < l + ν(t).

(2.76)

Ïðè t = T íåðàâåíñòâî (2.75) ïåðåñòàíåò áûòü ñïðàâåäëèâûì, è ïðè íåêî-
òîðûõ t > T ñòàíåò ñïðàâåäëèâûì íåðàâåíñòâî (2.74). Òàêèì îáðàçîì îêà-
çûâàåòñÿ, ÷òî åñëè äâèæåíèå íèæíåãî êîíöà ñòåðæíÿ íà÷èíàåòñÿ â ýòîì âà-
ðèàíòå â ñòîðîíó ñòåðæíÿ, òî ñòåðæåíü, çà èñêëþ÷åíèåì åãî íèæíåãî êîíöà,
îñòàíåòñÿ â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ è ïîêîÿ. Òî åñòü, íåçàâèñèìî îò òîãî, äâè-
ãàëñÿ ëè íà íà÷àëüíîì èíòåðâàëå âðåìåíè íèæíèé êîíåö èëè íåò, íà èíòåð-
âàëå t > T ñíîâà âîçíèêàåò êðàåâàÿ çàäà÷à, íå îòëè÷àþùàÿñÿ ïî ñóùåñòâó îò
ðàññìàòðèâàåìîé ñ ñàìîãî íà÷àëà.

Ýòî ñîîáðàæåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî, íå íàðóøàÿ îáùíîñòè ðàññóæäåíèé,
ñëåäóåò ïîëàãàòü, ÷òî íèæíèé êîíåö ñòåðæíÿ íà íà÷àëüíîì èíòåðâàëå âðå-
ìåíè äâèæåòñÿ ïî íàïðàâëåíèþ îò ñòåðæíÿ. Ïîýòîìó ðàçáèåíèå ïîëóîñè t íà
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ïîäûíòåðâàëû îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ èíòåðâàëà 0 < t <
T1 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (2.74), äëÿ T1 < t < T2 � íåðàâåíñòâî (2.75), äëÿ
T2 < t < T3 � íåðàâåíñòâî (2.74) è òàê äàëåå.

Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ (1.1), î÷åâèäíî, óæå íå áóäåò ñòðîãî ìîíîòîííîé
ïðè ëþáûõ t. Îäíàêî íà êàæäîì èç èíòåðâàëîâ (Ti−1, Ti), ãäå i � ïðîèç-
âîëüíîå íå÷åòíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, áëàãîäàðÿ óñëîâèþ (2.74), ýòà ôóíêöèÿ
áóäåò ñòðîãî ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé. Ïîýòîìó íà èíòåðâàëå (τai, τai−1), ãäå
τai = T1+

ν(Ti)+l
a , áóäåò ñóùåñòâîâàòü îáðàòíàÿ ê ôóíêöèè τ(t) ôóíêöèÿ ξi(τ),

íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ è ñòðîãî ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ íà ýòîì
èíòåðâàëå. Ïðîäîëæèì êàæäóþ èç ôóíêöèé ξi(τ) íà âñþ îñü τ êàê íåïðå-
ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìóþ è ñòðîãî ìîíîòîííî âîçðàñòàþùóþ. Îáîçíà÷èì
òàêîå ïðîäîëæåíèå ÷åðåç Ei(τ). ßñíî, ÷òî äëÿ ôóíêöèé Ei(τ) íà èíòåðâàëå
(τai, τai−1), èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, íà èíòåðâàëå Ti−1 < t < Ti, áóäåò ñïðàâåä-
ëèâî òîæäåñòâî

Ei(t +
ν(t) + l

a
) = t. (2.77)

Âíå èíòåðâàëà [Ti−1, Ti] òîæäåñòâî (2.77) â îáùåì ñëó÷àå íå áóäåò ñïðàâåä-
ëèâûì.

Òîãäà íà èíòåðâàëå [0, T1], â ñèëó ñóùåñòâîâàíèÿ íà ýòîì èíòåðâàëå îáðàò-
íîé ê (2.8) ôóíêöèè, ðåøåíèå áóäåò èìåòü ïðèíöèïèàëüíî òàêîé æå âèä, êàê
è â ñëó÷àå äâèæåíèÿ ïîäâèæíîãî êîíöà ñ äîçâóêîâîé ñêîðîñòüþ. Îòëè÷èå
çäåñü áóäåò ñîñòîÿòü ëèøü â òîì, ÷òî â ñèëó ñïðàâåäëèâîñòè íà ýòîì èí-
òåðâàëå íåðàâåíñòâà (2.74), óðàâíåíèå (2.32) íå áóäåò èìåòü ïîëîæèòåëüíûõ
êîðíåé. Ýòî ïî ñóùåñòâó îçíà÷àåò, ÷òî âîëíà, îòðàæåííàÿ îò âåðõíåãî êîí-
öà ñòåðæíÿ, äâèæóùàÿñÿ ñî çâóêîâîé ñêîðîñòüþ, íå ñìîæåò äîãíàòü íèæíèé
êîíåö ñòåðæíÿ, äâèæóùèéñÿ îò îáëàñòè îòûñêàíèÿ ðåøåíèÿ ñî çâóêîâîé èëè
ñâåðõçâóêîâîé ñêîðîñòüþ. Ñëåäîâàòåëüíî, âîëíà, îòðàæåííàÿ îò ïîäâèæíîãî
êîíöà ñòåðæíÿ, íå ñìîæåò âîçíèêíóòü, è ïîýòîìó ðåøåíèå çàäà÷è íà âñåì
èíòåðâàëå [0, T1] áóäåò èìåòü âèä, ïîäîáíûé âûðàæåíèþ (2.24), òî åñòü

u(x, t) = u0(x.t) + u1(x, t) . (2.78)

Íåîáõîäèìî òîëüêî ó÷åñòü, ÷òî ïðè ïîñòðîåíèè ôóíêöèé u0(x, t) è u1(x, t) ïî
ôîðìóëàì (2.3) è (2.25) ñîîòâåòñòâåííî â ýòèõ ôîðìóëàõ è äîïîëíèòåëüíî
â ôîðìóëå (2.26) â êà÷åñòâå ôóíêöèè M0 ñëåäóåò áðàòü ðåøåíèå èíòåãðàëü-
íîãî óðàâíåíèÿ (2.15), ïðè÷åì â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ ôóíêöèþ M
ñëåäóåò çàìåíèòü ôóíêöèåé M01:

M01 (t) =

{
µ (t) , Ti−1 < t < Ti;
0, t < Ti−1; t > Ti.

(2.79)

i = 1, 2, . . ., ïðè÷åì T0 = 0. Îïðåäåëåíèå ôóíêöèè (2.79) ýêâèâàëåíòíî îïðå-
äåëåíèþ

M01 (τ(t)) =

{
µ (τ(t)) , τ(Ti−1) < t < τ(Ti);
0, τ(t) < τ(Ti−1); τ(t) > τ(Ti),

(2.80)
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ãäå ôóíêöèÿ τ(t) îïðåäåëåíà âûðàæåíèåì (2.8), è, êàê ñëåäóåò èç (2.8),

τ(T0) = τ(0) = l/a.

Íà èíòåðâàëå (T1, T2) âñëåäñòâèå ïåðåìåùåíèÿ íèæíåãî êîíöà ñòåðæíÿ
íà ñðåäó ñî çâóêîâîé èëè ñâåðõçâóêîâîé ñêîðîñòüþ ÷àñòü âîëí, äâèæóùèõ-
ñÿ â ñòåðæíå, áóäåò ïîãëîùåíà ïîäâèæíûì âåðõíèì êîíöîì. Äåéñòâèòåëüíî,
íà èíòåðâàëå (T1, T2), äâèãàÿñü â îáùåì ñëó÷àå ñî ñâåðõçâóêîâîé ñêîðîñòüþ,
íèæíèé êîíåö äîãîíÿë è ïîãëîùàë êàê ÷àñòü âîëí, èçëó÷åííûõ ýòèì æå íèæ-
íèì êîíöîì ðàíåå, òàê è ÷àñòü âîëí, îòðàæåííûõ îò âåðõíåãî êîíöà. Ó÷åñòü
â ðåøåíèè ýòî ïîãëîùåíèå ìîæíî ñëåäóþùèì îáðàçîì. Çàäíèé ôðîíò âîëíû
u0(x, t), èçëó÷åííîé ïîäâèæíûì êîíöîì, íà÷èíàÿ îò ìîìåíòà âðåìåíè t = 0,
ïðè t = T1 áóäåò íàõîäèòüñÿ â òî÷êå x = l + ν(T1). Ïðè t > T1 îí áóäåò ïðî-
äîëæàòü äâèæåíèå â íàïðàâëåíèè îòðèöàòåëüíûõ x ñî çâóêîâîé ñêîðîñòüþ,
è åãî êîîðäèíàòà áóäåò ðàâíà xb(t) = l + ν(T1) − a(t − T1). Êîîðäèíàòà æå
ïîäâèæíîãî êîíöà ñòåðæíÿ ïðè t > T1 ñòàíåò ðàâíîé xk(t) = l + ν(t).

Ñëåäîâàòåëüíî, ñðåçêà çàäíåãî ôðîíòà âîëíû u0(x, t) ïðîèçîéäåò íà äëèíå

xb(t)− xk(t) = l + ν(T1)− a(t− T1)− (l + ν(t)) =
= [aT1 + l + ν(T1)]− [at + l + ν(t)] = a[τ(T1)− τ(t)] .

Ïîýòîìó äëÿ äàííîãî ñëó÷àÿ ôóíêöèÿ M01 ïðè âû÷èñëåíèè ôóíêöèè u0(x, t)
äîëæíà áûòü îòëè÷íîé îò íóëÿ íå ïðè τ < τ(T1), à ïðè τ < τ(T1)− (τ(T1)−
τ(t)) = τ(t). Èíûìè ñëîâàìè, íà èíòåðâàëå (T1, T2) ôóíêöèþ u01(x, t) ñëåäóåò
âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå (2.3). Îäíàêî â ýòîé ôîðìóëå ïðè âû÷èñëåíèè ôóíê-
öèè M0 èç èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2.15) â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ
ôóíêöèþ M ñëåäóåò çàìåíèòü ôóíêöèåé M011, ãäå

M011 (τ) =





µ (τ) ,
l

a
< τ < τ(t) = t +

l + ν(t)
a

;

0, τ <
l

a
; τ > τ(t) = t +

l + ν(t)
a

.

(2.81)

Äâèæóùèéñÿ ñî çâóêîâîé èëè ñâåðõçâóêîâîé ñêîðîñòüþ ïîäâèæíûé íèæíèé
êîíåö ìîæåò òàêæå ñðåçàòü ÷àñòü âîëíû u1(x, t), îòðàæåííîé îò âåðõíåãî
êîíöà è äâèæóùåéñÿ íàâñòðå÷ó ïîäâèæíîìó êîíöó. Ïðè ýòîì, åñëè t < l/a,
îòðàæåíèå âîëíû u0(x, t) îò âåðõíåãî êîíöà íå ïðîèçîéäåò, è ïðè òàêèõ t ðå-
øåíèåì çàäà÷è íà èíòåðâàëå (T1, T2) áóäåò ôóíêöèÿ u01(x, t). Åñëè æå t > l/a ,
òî îòðàæåííàÿ âîëíà u1(x, t) áóäåò ñóùåñòâîâàòü, è ïîýòîìó ìîæåò ïðîèçîéòè
åå ñðåçêà íàáåãàþùèì íèæíèì êîíöîì. Â ýòîì ñëó÷àå êîîðäèíàòà ïåðåäíåãî
ôðîíòà âîëíû u1(x, t) áóäåò ðàâíà xf (t) = at− l. Êîîðäèíàòà æå ïîäâèæíîãî
êîíöà ñòåðæíÿ ïðè t > T1 ïî-ïðåæíåìó áóäåò ðàâíà xk(t) = l+ν(t). Åñëè ïðè
ýòîì xf (t) < xk(t), òî åñòü at−(l+ν(t)) < l, òî âîëíà u1(x, t) íå áóäåò ñðåçàíà.
Îäíàêî åñëè xf (t) > xk(t), òî åñòü at− (l + ν(t)) > l, òî ñðåçêà âîëíû u1(x, t)
ïðîèçîéäåò íà èíòåðâàëå äëèíîé xf (t)−xk(t) = at− ν(t)− 2l = a(t− ν(t)+2l

a ) .
Ïîýòîìó â äàííîì ñëó÷àå ôóíêöèþ M01 äëÿ âû÷èñëåíèÿ âîëíû u1(x, t) ñëå-
äóåò ïðèíèìàòü ðàâíîé íóëþ íå ïðè τ < l/a, à ïðè τ < τ(t− ν(t)+2l

a ) . Òàêèì
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îáðàçîì, ïðè âû÷èñëåíèè âîëíû u1(x, t) â ôîðìóëàõ (2.25) è (2.26) â êà÷åñòâå
ôóíêöèè M0, êàê ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2.15) â ïðàâîé ÷àñòè
ýòîãî óðàâíåíèÿ ôóíêöèþ M ñëåäóåò çàìåíèòü ôóíêöèåé M013, ãäå

M013 (τ) =

{
µ (τ) , y < τ < τ(T1);
0, τ < y; τ > τ(T1).

(2.82)

Çäåñü

y =





τ

(
t− ν(t) + 2l

a

)
, at− l − ν(t) > l;

0, at− l − ν(t) < l.

(2.83)

Îáîçíà÷èì òàêóþ âîëíó ÷åðåç u11(x, t). Ñîçäàåòñÿ âïå÷àòëåíèå, ÷òî âîëíû
u01(x, t) è u11(x, t) äîëæíû âû÷èñëÿòüñÿ ïî ôîðìóëàì (2.3) è (2.25) ñ ðàç-
íûìè ôóíêöèÿìè M011 è M013 ñîîòâåòñòâåííî. Ýòî íåäîïóñòèìî, òàê êàê
ýòè ôóíêöèè ìîãóò óäîâëåòâîðÿòü âòîðîìó êðàåâîìó óñëîâèþ (1.3) òîëüêî
ïðè îäèíàêîâûõ ôóíêöèÿõ òèïà M0. Îäíàêî ñëåäóåò äîïîëíèòåëüíî ó÷åñòü,
÷òî âîëíà u01(x, t) ñðåçàíà íà èíòåðâàëå îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè M011 ïðè
τ(t) < τ < τ(T1). Ñëåäîâàòåëüíî, íà ýòîì èíòåðâàëå çíà÷åíèé τ ýòà âîëíà
íå áóäåò ñîçäàâàòü îòðàæåííîé îò âåðõíåãî êîíöà ñòåðæíÿ âîëíû. Ïîýòîìó
ïðè âû÷èñëåíèè âîëíû u11(x, t) ìîæíî èñïîëüçîâàòü ôóíêöèþ

M012 (τ) =

{
µ (τ) , y < τ < τ(t);
0, τ < y; τ > τ(t),

(2.84)

â êîòîðîé y ïî-ïðåæíåìó âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (2.83). Ïî ýòîé æå ôîðìóëå
ìîæíî âû÷èñëÿòü íà èíòåðâàëå (T1, T2) è ôóíêöèþ M011, òàê êàê íà ýòîì
èíòåðâàëå âîëíà u01(x, t) óæå ïîðîäèëà âîëíó u11(x, t), è ïðè τ < y ïðîèçîøëà
åå ñðåçêà.

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèåì çàäà÷è ïðè t > l/a áóäåò ôóíêöèÿ

u01(x, t) + u11(x, t), (2.85)

ãäå u01(x, t) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (2.3), à u11(x, t) � ïî ôîðìóëå (2.25),
ïðè÷åì ïðè âû÷èñëåíèè îáåèõ ýòèõ ôóíêöèé â óïîìÿíóòûõ ôîðìóëàõ â êà-
÷åñòâå ôóíêöèè M0 êàê ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2.15) â ïðàâîé
÷àñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ ôóíêöèþ M ñëåäóåò çàìåíèòü ôóíêöèåé M012.

Ïåðåõîäÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è íà èíòåðâàëå (T2, T3), íåîáõîäèìî çàìåòèòü,
÷òî ïîñòðîåíèå ðåøåíèÿ íà ýòîì èíòåðâàëå âî ìíîãîì àíàëîãè÷íî ïîñòðîåíèþ
ðåøåíèÿ íà èíòåðâàëå (0, T1). Îòëè÷èå áóäåò ñîñòîÿòü â òîì, ÷òî, âî-ïåðâûõ,
íà ýòîì èíòåðâàëå áóäóò ñóùåñòâîâàòü îñòàòî÷íûå âîëíû, âîçíèêøèå íà äâóõ
ïðåäûäóùèõ èíòåðâàëàõ. Ýòè îñòàòî÷íûå âîëíû áóäóò ïðåäñòàâëåíû âûðà-
æåíèåì

u011(x, t) + u111(x, t), (2.86)
ãäå ôóíêöèè u011(x, t) è u111(x, t) âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì (2.3) è (2.25)
ñîîòâåòñòâåííî. Òîëüêî â ýòèõ ôîðìóëàõ è äîïîëíèòåëüíî â ôîðìóëå (2.26) â
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êà÷åñòâå ôóíêöèè M0 ñëåäóåò áðàòü ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2.15),
â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ ôóíêöèþ M ñëåäóåò çàìåíèòü ôóíêöèåé
M̃012:

M̃012 (τ) =

{
µ (τ) , y < τ < τ(T2);
0, τ < y; τ > τ(T2).

(2.87)

Çäåñü

y =





τ

(
T2 − ν(T2) + 2l

a

)
, aT2 − l − ν(T2) > l;

0, aT2 − l − ν(T2) < l.

(2.88)

Âî-âòîðûõ, ýòî îòëè÷èå áóäåò ñîñòîÿòü â òîì, ÷òî íà÷àëüíàÿ äëèíà ñòåðæ-
íÿ íà ýòîì èíòåðâàëå áóäåò ðàâíà íå l, à l + ν(T2). Ïîýòîìó íà ðàññìàòðèâà-
åìîì èíòåðâàëå ðåøåíèå çàäà÷è áóäåò ïðåäñòàâëåíî â âèäå:

u03(x, t) + u13(x, t) + u011(x, t) + u111(x, t), (2.89)

ãäå ôóíêöèè u03(x, t) è u13(x, t) âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì (2.3) è (2.25) ñî-
îòâåòñòâåííî. Òîëüêî â ýòèõ ôîðìóëàõ è äîïîëíèòåëüíî â ôîðìóëå (2.26) â
êà÷åñòâå ôóíêöèè M0 ñëåäóåò áðàòü ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2.15),
â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ ôóíêöèþ M ñëåäóåò çàìåíèòü ôóíêöèåé M03,
îïðåäåëåííîé ðàâåíñòâîì (2.80).

Òàêîãî æå ðîäà àíàëîãèè ñ óæå îïèñàííûìè ïðîöåññàìè ïîñòðîåíèÿ ðåøå-
íèé ïðîñëåæèâàþòñÿ ïðè ïîñòðîåíèè ðåøåíèé íà ïîñëåäóþùèõ èíòåðâàëàõ.

2.3. Ïåðåìåùåíèå ïîäâèæíîãî êîíöà ñ ïðîèçâîëüíîé ñêîðîñòüþ

Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ ν(t) èçìåíÿåòñÿ ïðîèçâîëüíî, ÿâëÿÿñü íåïðåðûâ-
íî äèôôåðåíöèðóåìîé ïðè âñåõ t > 0. Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è
ïîëîæèòåëüíóþ ïîëóîñü t ðàçîáüåì íà ïîäûíòåðâàëû, íà êàæäîì èç êîòîðûõ
âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç íåðàâåíñòâ

ν ′(t) ≤ −a (2.90)

èëè
ν ′(t) ≥ −a . (2.91)

ßñíî, ÷òî ãðàíèöû êàæäîãî èç òàêèõ ïîäûíòåðâàëîâ áóäóò îïðåäåëÿòüñÿ ïî-
ëîæèòåëüíûìè êîðíÿìè óðàâíåíèÿ

ν ′(t) + a = 0 , (2.92)

ïðè÷åì èíòåðâàëû, íà êîòîðûõ áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî (2.90), áóäóò
çàìêíóòûìè, à èíòåðâàëû, íà êîòîðûõ áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî (2.91),
îòêðûòûìè.

Åñëè íà èíòåðâàëå [T0, T1], ãäå T0 = 0, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (2.90),
òî, êàê ïîêàçàíî ïðè ðàññìîòðåíèè âàðèàíòà äâèæåíèÿ ïîäâèæíîãî êîíöà ñî
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çâóêîâîé èëè ñâåðõçâóêîâîé ñêîðîñòüþ, ýòîò ñëó÷àé ëåãêî ïðèâîäèòñÿ ê ñëó-
÷àþ, êîãäà íà íà÷àëüíîì èíòåðâàëå âðåìåíè âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (2.90).
Ïîýòîìó, íå íàðóøàÿ îáùíîñòè ðàññóæäåíèé, áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî íà èíòåð-
âàëàõ (Ti−1, Ti) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (2.91), à íà èíòåðâàëàõ [Ti, Ti+1] �
íåðàâåíñòâî (2.90), i = 1, 3, 5, . . .

Â ñèëó íåðàâåíñòâà (2.90) íà êàæäîì èç ïîäûíòåðâàëîâ (Ti−1, Ti) , i =
1, 3, 5, . . . áóäåò ñóùåñòâîâàòü ñòðîãî ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ è íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìàÿ îáðàòíàÿ ê (2.8) ôóíêöèÿ ξi(τ). Òî÷íî òàê æå, êàê â
ïðåäûäóùåì âàðèàíòå, ñòðîèòñÿ ñòðîãî ìîíîòîííî óáûâàþùåå ïðîäîëæåíèå
ýòèõ ôóíêöèé Ei(τ) íà âñþ îñü τ è ôóíêöèè M0i(τ), îïðåäåëÿåìûå ðàâåí-
ñòâàìè (2.80). Òîãäà îêàçûâàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè âñå ðàññóæäåíèÿ, èñïîëü-
çîâàííûå äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ â âàðèàíòå äâèæåíèÿ êîíöà ñ äîçâóêîâîé
ñêîðîñòüþ, è ïîýòîìó íà èíòåðâàëå (T0, T1) ðåøåíèåì çàäà÷è áóäåò ôóíêöèÿ

u(x, t) =
N−1∑

n=0

{2M2n(t +
x

a
)e−

(Da+B)
2

x+

+ 2ae−
B
2

x

∫ t+x
a

0
[
B

2
J0(z)− c1

x

z
J1(z)]e

Da2

2
(t−η)M2n(η)dη}+

+
N1−1∑

n=0

{2e
(Da−B)

2
x[−M2n+1(t− x

a
) + M2n(t− x

a
)]+

+ 2ae−
B
2

x

∫ t−x
a

0
[
B

2
J0(z)− c1

x

z
J1(z)]e

Da2

2
(t−η)[M2n+1(η)−M2n(η)]dη}, (2.93)

ãäå N � íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâó (2.69),
à N1 � íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâó (2.70).
Çäåñü ôóíêöèè M2n è M2n+1 äîëæíû ïîñëåäîâàòåëüíî âû÷èñëÿòüñÿ êàê ðå-
øåíèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (2.15), (2.64) è (2.65), ïðè÷åì â èíòåãðàëüíîì
óðàâíåíèè (2.15) ôóíêöèþ M â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò çàìå-
íèòü ôóíêöèåé M01 èç ôîðìóëû (2.80). Ïðè ýòîì åñëè íà èíòåðâàëå (T0, T1)
íèæíèé êîíåö áóäåò âñå âðåìÿ äâèãàòüñÿ ñî çâóêîâîé èëè ñâåðõçâóêîâîé ñêî-
ðîñòüþ, êàæäàÿ èç ñóìì â ôîðìóëå (2.93) áóäåò ñîäåðæàòü íå áîëåå ÷åì ïî
îäíîìó ñëàãàåìîìó.

Ïåðåõîäÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è íà èíòåðâàëå [T1, T2], íàïîìíèì, ÷òî íà ýòîì
èíòåðâàëå íèæíèé êîíåö äâèæåòñÿ â ñòîðîíó ñòåðæíÿ ñî çâóêîâîé èëè ñâåðõ-
çâóêîâîé ñêîðîñòüþ. Ïîýòîìó îòðàæåíèå âîëí îò íèæíåãî êîíöà ñòàíîâèòñÿ
íåâîçìîæíûì. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ìåæäó ÷èñëàìè N è N1 âîçìîæíî òîëü-
êî îäíî èç äâóõ ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèé:

N = N1 èëè N = N1 + 1 . (2.94)

Åñëè âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (2.94)1, ýòî çíà÷èò, ÷òî âîëíà u2(N−1)(x, t) óæå îò-
ðàçèëàñü îò âåðõíåãî êîíöà, ïîðîäèâ îòðàæåííóþ âîëíó u2(N−1)+1(x, t). Íî
ýòà îòðàæåííàÿ âîëíà óæå íå ñìîæåò, â ñâîþ î÷åðåäü, îòðàçèòüñÿ îò íèæíåãî
êîíöà. Ïîýòîìó íîâûå âîëíû íà èíòåðâàëå [T1, T2] íå ìîãóò îáðàçîâàòüñÿ. Òî
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åñòü â ôîðìóëå (2.93) óæå ïðèñóòñòâóþò âñå âîëíû, êîòîðûå ìîãëè âîçíèê-
íóòü íà èíòåðâàëàõ (T0, T1) è [T1, T2]. Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå íà èíòåðâàëå
[T1, T2] áóäåò âûãëÿäåòü òî÷íî òàê æå, êàê ðåøåíèå (2.93). Íóæíî òîëüêî
ó÷åñòü, ÷òî ýòî ðåøåíèå áóäåò ñïðàâåäëèâî íà áîëåå óçêîì èíòåðâàëå çíà÷å-
íèé x, ÷åì ïðè t = T1. Çàïèøåì ðåøåíèå (2.93) â áîëåå êîìïàêòíîì âèäå:

u(x, t) =
N−1∑

n=0

u2n(x, t) +
N1−1∑

n=0

u2n+1(x, t) . (2.95)

Çäåñü

u2n(x, t) = 2M2n(t +
x

a
)e−

(Da+B)
2

x+

+ 2ae−
B
2

x

∫ t+x
a

0
[
B

2
J0(z)− c1

x

z
J1(z)]e

Da2

2
(t−η)M2n(η)dη ;

u2n+1(x, t) = 2e
(Da−B)

2
x[−M2n+1(t− x

a
) + M2n(t− x

a
)]+

+ 2ae−
B
2

x

∫ t−x
a

0
[
B

2
J0(z)− c1

x

z
J1(z)]e

Da2

2
(t−η)[M2n+1(η)−M2n(η)]dη .

Åñëè âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (2.94)2, ýòî çíà÷èò, ÷òî âîëíà u2(N−1)(x, t) åùå
íå îòðàçèëàñü îò âåðõíåãî êîíöà. Íî ýòà âîëíà ìîæåò îòðàçèòüñÿ îò âåðõíå-
ãî êîíöà è ïîðîäèòü îòðàæåííóþ âîëíó u2(N−1)+1(x, t). Ïîýòîìó ïîñëåäíþþ
âîëíó ñëåäóåò âêëþ÷èòü â ôîðìóëó (2.93). Èíûìè ñëîâàìè, ðåøåíèå è â ýòîì
ñëó÷àå áóäåò ïðåäñòàâëåíî ôîðìóëîé (2.95). Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñðåçêà
âîëí äâèæóùèìñÿ íà ñðåäó íèæíèì êîíöîì ïðîÿâëÿåòñÿ òîëüêî â ñîêðàùå-
íèè îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ (2.95). Íà èíòåðâàëå (T2, T3) äåëî îáñòîèò
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âî-ïåðâûõ, â ñòåðæíå îñòàíóòñÿ ñðåçàííûå âîëíû (2.95).
Òàê êàê íà ýòîì èíòåðâàëå îáëàñòü îòûñêàíèÿ ðåøåíèÿ óâåëè÷èâàåòñÿ, íåîá-
õîäèìî îïðåäåëèòü õàðàêòåð ïîâåäåíèÿ ýòèõ îñòàòî÷íûõ ñðåçàííûõ âîëí â
ðàñøèðåííîé îáëàñòè. Ñäåëàòü ýòî ìîæíî ñëåäóþùèì îáðàçîì. Êîíå÷íàÿ
îáëàñòü, â êîòîðîé ñóùåñòâîâàëî ðåøåíèå (2.95), îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèÿìè:

0 < x < l + ν(T2); t = T2 . (2.96)

Âîëíû â ïåðâîé ñóììå ôîðìóëû (2.95) ÿâëÿþòñÿ âîëíàìè àðãóìåíòà t + x/a.
Ïîýòîìó ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (2.96) ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ îáëàñòü íåíóëå-
âûõ çíà÷åíèé òàêèõ âîëí:

T2 < t +
x

a
< T2 +

l + ν(T2)
a

.

Â ñâîþ î÷åðåäü, âîëíû âî âòîðîé ñóììå ôîðìóëû (2.95) ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿ-
ìè àðãóìåíòà t − x/a . Ïîýòîìó ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (2.96) ïîëó÷àåì, ÷òî
íåíóëåâûå çíà÷åíèÿ ýòè âîëíû áóäóò èìåòü â ñëåäóþùåé îáëàñòè:

T2 +
l + ν(T2)

a
< t− x

a
< T2 .
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Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ââåñòè ôóíêöèè

ũ2n (τ(t)) =





u2n (x, t) , T2 < t +
x

a
< T2 +

l + ν(T2)
a

;

0, t +
x

a
< T2; t +

x

a
> T2 +

l + ν(T2)
a

,

ũ2n+1 (τ(t)) =





u2n+1 (x, t) , T2 +
l + ν(T2)

a
< t− x

a
< T2;

0, t− x

a
< T2 +

l + ν(T2)
a

; t− x

a
> T2,

(2.97)

òî îñòàòî÷íûå âîëíû íà èíòåðâàëå (T2, T3) áóäóò ïðåäñòàâëåíû âûðàæåíèåì

ũ(x, t) =
N−1∑

n=0

ũ2n(x, t) +
N1−1∑

n=0

ũ2n+1(x, t) . (2.98)

Ýòè îñòàòî÷íûå âîëíû, ïðîäîëæàÿ äâèæåíèå, áóäóò ïîðîæäàòü íà èíòåðâàëå
(T2, T3) íîâûå îòðàæåííûå âîëíû. Îáîçíà÷èì òàêèå îòðàæåííûå âîëíû ÷åðåç
ũ(2n)(x, t) . Êðîìå òîãî, ïîÿâÿòñÿ âîëíû, ãåíåðèðóåìûå ôóíêöèåé M03(t), êî-
òîðàÿ îïðåäåëåíà ðàâåíñòâîì (2.47). Ýòè âîëíû îáîçíà÷èì ÷åðåç u

(3)
i (x, t).

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå çàäà÷è íà èíòåðâàëå (T2, T3) áóäåò ïðåäñòàâëåíî
ôîðìóëîé

ũ(x, t) =
N−1∑

n=0

ũ2n(x, t) +
N1−1∑

n=0

ũ2n+1(x, t) +
N−1∑

n=0

[
N3−1∑

i=0

ũ
(2n)
2i (x, t)+

+
N3−1∑

i=0

ũ
(2n)
2i+1(x, t)] +

N1−1∑

n=0

[
N3−1∑

i=0

ũ
(2n+1)
2i (x, t) +

N3−1∑

i=0

ũ
(2n+1)
2i+1 (x, t)]+

+
N3−1∑

i=0

u
(3)
2n (x, t) +

N3−1∑

i=0

u
(3)
2n+1(x, t) . (2.99)

Çäåñü ôóíêöèè u
(3)
2n (x, t) è u

(3)
2n+1(x, t) ñòðîÿòñÿ ïðèíöèïèàëüíî òàê æå, êàê

è ôóíêöèè u2n(x, t) è u2n+1(x, t) ïðè äîçâóêîâîì ðåæèìå äâèæåíèÿ íèæíåãî
êîíöà. Òîëüêî ïðè èõ ïîñòðîåíèè â ïðàâîé ÷àñòè èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ
(2.15) ñëåäóåò âìåñòî ôóíêöèè M(t) èñïîëüçîâàòü ôóíêöèþ M03(t). Îòðà-
æåííûå âîëíû ũ

(2n)
2i (x, t) , ũ

(2n)
2i+1(x, t) ,ũ(2n+1)

2i (x, t) è ũ
(2n+1)
2i+1 (x, t) ñòðîÿòñÿ ïî

ìåòîäèêå ïîñòðîåíèÿ îòðàæåííûõ âîëí, îïèñàííîé âûøå. Â ôîðìóëå (2.99)
N3 îïðåäåëÿåòñÿ êàê íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå íåðà-
âåíñòâó òèïà (2.69):

n >
1
2l

[T3a + ν(T3)− 2
n∑

i=1

ν(τii)] . (2.100)

â êîòîðîì τii � êîðíè óðàâíåíèé òèïà (2.67):

t =
2nl + 2

∑n−1
i=1 ν(τii) + ν(t)

a
. (2.101)
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Äàëåå ïîñòðîåíèå ðåøåíèÿ íà èíòåðâàëå [T3, T4] îñóùåñòâëÿåòñÿ òàê æå, êàê
è íà èíòåðâàëå [T1, T2], à íà èíòåðâàëå (T4, T5) � òàê æå, êàê è íà èíòåð-
âàëå (T2, T3). Òàêîãî æå òèïà àíàëîãèÿ ñïðàâåäëèâà äëÿ âñåõ ïîñëåäóþùèõ
èíòåðâàëîâ.

3. Âûâîäû

Ñîâìåñòíîå ïðèìåíåíèå èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ òåëåãðàô-
íîãî óðàâíåíèÿ, ìåòîäà ïðîäîëæåíèé è ìåòîäîâ îòðàæåíèÿ îò íåïîäâèæíîãî
è ïîäâèæíîãî êîíöîâ ïîçâîëèëî ïîëó÷èòü â êâàäðàòóðàõ ðåøåíèå ïåðâîé êðà-
åâîé çàäà÷è äëÿ îáëàñòè ñ ïåðåìåííîé ãðàíèöåé. Ïîñòðîåííîå òî÷íîå ðåøåíèå
êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ñòåðæíåé ïåðåìåííîé äëèíû ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü áîëåå
ïðàâèëüíóþ êîíöåïöèþ îòíîñèòåëüíî ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí è ðàñïðåäåëåíèÿ
íàïðÿæåíèé â èññëåäîâàííîé ñðåäå. Õàðàêòåð îòðàæåíèÿ âîëí îò ïîäâèæíî-
ãî êîíöà ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò õàðàêòåðà îòðàæåíèÿ îò íåïîäâèæíîãî
êîíöà.
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