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Ðàññìîòðåíà òðåòüÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ òåëåãðàôíîãî óðàâíåíèÿ â ïîëó-
îãðàíè÷åííîé îáëàñòè. Ïîëó÷åíî ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è â êâàäðàòóðàõ. Ïîñòðî-
åíèå òî÷íîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è îñíîâàíî íà ïðèìåíåíèè ìåòîäà ïðîäîëæåíèé è
íà ðàçðàáîòàííîì â [1] ìåòîäå èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äîñòàòî÷íî øèðî-
êîãî êëàññà ðåøåíèé òåëåãðàôíîãî óðàâíåíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: òåëåãðàôíîå óðàâíåíèå, êðàåâàÿ çàäà÷à, ïîëóîãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü.

Ââåäåíèå

Â ôèçèêå äîñòàòî÷íî ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, îñíî-
âîé êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ òåëåãðàôíîå óðàâíåíèå. Òàêîãî ðîäà ìîäåëè ïîçâîëÿ-
þò ó÷åñòü ðåàëüíî ñóùåñòâóþùèå ñîïðîòèâëåíèÿ ñðåäû è âûÿñíèòü õàðàêòåð
çàòóõàíèÿ âîëí, âûçâàííîãî ýòèìè ñîïðîòèâëåíèÿìè. Îäíàêî äî íåäàâíåãî
âðåìåíè äëÿ òåëåãðàôíîãî óðàâíåíèÿ óäàëîñü ïîëó÷èòü òîëüêî òî÷íîå ðåøå-
íèå çàäà÷è Êîøè, îáîáùåííîé çàäà÷è Êîøè è çàäà÷è Ãóðñà [4].

Â [1] ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè Ðèìàíà ðàçðàáîòàí ìåòîä èíòåãðàëüíîãî ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ðåøåíèé òåëåãðàôíîãî óðàâíåíèÿ. Ñî÷åòàíèå òàêîãî èíòåãðàëüíî-
ãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñ ìåòîäîì ïðîäîëæåíèé ïîçâîëèëî ïîëó÷èòü òî÷íîå ðåøå-
íèå òðåòüåé êðàåâîé çàäà÷è â ïîëóîãðàíè÷åííîé îáëàñòè.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à: â îáëàñòè 0 < x−xn < l, t >
tn íàéòè ðåøåíèå òåëåãðàôíîãî óðàâíåíèÿ

∂2 u(x, t)
∂x2

− 1
a2
· ∂2 u(x, t)

∂t2
+ D

∂u(x, t)
∂t

+ B
∂u(x, t)

∂x
+ Cu(x, t) = 0 , (1.1)

óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíûì óñëîâèÿì

u(x, tn) = 0; ut(x, tn) = 0, x > xn (1.2)

è êðàåâîìó óñëîâèþ òðåòüåãî òèïà

ux(xn, t) + h(xn, t)u(xn, t) = κ(t− tn). t > tn. (1.3)
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2. Ðåøåíèå çàäà÷è

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä, ðàçðàáîòàííûé â [3,4]. Ðå-
øåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è îñíîâàíî íà óñòàíîâëåííîì â [1] ôàêòå, ÷òî â
ñëó÷àå êðàåâûõ óñëîâèé òðåòüåãî òèïà ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ (1) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

u(x, t) = e
−B(x−xn)

2

∫ t−tn−x−xn
a

t−tn+x−xn
a

J0(z)e
Da2 (t−tn−η)

2 ω(η)dη

ñ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèåé ω(η). Çäåñü J0(z)� ôóíêöèÿ Áåññåëÿ íóëåâîãî ïî-
ðÿäêà,

z =
√

c1[(x− xn)2 − a2((t− tn)− η)2]; (2.1)

c1 = C +
D2a2

4
− B2

4
. (2.2)

Ôóíêöèÿ ω(η) äîëæíà áûòü îïðåäåëåíà íà âñåé ÷èñëîâîé îñè. Òàê êàê â êðà-
åâîì óñëîâèè (3) ôóíêöèÿ κ(t) îïðåäåëåíà ëèøü íà ïîëóîñè, íåîáõîäèìî ïî-
ñòðîèòü åå ïðîäîëæåíèå íà âñþ îñü t. Ó÷èòûâàÿ íóëåâûå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ
(2), ôóíêöèþ κ(t) íà âñþ îñü t íåîáõîäèìî ïðîäîëæàòü íóëåì. Ïîýòîìó ïðî-
äîëæåíèå ôóíêöèè κ(t) íà âñþ îñü t áóäåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

K (t− tn) =

{
κ (t− tn) , t > tn;
0, t < tn.

(2.3)

Êðàåâîå óñëîâèå (1.3) òàêæå ïðîäîëæàåòñÿ íà âñþ îñü t:

ux(xn, t) + h(xn, t)u(xn, t) = K(t− tn). t > tn.. (2.4)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïî óñëîâèÿì ïîñòàíîâêè çàäà÷è âîëíû â ñðåäå âîçáóæäà-
þòñÿ íà ëåâîì êîíöå è ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ â ñðåäó â íàïðàâëåíèè ïîëîæèòåëü-
íûõ x, ðåøåíèå çàäà÷è îòûñêèâàåòñÿ â âèäå ôóíêöèè

u(x, t) = 2e
−B(x−xn)

2

∫ t−tn−x−xn
a

0
J0(z)e

Da2 (t−tn−η)
2 K0(η)dη (2.5)

ñ íåèçâåñòíîé ôóíêöèåé K0(η). Çäåñü z è c1 îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè (2.1)
è (2.2) ñîîòâåòñòâåííî.

Ôóíêöèÿ (2.5) óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ (1.1) ïðè
ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè K0(t). Äëÿ àíàëèçà êðàåâîãî óñëîâèÿ (2.4) âû÷èñëèì
ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè (2.5) ïî x. Ïîëó÷èì:

∂u (x, t)
∂x

= −1
a
e−

B−Da
2

(x−xn)K0

(
t− tn − x− xn

a

)
+

e−
B
2

(x−xn)

t−tn−x−xn
a∫

0

[
−B

2
J0 (z)− c1

x− xn

z
J1 (z)

]
e

Da2

2
(t−tn−η)K0(η)dη. (2.6)
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Ïðè âû÷èñëåíèè ýòîé ïðîèçâîäíîé ó÷òåíî, ÷òî ∂z
∂x = c1

x−xn
z , ∂J0(z)

∂x =
dJ0(z)

dz
∂z
∂x = c1(x−xn)

z
dJ0(z)

dz = − c1(x−xn)
z J1 (z), òàê êàê dJ0(z)

z = −J1 (z). Ó÷òåíî
òàêæå, ÷òî ïðè η = t− tn − x−xí

a z = 0, à J0 (0) = 1.
Ïîäñòàâèì òåïåðü ôîðìó ðåøåíèÿ (2.5) â êðàåâîå óñëîâèå (2.4) ñ ó÷åòîì

(2.6). Ïîëó÷èì:

− 1
a
K0 (t− tn) +

t−tn∫

0

[h(xn, t)− B

2
]J0 (z) e

Da2

2
(t−tn−η)K0 (η) dη =

= K (t− tn) . (2.7)

Â ðàâåíñòâå (2.7) ñëåäóåò ïðèíèìàòü z|x=xn = a (t− tn − η)
√−c1.

Ðàâåíñòâî (2.7) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ îïðåäå-
ëåíèÿ ôóíêöèè K0. Âûïîëíèì â óðàâíåíèè (2.7) ïðåîáðàçîâàíèå τ = t − tn.
Òîãäà óðàâíåíèå (2.7) ïðèìåò âèä:

− 1
a
K0 (τ) +

τ∫

0

[h(xn, τ + tn)− B

2
]J0

(
a (τ − η)

√−c1

)
e

Da2

2
(τ−η)K0 (η) dη =

= K (τ) . (2.8)

Èç óðàâíåíèÿ (2.8) è ñâîéñòâà (2.3) ôóíêöèè K (τ) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ
K0 (τ) îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì:

K0 (τ) ≡ 0, τ < 0. (2.9)

Â ñèëó ñâîéñòâà (2.9) ôóíêöèè N0 (τ) ôóíêöèÿ (2.5) áóäåò óäîâëåòâîðÿòü
íà÷àëüíûì óñëîâèÿì (1.2). Äåéñòâèòåëüíî, ïðè t = tn èç ôîðìóëû (2.5) ïî-

ëó÷àåì: u (x, tn) = e−
B
2

(x−xn)
−x−xn

a∫
0

J0 (z) e−
Da2

2
ηK0 (η) dη.

Ïðè x − xn > 0 âåðõíèé ïðåäåë èíòåãðèðîâàíèÿ â ýòîé ôîðìóëå îò-
ðèöàòåëåí è, ñëåäîâàòåëüíî, íà îñíîâàíèè ñâîéñòâà (2.9) ôóíêöèè K0 (τ),
u (x, tn) = 0. Èíûìè ñëîâàìè, ôóíêöèÿ (2.5) óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîìó íà÷àëü-
íîìó óñëîâèþ (1.2). Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ôóíêöèþ (2.5) ïî t. Ïîëó÷èì:

∂u (x, t)
∂t

= e−
B
2

(x−xn)[e
Da
2

(x−xn)K0

(
t− tn − x− xn

a

)
+

t−tn−x−xn
a∫

0

[
Da2

2
J0 (z) + c1a

2 t− tn − η

z
J1 (z)

]
e

Da2

2
(t−tn−η)K0 (η) dη]. (2.10)

Ïðè âû÷èñëåíèè ïðîèçâîäíîé ó÷òåíî, ÷òî ∂z
∂t = − c1a2(t−tn−η)

z ,

∂J0 (z)
∂t

=
dJ0 (z)

dz

∂z

∂t
= −c1a

2 (t− tn − η)
z

dJ0 (z)
dz

=
c1a

2 (t− tn − η)
z

J1 (z) .
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Èç ôîðìóëû (2.10) ïðè t = tí ïîëó÷àåì:

ut (x, tn) = e−
B
2

(x−xn)[e
Da
2

(x−xn)K0

(
−x− xn

a

)
+

−x−xn
a∫

0

[
Da2

2
J0 (z)− c1a

2 η

z
J1 (z)]e−

Da2

2
ηK0 (η) dη].

Â ïðàâîé ÷àñòè ýòîé ôîðìóëû ïðè x − xn > 0 âåðõíèé ïðåäåë èíòåãðè-
ðîâàíèÿ è àðãóìåíò ôóíêöèè K0 (τ) îòðèöàòåëüíû. Ïîýòîìó, íà îñíîâàíèè
ñâîéñòâà (2.9) ôóíêöèè K0 (τ), ut (x, tn) = 0. À ýòî çíà÷èò, ÷òî ôóíêöèÿ (2.5)
óäîâëåòâîðÿåò âòîðîìó íà÷àëüíîìó óñëîâèþ (1.2).

Òàêèì îáðàçîì, ïîêàçàíî, ÷òî ôóíêöèÿ (2.5) óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì
ïîñòàíîâêè êðàåâîé çàäà÷è, òî åñòü ÿâëÿåòñÿ åå ðåøåíèåì.

3. Âûâîäû

Â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ êîìáèíàöèè èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøå-
íèÿ è ìåòîäà ïðîäîëæåíèé ïîëó÷åíî â êâàäðàòóðàõ ðåøåíèå ïåðâîé êðàåâîé
çàäà÷è äëÿ òåëåãðàôíîãî óðàâíåíèÿ. Àíàëèç ôîðìóëû (2.5), ïðåäñòàâëÿþùåé
ðåøåíèå çàäà÷è, ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòî ðåøåíèå èìååò õàðàêòåð ðàñïðîñòðàíÿ-
þùèõñÿ ñî ñêîðîñòüþ a âîëí. Â òî æå âðåìÿ â ïðîöåññå ðàñïðîñòðàíåíèÿ
ïðîèñõîäèò èñêàæåíèå ýòèõ âîëí, çàâèñÿùåå îò êîýôôèöèåíòîâ B è D ïðè
ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ â óðàâíåíèè (1.1). Ðàçðàáîòàííûé ìåòîä ìîæåò áûòü
ïðèìåíåí äëÿ ðåøåíèÿ äðóãèõ êðàåâûõ çàäà÷ ïîäîáíîãî òèïà. Â ÷àñòíîñòè,
ñ åãî ïîìîùüþ ìîãóò áûòü ðåøåíû êðàåâûå çàäà÷è äëÿ ïîëóîãðàíè÷åííûõ
îáëàñòåé ñ èíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè. Â äîïîëíèòåëüíîé êîìáèíàöèè ñ ìå-
òîäîì îòðàæåíèé ìîãóò áûòü òàêæå ïîëó÷åíû ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ
îãðàíè÷åííûõ îáëàñòåé.
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