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1. Ââåäåíèå

Õàîñ ÿâëÿåòñÿ î÷åíü èíòåðåñíûì ñëîæíûì íåëèíåéíûì ÿâëåíèåì, êîòî-
ðîå èíòåíñèâíî èçó÷àåòñÿ â ïîñëåäíèå ÷åòûðå äåñÿòèëåòèÿ â ðàçëè÷íûõ îá-
ëàñòÿõ ôèçèêè, áèîëîãèè, ìàòåìàòèêè, à òàêæå â èíæåíåðíûõ ïðèëîæåíèÿõ.
Íåäàâíî õàîñ áûë ïðèçíàí î÷åíü ïîëåçíûì ôåíîìåíîì, âñòðå÷àþùèìñÿ âî
ìíîãèõ òåõíîëîãè÷åñêèõ äèñöèïëèíàõ, òàêèõ êàê ñèíåðãåòèêà, êîìïüþòåð-
íûå íàóêè, ñèñòåìû çàùèòû èíôîðìàöèè, áèîìåäèöèíñêèå ñèñòåìû, äèíàìè-
êà æèäêîñòè è ãàçà è òàê äàëåå. Ïîýòîìó íå óäèâèòåëüíî, ÷òî àêàäåìè÷åñêèå
èññëåäîâàíèÿ â õàîòè÷åñêîé äèíàìèêå ýâîëþöèîíèðîâàëè îò òðàäèöèîííîãî
àíàëèçà íåëèíåéíûõ ñèñòåì (áèôóðêàöèè, óñòîé÷èâîñòü, ïåðèîäè÷íîñòü) ê
ñîâðåìåííûì èññëåäîâàíèÿì, â êîòîðûõ õàîñ ïîíèìàåòñÿ êàê íîâîå íàïðàâëå-
íèå â íàóêå, äàþùåå íîâûå ìåòîäû óïðàâëåíèÿ ìíîãèìè åñòåñòâåííûìè ïðî-
öåññàìè â îêðóæàþùåì íàñ ìèðå (ñì., íàïðèìåð, ðàáîòû [1 � 4] è ëèòåðàòóðó,
öèòèðîâàííóþ òàì æå).

Ñåé÷àñ èìååòñÿ ìàëî ïóáëèêàöèé, â êîòîðûõ ñóùåñòâîâàíèå õàîñà (ñ ìàòå-
ìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ) áûëî ñòðîãî äîêàçàíî. Î÷åíü ÷àñòî èìåííî îòñóò-
ñòâèå òàêèõ äîêàçàòåëüñòâ íå ïîçâîëÿåò ïîëíîñòüþ ïîíÿòü ïðè÷èíó âîçíèêíî-
âåíèÿ õàîòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, ïðîèñõîäÿùèõ â ðàçëè÷íûõ íåëèíåéíûõ äèíà-
ìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ.

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ñòàòüè [2]. Åå ïîÿâëåíèå ïðî-
äèêòîâàíî æåëàíèåì îáîáùèòü ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â [2] è, îäíîâðåìåííî,
ñäåëàòü ýòè ðåçóëüòàòû áîëåå ñòðîãèìè.

Â äàííîé ðàáîòå äëÿ èçó÷åíèÿ õàîñà â êâàäðàòè÷íûõ 3-D ñèñòåìàõ èñïîëü-
çóåòñÿ 1-ìåðíîå íåÿâíîå äèñêðåòíîå îòîáðàæåíèå, áàçèðóþùååñÿ íà äèñêðåò-
íîé ìîäåëè Ðèêêåðà ïîïóëÿöèîííîé äèíàìèêè [5]. Ýòîò ïîäõîä ïîçâîëÿåò
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óñòàíîâèòü ñîïðÿæåííîñòü ìåæäó îòîáðàæåíèåì Ðèêêåðà [2] è íåêîòîðûì
1-ìåðíûì ÿâíûì äèñêðåòíûì îòîáðàæåíèåì, õàîòè÷åñêèå ñâîéñòâà êîòîðîãî
èçâåñòíû. Â ðåçóëüòàòå ìîæíî ïðèéòè ê óòâåðæäåíèþ î õàîòè÷íîñòè ïðîöåñ-
ñîâ â íåïðåðûâíîé êâàäðàòè÷íîé 3-D ñèñòåìå, êîòîðàÿ è ïîðîæäàåò (÷åðåç
ïîäõîäÿùèå ñå÷åíèÿ Ïóàíêàðå) óïîìÿíóòîå âûøå äèñêðåòíîå îòîáðàæåíèå
Ðèêêåðà.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó (ñì. [2]):




ẋ(t) = a1x(t) + a11y
2(t) + a12y(t)z(t) + a22z

2(t),
ẏ(t) = b1y(t) + c1z(t) + bx(t)y(t),
ż(t) = −c1y(t) + b1z(t) + cx(t)z(t).

(1.1)

Â äàëüíåéøåì áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ñèñòåìà (1.1) îáëàäàåò õàîòè÷åñêè-
ìè àòòðàêòîðàìè, íå óêàçàííûìè â [2]. Ñóùåñòâîâàíèå ýòèõ àòòðàêòîðîâ
îáúÿñíÿåòñÿ ïðèñóòñòâèåì â ñèñòåìå (1.1) íåÿâíîãî èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà,
ïîðîæäåííîãî äèñêðåòíûì îòîáðàæåíèåì òèïà Ðèêêåðà [2].

2. Èññëåäîâàíèå íåÿâíîé ôóíêöèè
F(x,y) = y · exp(α · y)− λ · x · exp(β · x) = 0

(A) Äëÿ íà÷àëà â ýòîì ðàçäåëå ìû ïðèâåäåì íåñêîëüêî îñíîâíûõ ïîëîæå-
íèé òåîðèè 1-ìåðíûõ îòîáðàæåíèé.

Ïîëîæèì V = [0,∞). Îïðåäåëèì íà ìíîæåñòâå V ìåòðèêó d ôîðìóëîé:
∀v1, v2 ∈ V d = ‖v1 − v2‖. Îïðåäåëèì ôîðìóëîé h(v) = v · exp(r − v) ÿâíóþ
ôóíêöèþ h : V→ V, ãäå r > 0, v ∈ V.

Ïóñòü v∗ 6= 0 � íåïîäâèæíàÿ òî÷êà îòîáðàæåíèÿ h. Î÷åâèäíî, ÷òî v∗ = r.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Bδ(a) = {v ∈ V : d(v, a) < δ} è Bδ(a) = {v ∈ V : d(v, a) ≤

δ} îòêðûòûé è çàìêíóòûé øàðû â V. ßñíî, ÷òî a ≥ δ ≥ 0.
Îïðåäåëåíèå 2.1. [3]. Òî÷êà v∗ ∈ V íàçûâàåòñÿ ðàñòÿãèâàþùåé íåïîäâèæ-
íîé òî÷êîé îòîáðàæåíèÿ h â Bδ(v∗) äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé δ > 0, åñëè
h(v∗) = v∗ è ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà λ > 1 òàêàÿ, ÷òî

d(h(x), h(y)) ≥ λd(x, y), ∀x, y ∈ Bδ(v∗).

Êðîìå òîãî, òî÷êà v∗ íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé ðàñòÿãèâàþùåé íåïîäâèæíîé
òî÷êîé îòîáðàæåíèÿ h â Bδ(v∗), åñëè v∗ ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé ìíîæåñò-
âà h(Bδ(v∗)).
Îïðåäåëåíèå 2.2. [3]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî v∗ � ðàñòÿãèâàþùàÿ íåïîäâèæíàÿ
òî÷êà îòîáðàæåíèÿ h â Bδ(v∗) äëÿ íåêîòîðîãî δ > 0. Òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî v∗ ÿâ-
ëÿåòñÿ ãðóáûì îáðàòíûì ðåïåëëåðîì îòîáðàæåíèÿ h, åñëè ñóùåñòâóåò òî÷êà
v0 ∈ Bδ(v∗) òàêàÿ, ÷òî v0 6= v∗ è h(m)(v0) = v∗ äëÿ íåêîòîðîãî ïîëîæèòåëüíîãî
öåëîãî m. Êðîìå òîãî, òî÷êà v∗ íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííûì ãðóáûì îáðàò-
íûì ðåïåëëåðîì îòîáðàæåíèÿ h, åñëè ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû
µ è δ0 òàêèå, ÷òî Bδ0(v0) ⊂ Bδ(v∗) è

d(h(m)(x), h(m)(y)) ≥ µd(x, y), ∀x, y ∈ Bδ0(v0).
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Îïðåäåëåíèå 2.3. [3]. Òî÷êà v∗ íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì ãðóáûì îáðàòíûì
ðåïåëëåðîì îòîáðàæåíèÿ h, åñëè ìíîæåñòâî h(Bδ(v∗)) îòêðûòî è ñóùåñòâóåò
ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà γ0 òàêàÿ, ÷òî Bγ0(v0) ⊂ Bδ(v∗) è v∗ ÿâëÿåòñÿ âíóò-
ðåííåé òî÷êîé ìíîæåñòâà h(m)(Bγ(v0)) äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî γ < γ0.

Òåîðåìà 2.1. [3]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî h : V → V èìååò ðåãóëÿðíûé è
íåâûðîæäåííûé ãðóáûé îáðàòíûé ðåïåëëåð v∗, àññîöèèðîâàííûé ñ v0; m è
δ óêàçàíû â îïðåäåëåíèÿõ 2.1 � 2.3, îòîáðàæåíèå h ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâ-
íûì â Bδ(v∗), îòîáðàæåíèå h(m)(v) íåïðåðûâíî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè
v0. Êðîìå òîãî, h íåïðåðûâíî â íåêîòîðûõ îêðåñòíîñòÿõ òî÷åê v1, ..., vm−1,
ãäå vj = f (j)(v0) äëÿ j = 1, ..., m − 1. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå êîìïàêòíîå
ñîâåðøåííîå èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî D ⊂ V, ñîäåðæàùåå êàíòîðîâî ìíî-
æåñòâî, ÷òî îòîáðàæåíèå h ÿâëÿåòñÿ õàîòè÷åñêèì â ñìûñëå Äèâàíè íà D
(òàê æå êàê è â ñìûñëå Ëè � Éîðêå) è ýòî îòîáðàæåíèå èìååò ïëîòíóþ
îðáèòó â D.

Òåïåðü, äëÿ ôóíêöèè h(v), ìû îïðåäåëèì çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ, êîòîðûå
óêàçàíû â îïðåäåëåíèÿõ 2.1 � 2.3. Òîãäà, â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 2.1, è
áóäåò äîêàçàíà õàîòè÷íîñòü îòîáðàæåíèÿ h.

(a1) Îöåíèì ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè h(v∗ − δ) è h(v∗ + δ), ãäå δ > 0.
Èìååì:

d(h(v∗− δ), h(v∗+ δ)) = ‖(v∗− δ) exp(r− (v∗− δ))− (v∗+ δ) exp(r− (v∗+ δ))‖ =

= ‖v∗ exp(r − v∗) · exp δ − δ · exp(r − v∗) exp δ−
−v∗ · exp(r − v∗) · exp(−δ)− δ · v∗ exp(r − (v∗ + δ))‖.

Òàê êàê v∗ exp(r − v∗) = v∗, òî èç ïîñëåäíåé ôîðìóëû ñëåäóåò:

d(h(v∗ − δ), h(v∗ + δ)) = ‖r · (exp(δ)− exp(−δ))− δ · (exp(δ) + exp(−δ)‖ ≥

≥ 2δ · (r − 0.5 · (exp(δ) + exp(−δ))) = λ · d(v∗ − δ, v∗ + δ),

ãäå λ = r − 0.5 · (exp(δ) + exp(−δ)).
Ïóñòü exp(δ) = u. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

r − 0.5 · (exp(δ) + exp(−δ)) = λ > 1.

Îòñþäà ñëåäóåò u2 − 2(r − 1)u + 1 < 0. Ýòî íåðàâåíñòâî èìååò ðåøåíèå 1 ≤
u < [r − 1 +

√
r(r − 2)]. Òàêèì îáðàçîì, åñëè

0 ≤ δ < ln[r − 1 +
√

r(r − 2)] è r > 2,

òî λ > 1.
(a2) Èìååì h

′
(v) = (1 − v) · exp(r − v). Òî÷êà ìàêñèìóìà ôóíêöèè h(v)

ìîæåò áûòü íàéäåíà èç óñëîâèÿ h
′
(v) = 0. Îòñþäà ñëåäóåò vmax = 1 è hmax =

exp(r − 1). Òàêèì îáðàçîì, åñëè r > 1, òî ôóíêöèÿ h(v) áóäåò íåìîíîòîííîé
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è óíèìîäàëüíîé íà èíòåðâàëå [0,∞): èíòåðâàë [0, 1) ÿâëÿåòñÿ èíòåðâàëîì
âîçðàñòàíèÿ, à èíòåðâàë (1,∞) ÿâëÿåòñÿ èíòåðâàëîì óáûâàíèÿ. Ïðèíèìàÿ
âî âíèìàíèå ïóíêò (a1), ìû ïîëó÷èì, ÷òî ïðè r > 2 òî÷êà v∗ = r ÿâëÿåòñÿ
ðåïåëëåðîì (||h′(r)|| > 1 ïðè r > 2). ßñíî, ÷òî v∗ � ðåãóëÿðíàÿ ðàñòÿãèâàþùàÿ
òî÷êà îòîáðàæåíèÿ h â Bδ(v∗).

(a3) Ðàññìîòðèì èòåðàöèîííûé ïðîöåññ

vi+1 = vi exp(r − vi); i = 0, 1, 2, ... (2.1)

ãäå r > 0, vi > 0; i = 0, 1, 2, ...

Ïî îïðåäåëåíèþ ïîëîæèì W = [0, 1]. Ïóñòü T : V → W � íåïðåðûâíîå
îòîáðàæåíèå, çàäàííîå ôîðìóëîé w = (2/π) · arctan v. Òàê êàê lim

v→∞(2/π) ·
arctan v = 1, òî ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî T � ãîìåîìîðôèçì è T(V) = W,
T−1(W) = V.

Ñèìâîëîì

g(w) ≡ T−1(h(T(w)) =
2
π

arctan
(

tan
πw

2
· exp

(
r − tan

πw

2

))
(2.2)

îïðåäåëèì íåïðåðûâíîå ñîïðÿæåííîå h îòîáðàæåíèå g :W→W [4].
Ôóíêöèÿ g(w) ïîõîæà íà ôóíêöèþ h(v): wmax = 0.5 è gmax = (2/π) ·

arctan exp(r − 1) < 1 ( lim
r→∞ gmax = 1); èíòåðâàë [0, 0.5) ÿâëÿåòñÿ èíòåðâàëîì

âîçðàñòàíèÿ è èíòåðâàë (0.5, 1] ÿâëÿåòñÿ èíòåðâàëîì óáûâàíèÿ. Ïîýòîìó, åñëè
w∗ = r > 0.5, òî

(2/π) · arctan exp(r − 1) > (2/π) · arctan r.

Îòñþäà ñëåäóåò exp(r − 1) > r è r > 1.
ßñíî, ÷òî îáðàòíîå îòîáðàæåíèå g−1(w) èìååò äâå âåòâè: g−1

1 (w) è g−1
2 (w),

ãäå êàæäîå èç îòîáðàæåíèé g−1
1 (w) è g−1

2 (w) îáðàòèìî.
Îïðåäåëèì ôóíêöèþ G :W→W ïðàâèëîì

G(w) = g−1
i1

(g−1
i2

(...(g−1
ik

(w)))), k = 2, 3, ...

ãäå èëè ik = 1 èëè ik = 2. ßñíî, ÷òî îòîáðàæåíèå G(w) ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííûì.
Îòîáðàæåíèå G(w) èìååò, ïî êðàéíåé ìåðå, îäíó íåïîäâèæíóþ

òî÷êó w∗. Èçâåñòíî, ÷òî íåïîäâèæíàÿ òî÷êà w∗ îòîáðàæåíèÿ G(w) ñîîòâåò-
ñòâóåò íåïîäâèæíîé òî÷êå w∗∗ îòîáðàæåíèÿ g(k)(w) = g(g(...g(w))). Òî÷êà
w∗∗ îòîáðàæåíèÿ g(k)(w) ñîîòâåòñòâóåò èëè íåïîäâèæíîé òî÷êå èëè p-öèêëó
îòîáðàæåíèÿ g(w). Ïåðâàÿ ñèòóàöèÿ âîçìîæíà òîëüêî ïðè i1 = i2. Òàê êàê
ìîæíî âçÿòü ëþáîå öåëîå k è ïðîèçâîëüíî âûáðàòü ÷èñëà i1, i2 ðàâíûìè 1
èëè 2, òî èç óñëîâèÿ g−1

1 (g−1
2 (w)) 6= g−1

2 (g−1
1 (w)) ñëåäóåò, ÷òî íåìîíîòîííàÿ

ôóíêöèÿ g(w) ìîæåò èìåòü ëþáîå ÷èñëî öèêëîâ ðàçëè÷íîé êðàòíîñòè p è
íåñ÷åòíîå ìíîæåñòâî íåïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé.
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Ðèñ. 1. Îòîáðàæåíèå g(x); r = 3.2 Ðèñ. 2. Îòîáðàæåíèå g(g(x)); r = 3.2
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Ðèñ. 3. Îòîáðàæåíèå h(x); r = 3.2 Ðèñ. 4. Îòîáðàæåíèå h(h(x)); r = 3.2

Ìû ïîêàæåì, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà r ôóíêöèÿ (2.2)
ìîæåò áûòü õàîòè÷åñêîé. Äëÿ ýòîé öåëè ìû óêàæåì òå çíà÷åíèÿ ïàðàìåò-
ðà r, ïðè êîòîðûõ â ñèñòåìå wi+1 = g(wi), i = 0, 1, 2, ..., áóäóò ïðèñóòñòâîâàòü
3-öèêëû.

Óðàâíåíèÿ w = g(w), w = g(g(w)) è w = g(g(g(w))) òðóäíî ðàçðåøèìû.
Ïîýòîìó äëÿ èõ èññëåäîâàíèÿ ìû âîñïîëüçóåìñÿ ñîïðÿæåííîñòüþ g è h. (Íà
ðèñ. 1 � 4 ïîêàçàíû äâå èòåðàöèè îòîáðàæåíèé g è h.)

Ïóñòü v = h(v) ≡ v exp(r − v). Òîãäà ïðè r > 1 â ñèñòåìå (2.1) ñóùåñòâó-
åò 1-öèêë. Ïóñòü v = h(h(v)) ≡ v exp(2r − v − v exp(r − v)). Â ýòîì ñëó÷àå
ïðè r > 2.008 â ñèñòåìå (2.1) ñóùåñòâóþò 1-öèêëû è 2-öèêëû. Ïóñòü òåïåðü
v = h(h(h(v))) ≡ v exp(2r − v − v exp(r − v)) · exp(r − v exp(r − v) exp(r −
v exp(r−v))). Â ýòîì ñëó÷àå ïðè r > 3.103 â ñèñòåìå (2.1) ñóùåñòâóþò 1-öèêëû,
2-öèêëû è 3-öèêëû. (Óêàçàííûå çíà÷åíèÿ r ìîãóò áûòü íàéäåíû ñ ïîìîùüþ
ëþáîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ïàêåòà, êîòîðûé èìååò â ñâîåì ñîñòàâå ïðîãðàììó
÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ òðàíñöåíäåíòíûõ óðàâíåíèé.)
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Ñîãëàñíî òåîðåìå Øàðêîâñêîãî [4] öèêë ïåðèîäà 3 ïîðîæäàåò öèêëû âñåõ
ïåðèîäîâ. Òàêèì îáðàçîì, â ñèñòåìå wi+1 = g(wi) ñóùåñòâóþò âñå öèêëû ñ
ïåðèîäàìè 2i, i = 0, 1, 2, .... Ñîãëàñíî òåîðåìå Çèíãåðà [4] â ñèñòåìå wi+1 =
g(wi), i = 0, 1, 2, ..., ïðè ëþáîì n è íåêîòîðîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà r = rn

ïðèñóòñòâóþò âñå íåóñòîé÷èâûå öèêëû ïåðèîäîâ 2i, i = 0, ..., n − 1, è îäèí
óñòîé÷èâûé öèêë ïåðèîäà 2n. Åñëè r = r∞ = 3.103, òî îòîáðàæåíèå g(w)
èìååò ïîëóóñòîé÷èâóþ òðàåêòîðèþ S â ëþáîé îêðåñòíîñòè ëþáîé òî÷êè êîòî-
ðîé ëåæàò òî÷êè ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà íåóñòîé÷èâûõ öèêëîâ âñåõ ïåðèîäîâ
2i, i = 0, 1, 2, .... Ïîýòîìó ìíîæåñòâî âñåõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê ïëîòíî â W.
(Ëþáàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà S ñ ëþáîé íàïåðåä çàäàííîé òî÷íîñòüþ ìîæåò áûòü
àïïðîêñèìèðîâàíà íåêîòîðîé ïåðèîäè÷åñêîé òî÷êîé.)

(a4) Â ýòîì ïóíêòå îïðåäåëåíèÿ 2.1 � 2.3 áóäóò ïåðåíåñåíû íà ïðîñòðàí-
ñòâî W è îòîáðàæåíèå g :W→W.

Ïóñòü w∗ 6= 0 � íåïîäâèæíàÿ òî÷êà îòîáðàæåíèÿ g. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
r > 3.103. Òîãäà äëÿ ëþáîé èòåðèðîâàííîé ôóíêöèè g(m)(w) íà èíòåðâàëå
[0, 1] ïðèñóòñòâóåò 2m íåïîäâèæíûõ òî÷åê w∗0 = 0, w∗1,..., w∗l−1, ãäå l = 2m.
Ñðåäè ýòèõ òî÷åê ïðèñóòñòâóåò è íåïîäâèæíàÿ òî÷êà w∗.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî w∗l−2 = w∗. Î÷åâèäíî, ÷òî óðàâíåíèå g(m)(w) = w∗

òàêæå èìååò 2m äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé ξ0, ...ξl−1 íà èíòåðâàëå [0, 1]. Òàê êàê
ìíîæåñòâîW îãðàíè÷åíî, òî ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ ôèêñèðîâàííûìè òî÷-
êàìè ñòðåìèòñÿ ê 0: lim

m→∞ d(w∗, w∗l−1) = 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èìååò ìåñòî
ïðåäåëüíîå ðàâåíñòâî lim

m→∞ d(w∗, ξl−1) = 0.
ßñíî, ÷òî g(ξl−2) = g(w∗). Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òî÷êà w0

òàêàÿ, ÷òî ξl−2 = g(m−1)(w0) è g(g(m−1)(w0) = g(g(m−1)(w∗) = w∗. Êðîìå òîãî,
ìû èìååì lim

m→∞ d(w∗, w0) = 0.
(a5) Íàïîìíèì, ÷òî â ñèëó ñîïðÿæåííîñòè îòîáðàæåíèé g è h, âñå óòâåðæ-

äåíèÿ, êîòîðûå ñïðàâåäëèâû äëÿ g, èìåþò ìåñòî òàêæå è äëÿ h [4].
Ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà T−1 ìû ïåðåéäåì îò ïðîñòðàíñòâàW ê ïðîñòðàíñò-

âó V. Òîãäà ñóùåñòâóåò òî÷êà v0 = T−1(w0), äëÿ êîòîðîé óñëîâèÿ îïðåäåëåíèÿ
2.2 áóäóò âûïîëíåíû.

Â ñàìîì äåëå, ïóñòü v∗ = h(m)(v0) è

Bδ2(v0) ⊂ Bδ1(v
∗) ⊂ Bδ(v∗), δ2 < δ1 < δ,

� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ øàðîâ. Ìû èìååì:

∀x, y ∈ Bδ1(v
∗)d(h(m)(x), h(m)(y)) ≥ λd(h(m−1)(x), h(m−1)(y)) ≥ ... ≥ λmd(x, y).

ßñíî, ÷òî µ = λm è δm
2 < δm

1 < δ. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {vj =
h(j)}, j = 0, ..., m, ãäå vj ∈ Bδ1(v

∗). Ïóñòü δ2 = max(d(v0, v1), ..., d(v0, vm)). Â
ñîîòâåòñòâèè ñ ïóíêòîì (a4) äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî m ðàññòîÿíèå d(v∗, v0)
ìîæåò áûòü ñäåëàíî ñêîëü óãîäíî ìàëûì. Ïîýòîìó,

d(h(m)(x), h(m)(y)) ≥ µd(x, y), ∀x, y ∈ Bδ2(v0)
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è âñå óñëîâèÿ îïðåäåëåíèÿ 2.2 âûïîëíåíû. Òî÷êà v∗ ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåí-
íûì ãðóáûì îáðàòíûì ðåïåëëåðîì îòîáðàæåíèÿ h.

Íàêîíåö, ìû ïðîâåðèì ðåàëèçàöèþ óñëîâèé îïðåäåëåíèÿ 2.3. Ïðåäïîëî-
æèì ïðîòèâíîå: òî÷êà v∗ íå åñòü âíóòðåííÿÿ òî÷êà ìíîæåñòâà h(m)(Bγ(v0))
äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî γ < δ2. Â ýòîì ñëó÷àå òî÷êà v∗ ïðèíàäëåæèò
ãðàíèöàì ìíîæåñòâ h(m)(Bγ(v0)), Bδ1(v

∗) è Bδ(v∗). Ïîýòîìó ìû ïîëó÷èì δ =
ln[r− 1 +

√
r(r − 2)], λ = 1, è r = 2, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ r > 2.

Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì γ0 = δ2 è òî÷êà v∗ ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì ãðóáûì
îáðàòíûì ðåïåëëåðîì îòîáðàæåíèÿ h. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âñå óñëîâèÿ òåîðåìû
2.1 óäîâëåòâîðåíû. Ïîýòîìó îòîáðàæåíèå h : V→ V ÿâëÿåòñÿ õàîòè÷åñêèì.

(B) Â äàëüíåéøåì â ýòîì ïóíêòå ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïåðåìåííûå x ≥
0, y ≥ 0 è ïàðàìåòðû λ > 0, α ∈ R, β ∈ R.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ìîæåò áûòü íàéäåíà â ëþáîì ó÷åáíèêå ïî ìàòåìàòè-
÷åñêîìó àíàëèçó.
Òåîðåìà 2.2. (Òåîðåìà î íåÿâíîé ôóíêöèè.) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ
H(x, y) : R × R → R íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà äëÿ êàæäîé òî÷êè (x, y)
îòêðûòîãî ìíîæåñòâà D ⊂ R×R. Ïóñòü (x0, y0) � òî÷êà â D, äëÿ êîòîðîé
H(x0, y0) = 0 è H ′

y(x0, y0) 6= 0. Òîãäà ñóùåñòâóþò îêðåñòíîñòè U ⊂ R òî÷êè
x0 è V ⊂ R òî÷êè y0 òàêèå, ÷òî äëÿ êàæäîãî x ∈ U óðàâíåíèå H(x, y) = 0
èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå y ∈ V . Êðîìå òîãî, ýòî ðåøåíèå ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíî êàê y = h(x), ãäå ôóíêöèÿ h(x) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà
ïðè x = x0.

Îïðåäåëèì êðèòè÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèè F (x, y) = y · exp(α · y) − λ · x ·
exp(β · x) = 0. Ýòè òî÷êè ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè ñèñòåìû óðàâíåíèé F

′
x(x, y) =

0, F
′
y(x, y) = 0. Çäåñü ìû ïîëó÷èì åäèíñòâåííóþ êðèòè÷åñêóþ òî÷êó (xs, ys) =

(−1/β,−1/α). Òàê êàê x ≥ 0, y ≥ 0, òî ïðè β > 0, α > 0, β > 0, α < 0 è ïðè
β < 0, α > 0 ïåðâûé êâàäðàíò íå ñîäåðæèò êðèòè÷åñêèõ òî÷åê.

Ïóñòü β < 0, α < 0. Âû÷èñëèì äèñêðèìèíàíò Disc ôóíêöèè F (x, y) =
y · exp(α · y)− λ · x · exp(β · x) = 0 ïðè (x, y) = (xs, ys):

Disc = F
′′
xx · F

′′
yy − (F

′′
xy)

2 = −λαβ · exp(αx + βy) < 0.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè β < 0, α < 0, òî ôóíêöèÿ F (x, y) = 0 ìîæåò èìåòü
òî÷êó ñàìîïåðåñå÷åíèÿ. Ýòà òî÷êà ñóùåñòâóåò ïðè âûïîëíåíèè ñëåäóþùåãî
óñëîâèÿ: F (−1/β,−1/α) = λ/(β · e)− 1/(α · e) = 0. Ïîñëåäíåå óñëîâèå ìîæåò
áûòü ïåðåïèñàíî â ôîðìå β − αλ = 0.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ñëó÷àè: (a)β − αλ < 0, α < 0, β < 0; (b)β − αλ >
0, α < 0, β < 0; (c)α > 0, β < 0; (d) α < 0, β > 0.

Ìû èìååì:
y
′
x = −F

′
x

F ′
y

= λ
1 + β · x
1 + α · y exp(β · x− α · y).

(a) Ïóñòü y · exp(α · y) = λ · x · exp(β · x) = c ≥ 0. Òîãäà óðàâíåíèå λ · x ·
exp(β · x) = c èìååò äâà êîðíÿ. Ïîýòîìó ôóíêöèÿ F (x, y) = y · exp(α · y)− λ ·
x · exp(β · x) = 0 èìååò äâå âåòâè.
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Ïóñòü 1 + β · x = 1 + α · y = 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî x = xs = −1/β, y = ys =
−1/α è F (xs, ys) = (eα)−1 − λ(eβ)−1 = 0. Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ïðîòèâîðå÷èò
óñëîâèþ β − αλ < 0. Ïîýòîìó, åñëè 1 + β · x = 0, òî 1 + α · y 6= 0.

Åñëè β − αλ = 0, òî ymax = ymin = −1/α. Ïîýòîìó, åñëè β − αλ < 0, òî
∀x ∈ [0,∞) ymax < −1/α äëÿ íèæíåé âåòâè êðèâîé F (x, y) = 0, è ymin > −1/α
äëÿ âåðõíåé âåòâè êðèâîé F (x, y) = 0.

Ìû èìååì y
′
x = 0 ïðè x = xs = −1/β. Òàê êàê äëÿ y ≈ 0 ìû ïîëó÷àåì 1 +

α·y > 0, òî â ñèëó òåîðåìû î íåÿâíîé ôóíêöèè òî÷êà x = xs = −1/β ÿâëÿåòñÿ
ìàêñèìóìîì íåÿâíîé ôóíêöèè yl = fl(x) (íèæíÿÿ âåòâü) è ìèíèìóìîì íåÿâ-
íîé ôóíêöèè yu = fu(x) (âåðõíÿÿ âåòâü). Ñëó÷àé (a) ïîêàçàí íà ðèñóíêå 5.

(b) Ýòîò ñëó÷àé ïîâòîðÿåò ñëó÷àé (a), åñëè çàìåíèòü x íà y. Òî÷êà y =
ys = −1/α ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìàêñèìóìà äëÿ ëåâîé âåòâè è òî÷êîé ìèíèìóìà
äëÿ ïðàâîé âåòâè êðèâîé F (x, y) = 0. Ñëó÷àé (b) ïîêàçàí íà ðèñóíêå 6.

(c) Ïóñòü ñíîâà y · exp(α · y) = λ · x · exp(β · x) = c ≥ 0. Â ýòîì ñëó÷àå
óðàâíåíèå y · exp(α · y) = c èìååò òîëüêî îäèí êîðåíü. Ïîýòîìó ôóíêöèÿ
F (x, y) = y · exp(α · y)− λ · x · exp(β · x) = 0 èìååò îäíó âåòâü (ñì. ðèñóíêå 7).

(d) Ýòîò ñëó÷àé ïîâòîðÿåò ñëó÷àé (c), åñëè çàìåíèòü x íà y (ñì. ðèñóíêå 8).
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Ðèñ. 5. Êðèâàÿ y · exp(−2 · y) −
1.95 · x · exp(−4 · x) = 0

Ðèñ. 6. Êðèâàÿ y · exp(−2 · y) −
2.05 · x · exp(−4 · x) = 0
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Ðèñ. 7. Êðèâàÿ y · exp(2 · y) − 5 ·
x · exp(−4 · x) = 0

Ðèñ. 8. Êðèâàÿ y · exp(−2 · y)− 5 ·
x · exp(4 · x) = 0

Çàìåòèì, ÷òî åñëè èìååò ìåñòî èëè óñëîâèå (a) èëè óñëîâèå (c), òî âåëè÷è-
íà y îãðàíè÷åíà (y < −1/α). Òàê êàê ïðè x → ∞ ìû áóäåì èìåòü y = λ · x ·
exp(β·x−α·y) < λ1·x·exp(β·x), ãäå λ1 = λ·e, òî ôóíêöèÿ y = λ·x·exp(β·x−α·y)
âåäåò ñåáÿ òàê æå, êàê ôóíêöèÿ λ1 · x · exp(β · x) (çäåñü β < 0).

Äàëåå ìû áóäåì èçó÷àòü òîëüêî ñëó÷àè (a) è (c). Ïóñòü β = −p, α = −m,
ãäå p > 0. Òîãäà ñëó÷àé (a) èìååò ìåñòî ïðè −p + λ ·m < 0 è 0 ≤ y < 1/m;
ñëó÷àé (c) èìååò ìåñòî ïðè −p + λ ·m < 0 è m < 0.

Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå F (x, y) = 0 â ôîðìå: y = λx · exp(−px + my).
Ðàññìîòðèì íåÿâíîå äèñêðåòíîå îòîáðàæåíèå

xn+1 = λxn · exp(−pxn + mxn+1), n = 0, 1, 2, ... (2.3)

Òåîðåìà 2.3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî p > 0, λ > 0, x0 > 0. Ïóñòü èëè
1) m > 0, −p + λm < 0, è x0 < 1/m (íàïðèìåð, p = 1, m = 0.1, è

λcr = 9.025)
èëè
2) m ≤ 0 (íàïðèìåð, p = 1, m = 0, è λcr = 24.533; p = 1, m = −0.1, è

λcr = 66.686).
Òîãäà îòîáðàæåíèå (2.3) áóäåò õàîòè÷åñêèì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç óñëîâèé òåîðåìû 2.1 è òåîðåìû î íåÿâíîé ôóíêöèè ñëå-
äóåò, ÷òî ÿâíàÿ ôóíêöèÿ y = f(x), ïîëó÷åííàÿ èç íåÿâíîé ôóíêöèè F (x, y) =
0, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ: f([0,∞)) ⊂ [0,∞).

Ïóñòü â (2.3) m 6= 0. Ñ ïîìîùüþ çàìåí vi = pxi ïåðåìåííûõ xi ïðîöåññ
(2.3) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â ôîðìå:

vi+1 = vi exp(r − vi + svi+1); i = 0, 1, 2, ... (2.4)
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ãäå s = m/p, r = ln λ > 0, vi > 0; i = 0, 1, 2, ...

Çàôèêñèðóåì çíà÷åíèå v0 = v∗0. Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé î íåÿâíîé ôóíê-
öèè äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèé v∗1, v

∗
2, ... óðàâíåíèé (2.4) îòíîñèòåëüíî vi+1; i =

0, 1, 2, .... Òîãäà ïðîöåññ (2.4) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàí â ÿâíîé ôîðìå:

vi+1 = vi exp(r + sv∗i+1 − vi); i = 0, 1, 2, ... (2.5)

Ïóñòü m > 0 (s > 0). Òîãäà áóäåì èìåòü v∗i < 1/s è r + sv∗i+1 < r + 1.
Ïîýòîìó ïðîöåññ (2.5) ìîæåò áûòü àïïðîêñèìèðîâàí ïðîöåññîì

ti+1 = ti exp(r + 1− ti); i = 0, 1, 2, .... (2.6)

Òàê êàê õàîñ âîçíèêàåò â ñèñòåìå (2.6) ïðè r + 1 = 3.103, â ñèñòåìå (2.5)
îí âîçíèêíåò ïðè r − 1 = 2.103 (ñì. ïóíêòû (a1) � (a5)). Åñëè m < 0 (s <
0), òî ïðîöåññ (2.1) ìîæåò áûòü àïïðîêñèìèðîâàí ïðîöåññîì (2.5). Â ýòîì
ñëó÷àå r − 1 = 3.103 < r − sv∗i+1 è õàîñ âîçíèêàåò â ñèñòåìå (2.5) ïðè r + 1 =
4.103. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî λ = ln r, ìû ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå òåîðåìû
2.3. (Íà ðèñ. 9�11 ïðåäñòàâëåíû áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû îòîáðàæåíèÿ
xn+1 = λ · exp(−xn + s · xn+1).)

0

1

2

3

4

5

6

x

12 13 14 15 16 17 18
lambda

Ðèñ. 9. Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà îòîáðàæåíèÿ xn+1 = λxn · exp(−xn);
λcr = 24.533
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Ðèñ. 10. Áèôóðêàöèîííàÿ äèà-
ãðàììà îòîáðàæåíèÿ xn+1 = λxn·
exp(−xn + 0.1 · xn+1); λcr = 9.025

Ðèñ. 11. Áèôóðêàöèîííàÿ
äèàãðàììà îòîáðàæåíèÿ
xn+1 = λxn· exp(−xn−0.1 ·xn+1);
λcr = 66.686

3. Õàîòè÷åñêèå àòòðàêòîðû êâàäðàòè÷íûõ ñèñòåì

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû (1.1) a1 > 0, b1 < 0 è a1 + 2b1 < 0.
Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî b+ c = 0, a12 = 0. Òîãäà ëþáîå ðåøåíèå ñèñòåìû
(1.1) ÿâëÿåòñÿ äèññèïàòèâíûì. Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî W :=
{x0, y0, z0} íà÷àëüíûõ äàííûõ òàêîå, ÷òî ∀(x0, y0, z0) ∈ W ðåøåíèå ñèñòåìû
(1.1) ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè (x0, y0, z0) áóäåò îãðàíè÷åííûì.
Äîêàçàòåëüñòâî. (a) Ïåðåïèøåì ñèñòåìó (1.1) â ôîðìå:

ẋ = F(x), x = (x, y, z)T , F : R3 → R3.

Òîãäà äèâåðãåíöèÿ ïîëÿ F(x) ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ïî ôîðìóëå: div F(x) =
a1 + 2b1 < 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñèñòåìà (1.1) ÿâëÿåòñÿ äèññèïàòèâíîé.

(b) Ïîëîæèì b1 = c1 = 0. Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî a11 <
0, a12 = 0, a22 > 0. Â ýòîì ñëó÷àå äîëæíî áûòü b > 0 è c < 0. Âîñïîëüçîâàâ-
øèñü çàìåíîé ïåðåìåííîé x → x/(2b), ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî b = 1, c = −1.
Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ èç (1.1) ñëåäóåò, ÷òî

ẋ(t) = a1x(t) + a11y
2
0 exp




t∫

t0

x(τ) dτ


 + a22z

2
0 exp


−

t∫

t0

x(τ) dτ


 .

Ïîëîæèì V (t) = ẋ(t)−a1x(t), ãäå ôóíêöèÿ V (t) îïðåäåëåíà íà èíòåðâàëå
[t0, t] ∈ [0,∞). Òîãäà ìû ïîëó÷èì:

V (t) = a11y
2
0 exp




t∫

t0

x(τ) dτ


 + a22z

2
0 exp


−

t∫

t0

x(τ) dτ


 . (3.1)
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Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè t îò ôóíêöèè V (t). Ñ ïîìîùüþ óðàâ-

íåíèÿ (3.1) ìû èñêëþ÷èì âûðàæåíèå exp(±
t∫
0

x(τ) dτ) èç ôîðìóëû

V̇ (t) = a11y
2
0x(t) exp




t∫

t0

x(τ) dτ


− a22z

2
0x(t) exp


−

t∫

t0

x(τ) dτ


 .

Òîãäà áóäåì èìåòü (V̇ (t))2 = x2(t)(V 2(t)− 4a11a22y
2
0z

2
0). Îòñþäà ñëåäóåò:

V̇ (t) = ±x(t)
√

V 2(t) + g, g =
−4a11a22y

2
0z

2
0

a2
1

> 0.

Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíî ê âèäó:

±
t∫

t0

x(τ)dτ =

t∫

t0

dV√
V 2 + g

= ln
V (t) +

√
V 2(t) + g

V (t0) +
√

V 2(t0) + g
. (3.2)

Ïîäñòàâëÿÿ (3.2) â (3.1) ∀t ∈ [t0,∞), ìû ïîëó÷èì:

V (t) = a11y
2
0

V (t) +
√

V 2(t) + g

V (t0) +
√

V 2(t0) + g
+ a22z

2
0

V (t0) +
√

V 2(t0) + g

V (t) +
√

V 2(t) + g
. (3.3)

ßñíî, ÷òî ∀V (t) âåëè÷èíà V (t) +
√

V 2(t) + g > 0. Ïîýòîìó ìîæíî îïðåäå-
ëèòü âåëè÷èíû

−p =
a11y

2
0

V (t0) +
√

V 2(t0) + g
< 0, s = a22z

2
0 · (V (t0) +

√
V 2(t0) + g) > 0.

Òîãäà óðàâíåíèå (3.3) ïðèíèìàåò ôîðìó V = −p · (V +
√

V 2 + g) + s · (V +√
V 2 + g)−1. Îòñþäà ñëåäóåò:

V = ± s− pg√
(1 + 2p)(1 + 2p + 2s− 2pg)

.

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ (3.3) îïðåäåëåíû ñëåäó-
þùèì íåðàâåíñòâîì:

1 + 2p + 2s− 2pg > 0. (3.4)

Ïóñòü óñëîâèå (3.4) âûïîëíåíî. Òîãäà èç (3.1) ñëåäóåò:

exp




t∫

t0

x(τ) dτ


 =

−V +
√

V 2 + g

−2a11y2
0

> 0.



ÍÎÂÛÅ ÒÈÏÛ 3-D ÑÈÑÒÅÌ Ñ ÕÀÎÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÄÈÍÀÌÈÊÎÉ 31

Òàê êàê ôóíêöèÿ V (t) îãðàíè÷åíà, òî ôóíêöèÿ
t∫

t0

x(τ) dτ ïðè t → ∞ òàêæå

îãðàíè÷åíà. Ñëåäîâàòåëüíî, äîëæíî áûòü lim
t→∞x(t) = 0 (óñëîâèå ñõîäèìîñòè

íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà) è lim
i→∞

ẋ(ti) = 0.
Ââåäåì â ñèñòåìó (1.1) íîâûå ïåðìåííûå ρ è φ ïî ôîðìóëàì: y = ρ cosφ,

z = ρ sinφ, ãäå ρ > 0. Òîãäà ïîëó÷èì:




ẋ(t) = a1 · x(t) + ρ2(t) · (a11 cos2 φ(t) + a12 cosφ(t) sinφ(t) + a22 sin2 φ(t)),
ρ̇(t) = (b1 + (b cos2 φ(t) + c sin2 φ(t)) · x(t)) · ρ(t),
φ̇(t) = −c1 − (b− c) cos φ(t) · sinφ(t) · x(t).

(3.5)
Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (3.5) ñëåäóåò, ÷òî óðàâíåíèå V (t) ≡ ẋ(t)−

a1x(t) = 0 èìååò ñ÷åòíîå ÷èñëî êîðíåé t1, ...ti, ..., ãäå φ(ti) = kiπ; ki öåëîå
÷èñëî. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ V (t) ìåíÿåò çíàê ñ ïåðèîäîì π. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ôóíêöèè x(t) è ẋ(t) òàêæå ìåíÿþò çíàêè ñ ïåðèîäîì π.

ßñíî, ÷òî ñóùåñòâóåò t∗ ∈ [0,∞) òàêîå, ÷òî ïðè t > t∗ ôóíêöèÿ |x(t)|
ÿâëÿåòñÿ óáûâàþùåé. Ðèñóíîê 12 äåìîíñòðèðóåò ýòî óòâåðæäåíèå.

Íàêîíåö, åñëè x(t) → 0, òî ïðè b1 = c1 = 0 è â ñèëó ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà
∞∫
t0

x(τ) dτ èç âòîðîãî è òðåòüåãî óðàâíåíèé ñèñòåìû (1.1) ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèÿ

y(t) è z(t) îãðàíè÷åíû.

–10

–5

0

5

10

x(t)

10 20 30 40
t

Ðèñ. 12. Ýâîëþöèÿ ôóíêöèè x(t)

(c) Ïåðåïèøåì ñèñòåìó (1.1) â ôîðìå:

ẋ =




0 0 0
0 b1 c1

0 −c1 b1


x + G(x) ≡ Ax + G(x) ≡ F(x),
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ãäå x = (x, y, z)T ; G,F : R3 → R3.

Ïðåäñòàâèì ïîñëåäíåå óðàâíåíèå â ñëåäóþùåì èíòåãðàëüíîì âèäå:

x(t) = exp(At)x0 +

t∫

0

expA(t− τ)G(x(τ)) dτ, (3.6)

ãäå x0 ∈ W .
Èç (3.6) ñëåäóåò:

‖x(t)‖ ≤ k‖x0‖+

t∫

0

k‖G(x(τ))‖ dτ, (3.7)

ãäå k = ‖ exp(At)‖ < ∞.

Ïðè x0 ∈ W ðåøåíèå x(t) óðàâíåíèÿ ẋ = G(x) îãðàíè÷åíî. Ñëåäîâàòåëü-
íî, ìû äîëæíû èìåòü

∞∫
0

‖G(x(τ))‖ dτ < ∞. Ïîýòîìó, âîñïîëüçîâàâøèñü íåðà-

âåíñòâîì Ãðîíîóîëà � Áåëëìàíà èç (3.7), ìû ïîëó÷àåì:

‖x(t)‖ ≤ k‖x0‖ exp

[ ∞∫

0

k‖G(x(τ))‖ dτ

]
< ∞.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïóñòü x(ti) = xi, ρ(ti) = ρi, φ(ti) = φi, ãäå ti � êîðíè ïåðâîãî óðàâíåíèÿ
ẋ(ti) = 0 ñèñòåìû (3.5), i = 1, 2, ... . Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ... < φi−1 < φi <
φi+1 < φi+2 < ....

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî òîëüêî îäíî èç ñëåäóþùèõ äâóõ óñëîâèé èìååò
ìåñòî:

èëè ti, ti+1 è ti+2 ÿâëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè ìèíèìóìîì, ìàêñèìóìîì
è ìèíèìóìîì ρ(t); i = 1, 2, ...;

èëè ti, ti+1 è ti+2 ÿâëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè ìàêñèìóìîì, ìèíèìóìîì
è ìàêñèìóìîì ôóíêöèè x(t); i = 1, 2, ....

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååò ìåñòî âòîðîé âàðèàíò.

Òåîðåìà 3.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ìîìåíò t∗ òàêîé, ÷òî èç
óñëîâèÿ t > t∗ ñëåäóåò x(t) ≥ 0. Ïóñòü ∀i ∈ {1, 3, 5, ...} âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

ti+2∫

ti

[
b + c + (b− c) cos 2φ(τ)− b1(b− c)

c1
sin 2φ(τ)

]
· x(τ) dτ < 0. (3.8)

Òîãäà â óñëîâèÿõ òåîðåìû 3.1 â ñèñòåìå (1.1) ïðèñóòñòâóþò èëè ïðåäåëü-
íûå öèêëû, èëè õàîòè÷åñêèå àòòðàêòîðû.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ñèñòåìû (3.5) ìû ïîëó÷àåì:

x(ti) = −ρ2(ti) · (a11 cos2 φ(ti) + a12 cosφ(ti) sin φ(ti) + a22 sin2 φ(ti))
a1

, (3.9)

i = 1, 2, ...
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ äðîáü:

xi+2

xi
=

ρ2
i+2 · (a11 cos2 φi+2 + a12 cosφi+2 sinφi+2 + a22 sin2 φi+1)

ρ2
i · (a11 cos2 φi + a12 cosφi sinφi + a22 sin2 φi)

.

Èç (3.9) ñëåäóåò, ÷òî ∀i âåëè÷èíà φ(ti+2)−φ(ti) = φ(T ), ãäå φ(T ) � ïåðèîä
ôóíêöèè a11 cos2 φ(t) + a12 cosφ(t) sin φ(t) + a22 sin2 φ(t). Òîãäà

a11 cos2 φi+2 + a12 cosφi+2 sinφi+2 + a22 sin2 φi+2

a11 cos2 φi + a12 cosφi sinφi + a22 sin2 φi
= 1.

Ëþáàÿ ôóíêöèÿ âèäà d11 cos2 φ + d12 cosφ sinφ + d22 sin2 φ âñåãäà ìîæåò
áûòü ïðåîáðàçîâàíà ê ôîðìå g1 +g2 cos 2φ+g12

√
1− cos2 2φ . Ñëåäîâàòåëüíî,

ïåðèîä ýòèõ ôóíêöèé ðàâåí π. Òîãäà èç òðåòüåãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (3.5)
âûòåêàåò

φ(ti+2)− φ(ti) = π = c1(ti+2 − ti) +
b− c

2

ti+2∫

ti

sin 2φ(t)x(t) dt; c1 < 0.

(Åñëè c1 > 0, òî φ(ti+2)− φ(ti) = −π.)
Ïîýòîìó äðîáü xi+2/xi ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà â âèäå:

xi+2

xi
= exp

[
2b1π

c1
+

ti+2∫

ti

[
b+c+(b−c) cos 2φ(τ)− b1(b− c)

c1
sin 2φ(τ)

]
·x(τ) dτ

]
=

= λ exp

[ ti+2∫

ti

[
b + c + (b− c) cos 2φ(τ)− b1(b− c)

c1
sin 2φ(τ)

]
· x(τ) dτ

]
,

ãäå λ = exp(2b1π/c1).
Ââåäåì ôóíêöèþ

h(φ) = b + c + (b− c) cos 2φ− b1(b− c)
c1

sin 2φ.

Îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ x(t) ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî óáûâàþùåé íà èíòåðâà-
ëå [ti, ti+1] è ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé íà èíòåðâàëå [ti+1, ti+2]. Òîãäà ìû èìå-
åì (èç èçâåñòíîé òåîðåìû î ñðåäíåì çíà÷åíèè îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà):

ti+2∫

ti

h(φ(τ)) · x(τ) dτ =

ti+1∫

ti

h(φ(τ)) · x(τ) dτ +

ti+2∫

ti+1

h(φ(τ)) · x(τ) dτ =
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= x(ti + 0)

ξ∫

ti

h(φ(τ)) dτ + x(ti+1 − 0)

ti+1∫

ξ

h(φ(τ)) dτ +

+x(ti+1 + 0)

ζ∫

ti+1

h(φ(τ)) dτ + x(ti+2 − 0)

ti+2∫

ζ

h(φ(τ)) dτ, (3.10)

ãäå ti ≤ ξ ≤ ti+1, ti+1 ≤ ζ ≤ ti+2. Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî t∗ < ti. Òîãäà
ôóíêöèÿ x(t) ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé íà èíòåðâàëå [ti, ti+2]. Ïîýòîìó ñóùå-
ñòâóþò âåëè÷èíû ξ è ζ òàêèå, ÷òî

x(ti+1 − 0)

ti+1∫

ξ

h(φ(τ)) dτ + x(ti+1 + 0)

ζ∫

ti+1

h(φ(τ)) dτ = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, èç (3.10) ñëåäóåò:
ti+2∫

ti

h(φ(τ)) · x(τ) dτ = pixi + pi+2xi+2,

ãäå âåëè÷èíû pi =
ξ∫

ti

h(φ(τ)) dτ, pi+2 =
ti+2∫
ζ

h(φ(τ)) dτ ìîãóò èìåòü ëþáûå çíà-
êè.

Îêîí÷àòåëüíî ìû ïîëó÷àåì:

xi+2 = λxi exp(pixi + pi+2xi+2); i = 1, 3, 5, ..., 2n− 1, ... (3.11)

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè pixi + pi+2xi+2 < 0, òî óñëîâèå (3.8) áóäåò âûïîëíåíî.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî pi = −p < 0, pi+2 = m ∈ R. Ñîãëàñíî òåîðåìå 3.1 âñå
ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.1) îãðàíè÷åíû. Ïîýòîìó óñëîâèÿ (a) è (c) ðàçäåëà 2 ìîãóò
áûòü îáúåäèíåíû â îäíî óñëîâèå: −p + λm < 0 (ñì. ðàçäåë 2). Äàëåå ìîæíî
âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé 2.3.

Íàïðèìåð, ïîëîæèì λ = 20, pi = −4, pi+2 = −1. Òîãäà ïîñëå ïåðâîé
èòåðàöèè ìû ïîëó÷àåì óðàâíåíèå x = λx exp((pi + pi+2)x); ýòî óðàâíåíèå
èìååò äâà êîðíÿ: 0, 0.6. Ïîñëå âòîðîãî øàãà èòåðàöèè ìû ïîëó÷àåì óðàâíåíèå
x = λ2x exp((pi + 2pi+2)x + piλ exp((pi + pi+2)x)); ýòî óðàâíåíèå èìååò ÷åòûðå
êîðíÿ: 0, 0.11, 0.6, 0.82 è òàê äàëåå. Îêîí÷àòåëüíî ìû ïðèõîäèì ê ñöåíàðèþ
Ôåéãåíáàóìà óäâîåíèÿ ïåðèîäà. Ýòî îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå â ñèñòåìå (1.1)
ïðåäåëüíûõ öèêëîâ èëè õàîòè÷åñêèõ àòòðàêòîðîâ.

Ïóñòü xi = zi > 0, pi = −1, pi+2 = 0, xi+2 = zi+1. Òîãäà ïðîöåññ (3.11)
ìîæåò áûòü ïåðåïèñàí â âèäå:

zi+1 = zi exp(r − zi), r =
2πb1

c1
> 0, i = 0, 1, 2... (3.12)
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Ïðîöåññ (3.12) íàçûâàåòñÿ äèñêðåòíîé ïîïóëÿöèîííîé ìîäåëüþ Ðèêêåðà
[5]. Èçâåñòíî [2], ÷òî ìîäåëü Ðèêêåðà èìååò 2-öèêëû, 4-öèêëû è õàîòè÷åñêèé
àòòðàêòîð êîãäà, ñîîòâåòñòâåííî, r = 2.1, r = 2.6 è r = 3.

Òåîðåìà 3.3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî a1 > 0, a1 +2b1 < 0, a11/b < 0 è a22/c < 0.
Ïóñòü òàêæå

b + c 6= 0,
a2

12

(b + c)2
− a11a22

bc
< 0

è ñóùåñòâóåò ìîìåíò t∗ òàêîé, ÷òî èç óñëîâèÿ t > t∗ ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèå
x(t) ñèñòåìû (1.1) ïîëîæèòåëüíî. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî ñïðàâåäëèâû
óñëîâèÿ b1 < 0 è (3.8). Òîãäà â ñèñòåìå (1.1) ñóùåñòâóþò èëè ïðåäåëüíûå
öèêëû, èëè õàîòè÷åñêèå àòòðàêòîðû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îãðàíè÷åííîñòü ðåøåíèé ñèñòåìû (1.1), â óñëîâèÿõ òåîðå-
ìû 3.3, ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [2]. Ñ ïîìîùüþ çàìåí ïåðåìåííûõ
y → −y, z → −z âñåãäà ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òî c1 > 0. Ïîýòîìó ìû ìîæåì
ñ÷èòàòü, ÷òî â (3.5) c1 > 0. Òîãäà èç (3.5) áóäåì èìåòü:

ρ(t) = ρ0 +

t∫

0

[(
b1 + (b cos2 φ(t) + c sin2 φ(t)) · x(t)

)
· ρ(t)

]
dτ <

ρ0 +

t∫

0

[
(b cos2 φ(t) + c sin2 φ(t)) · x(t) · ρ(t)

]
dτ. (3.13)

Ðåøåíèå x(t) îãðàíè÷åíî. Èç (3.13) ñëåäóåò, ÷òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû 3.2
ðåøåíèå ρ(t) òàêæå áóäåò îãðàíè÷åíî (ìû íàïîìíèì, ÷òî b1 < 0). Ýòî îçíà÷à-
åò, ÷òî è ðåøåíèÿ y(t) è z(t) ñèñòåìû (1.1) òàêæå áóäóò îãðàíè÷åíû.

Åñëè ìû ïîñòóëèðóåì îãðàíè÷åííîñòü ðåøåíèÿ x(t), òî äîêàçàòåëüñòâî
òåîðåìû 3.3 ïîëíîñòüþ ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.2 ïðè óñëîâèè
b + c 6= 0.

Òåîðåìà 3.3 ìîæåò áûòü îáîáùåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ðàññìîòðèì ñèñòåìó





ẋ(t) = a1x(t) + a11y
2(t) + a12y(t)z(t) + a22z

2(t),
ẏ(t) = d1x(t) + d2y(t) + d3z(t) + bx(t)y(t),
ż(t) = e1x(t) + e2y(t) + e3z(t) + cx(t)z(t).

(3.14)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòðèöà



0 0 0
d1 d2 d3

e1 e2 e3


 (3.15)

èìååò ñïåêòð: 0, γ ± iδ, ãäå γ < 0, δ 6= 0; γ, δ, di, ei ∈ R, i = 1, ..., 3.
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Çàìåíèì ìàòðèöó 


0 0 0
0 b1 c1

0 −c1 b1




ìàòðèöåé (3.15). Òîãäà äëÿ ñèñòåìû (3.14) ìû ìîæåì ïîëó÷èòü ðåçóëüòàò,
ïîäîáíûé òåîðåìå 3.3, â êîòîðîì óñëîâèå a1 + 2b1 < 0 äîëæíî áûòü çàìåíåíî
óñëîâèåì a1 + 2γ < 0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèñòåìà (1.1) ïðè d1 = e1 = 0 èìååò õàîòè÷åñêèé àò-
òðàêòîð. Åñëè çíà÷åíèÿ d1 = 0, e1 = 0 íå ÿâëÿþòñÿ áèôóðêàöèîííûìè, òî äëÿ
äîñòàòî÷íî ìàëûõ âåëè÷èí |d1| è |e1| ñèñòåìà (3.14) òàêæå èìååò õàîòè÷åñêèé
àòòðàêòîð.

4. Ïðèìåðû

Íèæå, íà ðèñóíêàõ 13 � 17, äëÿ ñèñòåìû (3.14) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ
ïàðàìåòðîâ, ïðåäñòàâëåíû íîâûå òèïû õàîòè÷åñêèõ àòòðàêòîðîâ.





ẋ(t) = 3x(t)− y2(t) + z2(t),
ẏ(t) = −y(t)− 20z(t) + 10x(t)y(t),
ż(t) = x(t) + 20y(t)− z(t)− 15x(t)z(t).

(4.1)

50
25

x(t)0
-25
-50

130

y(t)

30-70-170

200

100

0z(t)

-100

-200

Ðèñ. 13. Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû (4.1) äëÿ t = 10





ẋ(t) = 4x(t)− y2(t) + z2(t),
ẏ(t) = −y(t)− 250z(t) + 10x(t)y(t),
ż(t) = x(t) + 250y(t)− z(t)− 15x(t)z(t).

(4.2)
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-85
-35z(t)
15

70
18

x(t)
8

65

20y(t)
-2

-12-30

-80

Ðèñ. 14. Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû (4.2) äëÿ t = 10





ẋ(t) = −y2(t) + z2(t),
ẏ(t) = y(t)− 250z(t) + 10x(t)y(t),
ż(t) = 250y(t) + z(t)− 15x(t)z(t),

(4.3)

-20
-10

0,6

0,1

0 z(t)

x(t)
-0,4

-0,9

10

-1,4
20

10
0

20-10y(t) -20

Ðèñ. 15. Ýâîëþöèè àòòðàêòîðà ñèñòåìû (4.3) äëÿ t = 10





ẋ(t) = −5x(t) + (1.6y(t) + z(t))(y(t)− z(t)),
ẏ(t) = 2y(t) + 28z(t)− x(t)y(t),
ż(t) = x(t)− 28y(t) + 2z(t) + x(t)z(t).

(4.4)
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-6
14

x(t)
34

54 40
20

0 y(t)-20
-40-40

-20

0z(t)

20

40

Ðèñ. 16. Ýâîëþöèè àòòðàêòîðà ñèñòåìû (4.4) äëÿ t = 10





ẋ(t) = 3x(t)− 10z(t)) + 20(y2(t)− z2(t),
ẏ(t) = 10z(t)− 20x(t)y(t),
ż(t) = 10x(t)− 10y(t) + 20x(t)z(t).

(4.5)

-450

-200
x(t)

50
300

300

y(t)

50
-200

-450

-440

-240

-40z(t)

160

360

Ðèñ. 17. Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû (4.5) äëÿ t = 10

Â çàêëþ÷åíèå çàìåòèì, ÷òî äëÿ ñèñòåì (4.1), (4.2) è (4.5) óñëîâèÿ òåîðåìû
3.3 (è åå îáîáùåíèé ïðè d1 = 0, e1 = 1) âûïîëíåíû. Äëÿ ñèñòåì (4.3), (4.4)
ýòè óñëîâèÿ íå óäîâëåòâîðåíû.
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