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Ðîçãëÿäà¹òüñÿ ïðîáëåìà ñêàëÿðèçàöi¨ äëÿ îäíîãî êëàñó çàäà÷ âåêòîðíî¨
îïòèìiçàöi¨ â ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíèõ áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ. Ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî
öiëüîâå âiäîáðàæåííÿ ìà¹ îñëàáëåíó âëàñòèâiñòü íàïiâíåïåðåðâíîñòi çíèçó òà
óïîðÿäêîâóâàëüíèé êîíóñ íå ¹ òiëåñíèì. Çàïðîïîíîâàíî ìåòîä ñêàëÿðèçàöi¨,
ÿêèé óñïàäêîâó¹ iäå¨ ïiäõîäó Ïàñêîëåòòi � Ñåðàôiíi. Ïîêàçàíî, ùî â öüîìó âè-
ïàäêó ñêàëÿðíi çàäà÷i îïòèìiçàöi¨ ìîæíà àïðîêñèìóâàòè êâàäðàòè÷íèìè çàäà-
÷àìè ìiíiìiçàöi¨.

Êëþ÷îâi ñëîâà: âåêòîðíîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ, íàïiâíåïåðåðâíiñòü çíèçó, ÷àñòêîâî âïî-
ðÿäêîâàíi ïðîñòîðè, åôåêòèâíi ðîçâ'ÿçêè, óçàãàëüíåíi ðîçâ'ÿçêè.

1. Âñòóï

Ðîçãëÿäàþòüñÿ çàäà÷i âåêòîðíî¨ îïòèìiçàöi¨ â áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ ó
ïîñòàíîâöi, ÿêà çàëó÷à¹ òîïîëîãi÷íi âëàñòèâîñòi ïðîñòîðó îáðàçiâ öiëüîâîãî
âiäîáðàæåííÿ. Ââàæà¹òüñÿ, ùî öiëüîâå âiäîáðàæåííÿ ìà¹ îñëàáëåíó âëàñòè-
âiñòü íàïiâíåïåðåðâíîñòi çíèçó òà äi¹ â áàíàõiâ ïðîñòið, ÿêèé ¹ ÷àñòêîâî
âïîðÿäêîâàíèì çàãîñòðåíèì íåòiëåñíèì êîíóñîì Λ. Õàðàêòåðíîþ îñîáëèâiñ-
òþ îçíà÷åíîãî êëàñó çàäà÷ ¹ òîé ôàêò, ùî çàëó÷åííÿ êëàñè÷íîãî ìåòîäó
ñêàëÿðèçàöi¨ (ìåòîäó ëiíiéíèõ çãîðòîê) äëÿ çíàõîäæåííÿ (Λ, µ)-åôåêòèâíèõ
ðîçâ'ÿçêiâ íå çàâæäè ìîæëèâå. Òàêèé ïiäõîä äîçâîëÿ¹ çíàéòè âñi åôåêòèâ-
íi ðîçâ'ÿçêè âiäïîâiäíèì âèáîðîì ïàðàìåòðó ëèøå äëÿ îïóêëèõ çàäà÷. Êðiì
òîãî, ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i ìiíiìiçàöi¨ ëiíiéíî¨ çãîðòêè ìîæóòü íå íàëåæàòè äî
êëàñó (Λ, µ)-åôåêòèâíèõ ðîçâ'ÿçêiâ âèõiäíî¨ çàäà÷i âåêòîðíî¨ îïòèìiçàöi¨.

Ó çâ'ÿçêó ç öèì ìåòîþ äàíî¨ ðîáîòè ¹ çàëó÷åííÿ iíøîãî òèïó ñêàëÿðèçàöi¨
çàäà÷ âåêòîðíî¨ îïòèìiçàöi¨ ç epi-íàïiâíåïåðåðâíèì çíèçó öiëüîâèì âiäîáðà-
æåííÿì òà íåòiëåñíèì óïîðÿäêîâóâàëüíèì êîíóñîì. À ñàìå, äëÿ öüîãî ðîçãëÿ-
äà¹òüñÿ ïiäõiä àäàïòèâíî¨ ñêàëÿðèçàöi¨, ÿêèé óñïàäêîâó¹ iäå¨ ìåòîäó íåëiíié-
íî¨ ñêàëÿðèçàöi¨ Ïàñêîëåòòi � Ñåðàôiíi. Ïîêàçàíî, ùî â öüîìó âèïàäêó çàäà÷i
�����������������
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ñêàëÿðíî¨ îïòèìiçàöi¨ ìîæíà àïðîêñèìóâàòè êâàäðàòè÷íèìè çàäà÷àìè ìiíi-
ìiçàöi¨. Ïåðåâàãîþ òàêîãî ïiäõîäó ¹ ìîæëèâiñòü çàëó÷åííÿ øèðîêîãî êëà-
ñó åôåêòèâíèõ ÷èñåëüíèõ àëãîðèòìiâ äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷ âåêòîðíî¨ îïòè-
ìiçàöi¨.

2. Îñíîâíi ïîçíà÷åííÿ òà ïîñòàíîâêà çàäà÷i âåêòîðíî¨
îïòèìiçàöi¨

Íåõàé U � áàíàõiâ ïðîñòið êåðóâàíü, ÿêèé ¹ äóàëüíèì äî äåÿêîãî ñåïàðà-
áåëüíîãî áàíàõîâîãî ïðîñòîðó. Íåõàé X ¹ ðåôëåêñèâíèì áàíàõîâèì ïðîñòî-
ðîì. Áóäåìî ââàæàòè, ùî ïðîñòið U × X, ÿê òîïîëîãi÷íèé, íàäiëåíèé
τ -òîïîëîãi¹þ, çà ÿêó âiçüìåìî äîáóòîê ∗-ñëàáêî¨ òîïîëîãi¨ â U òà ñëàáêî¨
òîïîëîãi¨ â X. Íåõàé Z � ïðîñòið îáðàçiâ öiëüîâîãî âiäîáðàæåííÿ, ÿêèé ¹
äóàëüíèì äî äåÿêîãî ñåïàðàáåëüíîãî áàíàõîâîãî ïðîñòîðó (òîáòî Z = V ∗).
Ïðîñòið Z íàäiëåíèé òîïîëîãi¹þ µ, ç ÿêîþ áóäåìî ïîâ'ÿçóâàòè ∗-ñëàáêó òîïî-
ëîãiþ.

Îçíà÷åííÿ 2.1. Àëãåáðà¨÷íîþ âíóòðiøíiñòþ êîíóñà Λ íàçèâà¹òüñÿ òàêà
ìíîæèíà:

cor(Λ) =
{

y ∈ Λ : ∀z ∈ Z ∃λ̂ > 0, y + λz ∈ Λ,∀λ ∈ [0, λ̂]
}

.

Íåõàé ïðîñòið V ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíî çà äîïîìîãîþ îïóêëîãî çàãîñòðå-
íîãî êîíóñà K ç íåïîðîæíüîþ àëãåáðà¨÷íîþ âíóòðiøíiñòþ cor(K). Ïðèïóñòè-
ìî, ùî êîíóñ Λ ¹ ñïðÿæåíèì äî äåÿêîãî êîíóñà K, òîáòî

Λ = K∗ = {z ∈ Z : 〈z, λ〉Z;V ≥ 0, ∀λ ∈ K} .

Îçíà÷åííÿ 2.2. Êâàçiâíóòðiøíiñòþ êîíóñà K íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà

K] = {λ ∈ K : 〈z, λ〉Z;V > 0, ∀z ∈ Λ \ {0Z}} .

Ïîçíà÷èìî ÷àñòêîâèé ïîðÿäîê ó ïðîñòîði Z, ïîðîäæåíèé êîíóñîì Λ, ÷åðåç
≤Λ, ùî îçíà÷à¹:

z1 ≤Λ z2 ⇐⇒ z2 − z1 ∈ Λ, z1 <Λ z2 ⇐⇒ z2 − z1 ∈ Λ \ {θZ}.

Íåõàé I : U ×X → Z ¹ çàäàíèì öiëüîâèì âiäîáðàæåííÿì íà íåïîðîæíié
ïiäìíîæèíi äîïóñòèìèõ ïàð Ξ ⊂ U ×X.

Îçíà÷åííÿ 2.3. [4] Ïiäìíîæèíó ïðîñòîðó Z ∪ {±∞} áóäåìî íàçèâàòè Λµ-
iíôiìóìîì âiäîáðàæåííÿ I : U ×X → Z òà ïîçíà÷àòè infΛ,µ

(u,x)∈ΞI(u, x), ÿêùî
âîíà ¹ åôåêòèâíèì Λµ-iíôiìóìîì îáðàçó I(Ξ), òîáòî

infΛ,µI(Ξ) :=
{

minΛ(clµI(Ξ)), minΛ(clµI(Ξ)) 6= ∅,
{−∞}, minΛ(clµI(Ξ)) = ∅,
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äå ïîçíà÷åíî: clµI(Ξ) � µ-çàìèêàííÿ îáðàçó öiëüîâîãî âiäîáðàæåííÿ I(Ξ),
minΛ clµI(Ξ) � ìíîæèíà Λ-ìiíiìàëüíèõ åëåìåíòiâ äëÿ clµI(Ξ), òîáòî òàêèõ
åëåìåíòiâ z∗ ∈ clµI(Ξ), ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâi

(z∗ − Λ) ∩ clµI(Ξ) = {z∗}.

Íåõàé {I(uk, xk)}k∈N � äîâiëüíà ïîñëiäîâíiñòü â Z. Ïîçíà÷èìî ìíîæèíó
âñiõ ÷àñòêîâèõ µ-ãðàíèöü öi¹¨ ïîñëiäîâíîñòi ÷åðåç Lµ{I(uk, xk)}. Çàôiêñó¹ìî
äåÿêèé åëåìåíò (u0, x0) ∈ U ×X òà âèçíà÷èìî íàñòóïíó ìíîæèíó:

Lτ×µ(I, (u0, x0)) :=
⋃

{(uk,xk)}∞k=1∈Mτ (u0,x0)

Lµ{I(uk, xk)},

äå Mτ (u0, x0) � ñóêóïíiñòü âñiõ ïîñëiäîâíîñòåé {(uk, xk)}∞k=1 ⊂ U ×X òàêèõ,
ùî (uk, xk)

τ→ (u0, x0) â U ×X.

Îçíà÷åííÿ 2.4. [9] Öiëüîâå âiäîáðàæåííÿ I : U ×X → Z íàçèâà¹òüñÿ epi-
íàïiâíåïåðåðâíèì çíèçó â òî÷öi (u0, x0) ∈ U ×X âiäíîñíî τ -òîïîëîãi¨ â U ×X
òà µ-òîïîëîãi¨ â Z, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

I(u0, x0) = infΛLτ×µ(I, (u0, x0)), (2.1)

äå îïåðàöiÿ infΛA âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê: äëÿ êîæíîãî y ∈ Z óìîâà y ≤Λ infΛA
âèêîíó¹òüñÿ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè y ≤Λ z ïðè âñiõ z ∈ A.

ßêùî öÿ âëàñòèâiñòü âèêîíó¹òüñÿ â áóäü-ÿêié òî÷öi (u, x) ∈ Ξ, òî òàêå
âiäîáðàæåííÿ íàçèâàþòü epi-íàïiâíåïåðåðâíèì çíèçó íà Ξ.

Ñëiä çàóâàæèòè, ùî â ñêàëÿðíîìó âèïàäêó âëàñòèâiñòü epi-íàïiâíåïåðåðâ-
íîñòi çíèçó âiäîáðàæåííÿ åêâiâàëåíòíà êëàñè÷íîìó îçíà÷åííþ ñåêâåíöiéíî¨
íàïiâíåïåðåðâíîñòi çíèçó I : U ×X → R.

Îçíà÷åííÿ 2.5. [10] Âiäîáðàæåííÿ I : U × X → Z íàçèâà¹òüñÿ ëîêàëüíî
îáìåæåíèì çíèçó âiäíîñíî êîíóñà Λ, ÿêùî äëÿ êîæíî¨ ïàðè (u0, x0) ∈ Dom I
iñíó¹ åëåìåíò b ∈ Z òà îêië U(u0, x0) ïàðè (u0, x0) ∈ U ×X òàêi, ùî

b ≤Λ I(u0, x0), ∀(u, x) ∈ U(u0, x0).

Âñþäè äàëi ïðèïóñòèìî, ùî âiäîáðàæåííÿ I : U × X → Z ¹ ëîêàëüíî
îáìåæåíèì çíèçó âiäíîñíî êîíóñà Λ.

Òåîðåìà 2.1. Íåõàé I : U × X → Z � âiäîáðàæåííÿ, íàäãðàôiê ÿêîãî ¹
(τ × µ)-çàìêíåíîþ ïiäìíîæèíîþ ïðîñòîðó U ×X ×Z. Òîäi I : U ×X → Z ¹
epi-íàïiâíåïåðåðâíèì çíèçó íà U ×X.

Àëå äàëåêî íå êîæíå epi-íàïiâíåïåðåðâíå çíèçó âiäîáðàæåííÿ ìà¹
(τ × µ)-çàìêíåíèé íàäãðàôiê.
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Òåîðåìà 2.2. [10] Íåõàé Λ µ-çàìêíåíèé îïóêëèé çàãîñòðåíèé óïîðÿäêîâó-
âàëüíèé êîíóñ â Z òàêèé, ùî íîðìà ‖ · ‖ â Z ¹ Λ-ìîíîòîííîþ. Íåõàé I : U ×
X → Z ¹ ëîêàëüíî îáìåæåíèì çíèçó âiäíîñíî êîíóñà Λ òà epi-íàïiâíåïåðåð-
âíèì çíèçó âiäîáðàæåííÿì íà U ×X. Òîäi íàäãðàôiê I(u, x) ¹ (τ × µ)-çàìê-
íåíîþ ìíîæèíîþ.

Ðîçãëÿíåìî òàêó çàäà÷ó âåêòîðíî¨ îïòèìiçàöi¨ :

I(u, x) → infΛ,µ, (2.2)
(u, x) ∈ Ξ. (2.3)

Ñêîðî÷åíî çàäà÷ó (2.2)�(2.3) áóäåìî ïîçíà÷àòè (Ξ; I; Λ).

Îçíà÷åííÿ 2.6. [4] Ïàðà (u∗, x∗) ∈ Ξ íàçèâà¹òüñÿ (Λ, µ)-åôåêòèâíèì ðîç-
â'ÿçêîì çàäà÷i (2.2)�(2.3), ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

(I(u∗, x∗)− Λ) ∩ clµI(Ξ) = {I(u∗, x∗)}.

Ìíîæèíó âñiõ (Λ, µ)-åôåêòèâíèõ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i (2.2)�(2.3) áóäåìî ïîçíà-
÷àòè ÷åðåç Effµ(Ξ; I; Λ), òîáòî

Effµ(Ξ; I; Λ) =
{
(u, x) ∈ Ξ : I(u, x) ∈ infΛ,µI(Ξ)

}
.

3. Ïðî ñêàëÿðèçàöiþ çàäà÷ âåêòîðíî¨ îïòèìiçàöi¨

Íåõàé {ηk}∞k=1 ¹ Λ-íåçðîñòàþ÷îþ ïîñëiäîâíiñòþ â Z, òîáòî òàêîþ, ùî óìî-
âà ηk+1 ≤Λ ηk âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ k ∈ N. Ïîâ'ÿæåìî âèõiäíó çàäà÷ó âåêòîð-
íî¨ îïòèìiçàöi¨ (2.2)�(2.3) ç íàñòóïíèì ñiìåéñòâîì ìíîæèí:

Θηk
= {(u, x) ∈ Ξ : I(u, x) ≤Λ ηk} ,∀k ∈ N. (3.1)

Î÷åâèäíî, ùî ïîñëiäîâíiñòü {Θηk
}∞k=1 ¹ ìîíîòîííîþ â òàêîìó ñåíñi:

Θηk+1
⊆ Θηk

,∀k ∈ N.

Òàê ÿê íàäãðàôiê âiäîáðàæåííÿ I : U × X → Z ¹ (τ × µ)-çàìêíåíèì, òî
ìíîæèíè Θηk

¹ τ -çàìêíåíèìè äëÿ êîæíîãî k ∈ N.
Ïåðåéäåìî äî ãðàíèöi â ïîñëiäîâíîñòi {Θηk

}∞k=1 ïðè k → ∞. Äëÿ öüîãî
çàëó÷èìî îçíà÷åííÿ çáiæíîñòi ïîñëiäîâíîñòi ìíîæèí çà Êóðàòîâñüêèì.

Îçíà÷åííÿ 3.1. Ñåêâåíöiéíîþ K-íèæíüîþ òà K-âåðõíüîþ ãðàíèöåþ ïîñëi-
äîâíîñòi {Θηk

}∞k=1 íàçèâàþòüñÿ ìíîæèíè

Ks − lim inf
k→∞

Θηk
=

{
(u, x) ∈ U ×X : ∃(uk, xk)

τ→ (u, x), ∃k0 ∈ N,

∀k ≥ k0 : (uk, xk) ∈ Θηk
}
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òà

Ks − lim sup
k→∞

Θηk
=

{
(u, x) ∈ U ×X : ∃nk →∞, ∃(uk, xk)

τ→ (u, x),

∀k ∈ N : (uk, xk) ∈ Θηnk

}
,

âiäïîâiäíî. Ïîñëiäîâíiñòü {Θηk
}∞k=1 çáiãà¹òüñÿ çà Êóðàòîâñüêèì (Ks-çáiãà¹òü-

ñÿ) äî ìíîæèíè Θ, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà:

Ks − lim inf
k→∞

Θηk
= Ks − lim sup

k→∞
Θηk

= Θ.

Òâåðäæåííÿ 3.1. Íåõàé {ηk}∞k=1 ⊂ Z ¹ Λ-íåçðîñòàþ÷îþ ïîñëiäîâíiñòþ òà-
êîþ, ùî ηk

µ→ η∗ â Z. Ïðèïóñòèìî, ùî K ¹ âiäòâîðþâàëüíèì êîíóñîì â V ,

{(u, x) ∈ Ξ : I(u, x) ≤Λ η∗} 6= ∅, (3.2)

òà Ξ � íåïîðîæíÿ ñåêâåíöiéíî τ -çàìêíåíà ïiäìíîæèíà U × X. Òîäi Θη∗ ¹
ñåêâåíöiéíîþ Ks-ãðàíèöåþ ïîñëiäîâíîñòi {Θηk

}∞k=1 ïðè k →∞.

Äîâåäåííÿ. Çà âèêîíàííÿ óìîâè (3.2) òà âíàñëiäîê ìîíîòîííîñòi ïîñëiäîâ-
íîñòi {ηk}∞k=1 ⊂ Z, ìà¹ìî:

{(u, x) ∈ Ξ : I(u, x) ≤Λ η∗} ⊆ {(u, x) ∈ Ξ : I(u, x) ≤Λ ηk} ⊆ Θηk
,∀k ∈ N.

Îòæå, Θηk
6= ∅ äëÿ âñiõ k ∈ N. Íåõàé {(uk, xk)}∞k=1 òà {nk}∞k=1 ⊂ R � äîâiëüíi

ïîñëiäîâíîñòi òàêi, ùî (uk, xk) ∈ Θηnk
äëÿ âñiõ k ∈ N, nk →∞ ïðè k →∞ òà

ïîñëiäîâíiñòü {(uk, xk)}∞k=1 τ -çáiãà¹òüñÿ äî åëåìåíòà (u∗, x∗) ∈ U ×X.
Çà âèõiäíèìè ïðèïóùåííÿìè, êîíóñ K ¹ âiäòâîðþâàëüíèì ç íåïîðîæíüîþ

êâàçiâíóòðiøíiñòþ K]. Òîäi, ÿê âiäîìî ç ïðàöü [2, 11], ó äóàëüíîìó ïðîñòîði
Z = V ∗ óïîðÿäêîâóâàëüíèé êîíóñ Λ = K∗ ¹ íîðìàëüíèì âiäíîñíî òîïîëîãi¨,
ÿêà ïîðîäæåíà íîðìîþ â ïðîñòîði Z, ùî îçíà÷à¹:

0 ≤Λ y ≤Λ z ⇒ ‖y‖Z ≤ ‖z‖Z . (3.3)

Îñêiëüêè I(uk, xk) ≤Λ ηnk
äëÿ âñiõ k ∈ N, òà ïîñëiäîâíiñòü {ηnk

} ìîíîòîííî
µ-çáiãà¹òüñÿ äî η∗ ïðè k → ∞ (à, îòæå, {ηnk

} ¹ îáìåæåíîþ ïîñëiäîâíiñòþ â
Z), òî çãiäíî ç (3.3) âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

I(uk, xk) ≤Λ ηn1 , ∀k ∈ N.

Òîìó, ÿêùî ïîñëiäîâíiñòü {I(uk, xk)}∞k=1 îáìåæåíà çíèçó, òî âëàñòèâiñòü íîð-
ìàëüíîñòi (3.3) ãàðàíòó¹ ¨¨ îáìåæåíiñòü ó ïðîñòîði Z. Îòæå, çà òåîðåìîþ
Áàíàõà � Àëàîãëó, ïîñëiäîâíiñòü {I(uk, xk)}∞k=1 ¹ µ-çáiæíîþ. Iíàêøå âèêîíó-
¹òüñÿ óìîâà infΛ{I(uk, xk)}∞k=1 = −∞Λ, âíàñëiäîê ÷îãî íåðiâíiñòü
I(u∗, x∗) ≤Λ η∗ ¹ î÷åâèäíîþ.

Îòæå, ðîçãëÿíåìî ëèøå ïåðøèé âèïàäîê. Íåõàé ξ ∈ Z ¹ µ-ãðàíèöåþ ïî-
ñëiäîâíîñòi {I(uk, xk)}∞k=1. Ç íåðiâíîñòi I(uk, xk) ≤Λ ηnk

äëÿ âñiõ k ∈ N, óìîâ
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ηnk
↘ η∗ òà I(uk, xk)

µ→ ξ, âèïëèâà¹ ñïiââiäíîøåííÿ ξ ≤Λ η∗. Êðiì òîãî, ìà¹ìî
òàêèé ôàêò: ξ ∈ Lτ×µ(I, (u∗, x∗)) òà âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

I(u∗, x∗)
çãiäíî(2.1)

≤Λ z, ∀z ∈ Lτ×µ(I, (u∗, x∗)).

Çâiäêiëÿ îòðèìó¹ìî:
I(u∗, x∗) ≤Λ η∗. (3.4)

Ç τ -çàìêíåíîñòi ìíîæèíè Ξ âèïëèâà¹ âêëþ÷åííÿ (u∗, x∗) ∈ Ξ. Ïî¹äíóþ÷è
öåé ôàêò ç íåðiâíiñòþ (3.4), ìà¹ìî: (u∗, x∗) ∈ Θη∗ . Îòæå, çà îçíà÷åííÿì 3.1
âèêîíó¹òüñÿ óìîâà Ks − lim sup

k→∞
Θηk

⊆ Θη∗ .
Äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ ïîêàæåìî ñïðàâåäëèâiñòü âêëþ÷åííÿ

Θη∗ ⊆ Ks − lim inf
k→∞

Θηk
.

Äëÿ öüîãî çàôiêñó¹ìî äîâiëüíèé åëåìåíò (u∗, x∗) ∈ Θη∗ . Çàâäÿêè ïðèïó-
ùåííþ (3.2), ìà¹ìî I(u∗, x∗) ≤Λ η∗. Ç òîãî, ùî ïîñëiäîâíiñòü {ηk}∞k=1 ¹ Λ-
íåçðîñòàþ÷îþ, îòðèìó¹ìî:

I(u∗, x∗) ≤Λ η∗ ≤Λ ηnk
, ∀k ∈ N.

Òàêèì ÷èíîì, (u∗, x∗) ∈ Θηk
äëÿ âñiõ k ∈ N. Äëÿ çàâåðøåííÿ ïåðåâiðêè

âêëþ÷åííÿ Θη∗ ⊆ Ks − lim inf
k→∞

Θηk
çàëèøà¹òüñÿ ëèøå ñêîðèñòàòèñÿ îçíà÷åí-

íÿì 3.1.

Îñêiëüêè, â çàãàëüíîìó âèïàäêó, ìíîæèíà (Λ, µ)-åôåêòèâíèõ ðîçâ'ÿçêiâ
äëÿ çàäà÷i (2.2)�(2.3) ìîæå áóòè ïîðîæíüîþ, òî ¹ äîöiëüíèì ðîçãëÿíóòè
íàñòóïíå ïîíÿòòÿ:

Îçíà÷åííÿ 3.2. Åëåìåíò (u∗, x∗) ∈ Ξ íàçèâà¹òüñÿ (τ, µ)- óçàãàëüíåíèì ðîç-
â'ÿçêîì çàäà÷i âåêòîðíî¨ îïòèìiçàöi¨ (2.2)�(2.3), ÿêùî iñíóþòü ïîñëiäîâíiñòü
{(uk, xk)}∞k=1 ⊂ Ξ òà åëåìåíò ξ ∈ infΛ,µ

(u,x)∈ΞI(u, x) òàêi, ùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè:
(uk, xk)

τ→ (u∗, x∗) â U ×X òà I(uk, xk)
µ→ ξ â Z ïðè k →∞.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç GenEffτ,µ(Ξ; I; Λ) ìíîæèíó âñiõ (τ, µ)-óçàãàëüíåíèõ ðîç-
â'ÿçêiâ çàäà÷i (Ξ, I,Λ). ßñíî, ùî

Effµ(Ξ; I; Λ) ⊆ GenEffτ,µ(Ξ; I; Λ). (3.5)

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç scτIλ : Ξ → R τ -íàïiâíåïåðåðâíó çíèçó ðåãóëÿðèçàöiþ
ôóíêöiîíàëà Iλ(u, x) = 〈I(u, x), λ〉Z;V , äå λ ∈ K. ßñíî, ùî scτIλ ¹ τ -íàïiâíåïå-
ðåðâíèì çíèçó ôóíêöiîíàëîì, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó scτIλ ≤Λ Iλ íà Ξ.

Íàâåäåìî âiäîìèé ðåçóëüòàò:
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Òåîðåìà 3.1. [5] Íåõàé ïðîñòîðè U,X, Z âiäïîâiäàþòü çðîáëåíèì âèùå
ïðèïóùåííÿì. Íåõàé ïðè öüîìó ïðîñòið Z = V ∗ ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíèé çà
äîïîìîãîþ çàãîñòðåíîãî êîíóñà Λ = K∗, äå K� îïóêëèé çàãîñòðåíèé êîíóñ ó
V ç íåïîðîæíüîþ àëãåáðà¨÷íîþ âíóòðiøíiñòþ cor(K). Íåõàé Ξ ¹ íåïîðîæ-
íüîþ ñåêâåíöiéíî τ -êîìïàêòíîþ ïiäìíîæèíîþ U×X òà íåõàé I : U×X → Z
çàäàíå âiäîáðàæåííÿ (íå îáîâ'ÿçêîâî epi-íàïiâíåïåðåðâíå çíèçó íà Ξ). Òîäi
ìà¹ ìiñöå âêëþ÷åííÿ:

⋃

λ∈K]

Argmin(u,x)∈ΞscτIλ(u, x) ⊆ GenEffτ,µ(Ξ; I; Λ). (3.6)

Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò ¹ êëþ÷îâèì ó äàíié ñòàòòi.

Òåîðåìà 3.2. Íåõàé Ξ ¹ íåïîðîæíüîþ ñåêâåíöiéíî τ -êîìïàêòíîþ ïiäìíî-
æèíîþ U×X òà I : Ξ → Z çàäàíå epi-íàïiâíåïåðåðâíå çíèçó âiäîáðàæåííÿ.
Íåõàé {ηk}∞k=1 ¹ Λ-ìîíîòîííîþ íåçðîñòàþ÷îþ ïîñëiäîâíiñòþ â Z òàêîþ,
ùî ηk

µ→ ξ ∈ InfΛ,µ
(u,x)∈ΞI(u, x) òà K � âiäòâîðþâàëüíèé êîíóñ ó V . Òîäi

ïîñëiäîâíiñòü {Θηk
} çáiãà¹òüñÿ çà Êóðàòîâñüêèì äî Θξ ïðè k →∞, äå:

Θξ ⊆ GenEffτ,µ(Ξ; I; Λ). (3.7)

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó ïîêàæåìî, ùî ìíîæèíà

{(u, x) ∈ Ξ : I(u, x) ≤Λ ξ}

íåïîðîæíÿ. Ñïðàâäi, âðàõîâóþ÷è ïðèïóùåííÿ ηk
µ→ ξ ∈ InfΛ,µ

(u,x)∈ΞI(u, x),
ìà¹ìî:

{(u, x) ∈ Ξ : I(u, x) ≤Λ ηk} 6= ∅, ∀k ∈ N.

Îòæå, iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü {(uk, xk)}∞k=1 òàêà, ùî (uk, xk) ∈ Θηk
äëÿ âñiõ

k ∈ N. Îñêiëüêè ìíîæèíà Ξ ñåêâåíöiéíî τ -êîìïàêòíà, òî iñíó¹ ïàðà (u∗, x∗) ∈
Ξ òàêà, ùî, ïåðåõîäÿ÷è ïðè íåîáõiäíîñòi äî ïiäïîñëiäîâíîñòi, ìà¹ìî:

Θηk
3 (uk, xk)

τ→ (u∗, x∗) ïðè k →∞.

Ç iíøîãî áîêó, ìà¹ìî î÷åâèäíi íåðiâíîñòi:

ξ ≤Λ I(uk, xk) ≤Λ ηk ≤Λ η1, ∀k ∈ N.

Çàëó÷àþ÷è àðãóìåíòè, ÿê ïðè äîâåäåííi òâåðäæåííÿ 3.1, ìîæíà ïîêàçàòè,
ùî I(uk, xk)

µ→ ξ. Âðàõîâóþ÷è, ùî ξ ∈ infΛLτ×µ(I, (u∗, x∗)) òà áåðó÷è äî óâàãè
âëàñòèâiñòü epi-íàïiâíåïåðåðâíîñòi çíèçó âiäîáðàæåííÿ I : Ξ → Z, äîõîäèìî
âèñíîâêó:

(u∗, x∗) ∈ {(u, x) ∈ Ξ : I(u, x) ≤Λ ξ} òà
(u∗, x∗) ∈ GenEffτ,µ(Ξ; I; Λ) çãiäíî ç îçíà÷åííÿì 3.2, (3.8)
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òîáòî ìíîæèíà {(u, x) ∈ Ξ : I(u, x) ≤Λ ξ} íåïîðîæíÿ. Îòæå, âñi ïåðåäóìîâè
òâåðäæåííÿ 3.1 âèêîíàíi. Òàêèì ÷èíîì, ïîñëiäîâíiñòü {Θηk

}∞k=1 çáiãà¹òüñÿ çà
Êóðàòîâñüêèì äî Θξ ïðè k →∞.

Äîâåäåìî ñïðàâåäëèâiñòü âêëþ÷åííÿ (3.7). Äëÿ öüîãî çàôiêñó¹ìî äîâiëü-
íèé åëåìåíò (v, y) ∈ Θξ. ßêùî ìíîæèíà Θξ ìiñòèòü îäèí åëåìåíò, òîäi óìîâà
(3.7) âèïëèâà¹ ç âèðàçó (3.8). Òîìó ïðèïóñòèìî, ùî (v, y) 6= (u∗, x∗). Çãiäíî ç
îçíà÷åííÿì 3.1, iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü {(vk, yk)}∞k=1 òàêà, ùî (vk, yk)

τ→ (v, y) â
U×X òà (vk, yk) ∈ Θηk

äëÿ âñiõ k ∈ N. Ç òîãî, ùî ηk ↘ ξ òà ξ ∈ InfΛ,µ
(u,x)∈ΞI(u, x),

ìà¹ìî:

ηk − Λ Ks→ ξ − Λ òà (ξ − Λ) ∩ InfΛ,µ
(u,x)∈ΞI(u, x) = ξ çãiäíî ç îçíà÷åííÿì 2.3.

Îòæå, ïîñëiäîâíiñòü {I(vk, yk)}∞k=1 çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi

ξ ≤Λ I(vk, yk) ≤Λ ηk, ∀k ∈ N.

Òîìó, âíàñëiäîê íîðìàëüíîñòi êîíóñà Λ òà òåîðåìè Áàíàõà � Àëàîãëó, ìà¹ìî
I(vk, yk)

µ→ ξ. Òàêèì ÷èíîì, (v, y) ∈ GenEffτ,µ(Ξ; I; Λ) çãiäíî ç îçíà÷åííÿì 3.2.

Äëÿ ïîáóäîâè Λ-ìîíîòîííî¨ ïîñëiäîâíîñòi {ηk}∞k=1 çàñòîñó¹ìî òàêèé ïiä-
õiä. Íåõàé η1 ¹ äîâiëüíèì åëåìåíòîì Z òàêèì, ùî η1 >Λ ξ, äå ξ � çàäàíèé
åëåìåíò ìíîæèíè InfΛ,µ

(u,x)∈ΞI(u, x). Òîäi âåêòîð ζ = η1 − ξ ìîæíà óòîòîæíèòè
ç ïåâíèì íàïðÿìêîì â Z. Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíó ïîñëiäîâíiñòü:

ηk = ξ + k−1ζ, ∀k ∈ N.

Çàóâàæèìî, ùî òàêèé ïiäõiä äî âèáîðó åëåìåíòiâ ïîñëiäîâíîñòi {ηk}∞k=1 áåðå
ñâî¨ì ïî÷àòêîì iäå¨ ïiäõîäó Ïàñêîëåòòi � Ñåðàôiíi [8].

Íåõàé η òà ζ � çàäàíi åëåìåíòè ïðîñòîðó Z. Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíó ñêàëÿð-
íó çàäà÷ó:

inf(u,x,γ)∈Ωη,ζ
Φ(u, x, γ), (3.9)

äå
Φ(u, x, γ) = γ, (3.10)

òà ìíîæèíà äîïóñòèìèõ ðîçâ'ÿçêiâ Ωη,ζ ⊂ U ×X × R âèçíà÷åíà ÿê

Ωη,ζ = {(u, x, γ) ∈ Ξ× R|I(u, x) ≤Λ η + γζ}. (3.11)

Ïðèïóñòèìî, ùî åëåìåíòè η ∈ Z òà ζ ∈ Z çàäîâîëüíÿþòü òàêié óìîâi:

(À1) iñíó¹, ïðèíàéìíi, îäèí åëåìåíò (u, x) ∈ Ξ òàêèé, ùî

I(u, x) ≤Λ η + ζ.

Ïîêàæåìî, ùî ïiäõiä Ïàñêîëåòòi � Ñåðàôiíi ìîæå áóòè çàëó÷åíèé äî çàäà-
÷i âåêòîðíî¨ îïòèìiçàöi¨ â áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ ç epi-íàïiâíåïåðåðâíèì çíèçó
öiëüîâèì âiäîáðàæåííÿì òà ç íåòiëåñíèì óïîðÿäêîâóâàëüíèì êîíóñîì.
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Òåîðåìà 3.3. Íåõàé Ξ � íåïîðîæíÿ ñåêâåíöiéíî τ -êîìïàêòíà ïiäìíîæèíà
U ×X, I : Ξ → Z � ëîêàëüíî îáìåæåíå çíèçó òà epi-íàïiâíåïåðåðâíå çíèçó
öiëüîâå âiäîáðàæåííÿ òà íåõàé K � âiäòâîðþâàëüíèé êîíóñ â V . Òîäi:

(i) ÿêùî (u0, x0) ∈ Effµ(Ξ; I; Λ), òîäi iñíóþòü åëåìåíòè η0 ∈ Z òà ζ0 ∈ Z
òàêi, ùî òðiéêà (u0, x0, 0) ¹ îïòèìàëüíîþ äëÿ ñêàëÿðíî¨ çàäà÷i (3.9)�
(3.11), êðiì òîãî,

(u0, x0, 0) ∈ Ωη0,ζ0 òà inf(u,x,γ)∈Ωη0,ζ0
Φ(u, x, γ) = 0. (3.12)

(ii) ÿêùî (u0, x0, γ0) ∈ U ×X×R ¹ ìiíiìiçàíòîì ó ñêàëÿðíié çàäà÷i (3.9)�
(3.11) ç η ∈ Z òà ζ ∈ Z òàêèìè, ùî η + γ0ζ ∈ InfΛ,µ

(u,x)∈ΞI(u, x), òî

(u0, x0) ∈ GenEffτ,µ(Ξ; I; Λ). (3.13)

(iii) ÿêùî (u0, x0, γ0) ∈ U×X×R ¹ ¹äèíèì ìiíiìiçàíòîì ó ñêàëÿðíié çàäà÷i
(3.9)�(3.11) ç òàêèìè η ∈ Z òà ζ ∈ Z, òî

(u0, x0) ∈ GenEffτ,µ(Ξ; I; Λ). (3.14)

(iv) ÿêùî åëåìåíòè η ∈ Z òà ζ ∈ Z ¹ òàêi, ùî Ωη,ζ 6= ∅, òî ñêàëÿðíà çàäà÷à
(3.9)�(3.11) ìà¹ íåïîðîæíþ ìíîæèíó ìiíiìiçàíòiâ.

Äîâåäåííÿ. ×àñòèíà (i). Íåõàé (u0, x0) ∈ Ξ ¹ (Λ, µ)-åôåêòèâíèì ðîçâ'ÿçêîì
çàäà÷i âåêòîðíî¨ îïòèìiçàöi¨ (2.2)�(2.3). Òîäi I(u0, x0) ∈ InfΛ,µ

(u,x)∈ΞI(u, x). Ïî-
êëàäåìî:

η0 = I(u0, x0) òà ζ0 ¹ äîâiëüíèì íåíóëüîâèì åëåìåíòîì Λ. (3.15)

Ç òîãî, ùî I(u0, x0) = η0 + 0ζ0 âèïëèâà¹, ùî òðiéêà (u0, x0, 0) äîïóñòèìà â
ñêàëÿðíié çàäà÷i (3.9)�(3.11). Äëÿ äîâåäåííÿ ñïðàâåäëèâîñòi âèðàçó (3.12),
ïðèïóñòèìî, ùî

(u0, x0, 0) /∈ Argmin(u,x,γ)∈Ωη0,ζ0
Φ(u, x, γ).

Òîäi iñíó¹ òðiéêà (û, x̂, γ̂) ∈ Ωη0,ζ0 ç âëàñòèâiñòþ:

γ̂ = Φ(û, x̂, γ̂) < Φ(u0, x0, 0) = 0. (3.16)

Çàëó÷àþ÷è âèðàç (3.16) òà òîé ôàêò, ùî (û, x̂, γ̂) ∈ Ωη0,ζ0 , ìà¹ìî:

I(û, x̂) ≤Λ η0 + γ̂ζ0
çà (3.16)

<Λ η0 çà (3.15)
= I(u0, x0).

Ó ðåçóëüòàòi ïðèõîäèìî äî ïðîòèði÷÷ÿ ç óìîâîþ (u0, x0) ∈ Effµ(Ξ; scτI; Λ).
Öå äîâîäèòü ÷àñòèíó (i).
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×àñòèíà (ii). Íåõàé (u0, x0, γ0) ∈ U × X × R ¹ ìiíiìiçàíòîì â ñêàëÿðíié
çàäà÷i (3.9)�(3.11). Íåõàé {γk}∞k=1 ⊂ R � ìîíîòîííà íåçðîñòàþ÷à ïîñëiäîâ-
íiñòü ÷èñåë òàêà, ùî γk → γ0 ïðè k → ∞. Ïîêëàäåìî ηk = η + γkζ äëÿ
âñiõ k ∈ N. ßñíî, ùî {ηk}∞k=1 ¹ Λ-íåçðîñòàþ÷îþ ïîñëiäîâíiñòþ â Z, äëÿ ÿêî¨
åëåìåíò η∗ = η + γ0ζ ¹ µ-ãðàíèöåþ. Ç òîãî, ùî (u0, x0, γ0) ∈ Ωη,ζ , âèïëèâà¹
íàñòóïíå:

(u0, x0)
çà (3.11)∈ Θη∗ òà (u0, x0)

çà ìîíîòîííiñòþ ηk∈ Θηk
, ∀k ∈ N.

Â ðåçóëüòàòi, óìîâà η + γ0ζ ∈ InfΛ,µ
(u,x)∈ΞI(u, x) òà òåîðåìà 3.2 ãàðàíòóþòü, ùî

Θηk

Ks→ Θη∗ òà (u0, x0) ∈ GenEffτ,µ(Ξ; I; Λ).
×àñòèíà (iii). Íåõàé (u0, x0, γ0) ∈ U × X × R ¹ ¹äèíèì ìiíiìiçàíòîì ó

ñêàëÿðíié çàäà÷i (3.9)�(3.11). Â öüîìó âèïàäêó íå ìîæíà çàëó÷èòè òåîðåìó
3.2 òîìó, ùî â çàãàëüíîìó âèïàäêó ìà¹ ìiñöå óìîâà η+γ0ζ /∈ InfΛ,µ

(u,x)∈ΞI(u, x).
Ðàçîì ç òèì, ìà¹ìî: I(u0, x0) = η + γ0ζ.

Íåõàé {(uk, xk, γk)}∞k=1 � ìiíiìiçàöiéíà ïîñëiäîâíiñòü äëÿ çàäà÷i (3.9)�
(3.11), òîáòî (uk, xk)

τ→ (u0, x0) òà γk → γ0. ßê çàâæäè, ìîæíà ïiäiáðàòè
ïîñëiäîâíiñòü {γk}∞k=1 ÿê ìîíîòîííî íåçðîñòàþ÷ó. Òîìó, çàëó÷àþ÷è ãiïîòåçó
(À1), çàóâàæèìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü îáðàçiâ {I(uk, xk)}∞k=1 îáìåæåíà â ïðîñòîði
Z (äèâ. àðãóìåíòè â òåîðåìi 3.2). Îòæå, çà òåîðåìîþ Áàíàõà � Àëàîãëó, iñíó¹
åëåìåíò ξ ∈ Lτ×µ(I, (u0, x0)) òàêèé, ùî I(uk, xk)

µ→ ξ ïðè k →∞. Ïðèïóñòèìî,
ùî ξ /∈ InfΛ,µ

(u,x)∈ΞI(u, x). Òîäi iñíó¹ òàêèé åëåìåíò (û, x̂) ∈ Ξ, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹
íåðiâíîñòi I(û, x̂) <Λ ξ. Ïî¹äíóþ÷è öåé ôàêò iç âëàñòèâiñòþ I(u0, x0) ≤Λ z äëÿ
âñiõ z ∈ Lτ×µ(I, (u0, x0)), ïðèõîäèìî äî ñïiââiäíîøåííÿ

I(û, x̂) ≤Λ I(u0, x0). (3.17)

Ðàçîì ç òèì, ìà¹ìî I(u0, x0) = η + γ0ζ òà η + γ0ζ /∈ InfΛ,µ
(u,x)∈ΞI(u, x). Îòæå,

âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (I(u0, x0)− Λ) ∩ I(Ξ) = ∅. Ïîðiâíþþ÷è öþ óìîâó ç (3.17),
îòðèìó¹ìî I(û, x̂) = I(u0, x0). Ïðîòå öåé ôàêò ñóïåðå÷èòü iñíóâàííþ ¹äèíîãî
ðîçâ'ÿçêó (u0, x0, γ0) â çàäà÷i (3.9)�(3.11). Òàêèì ÷èíîì, ξ ∈ InfΛ,µ

(u,x)∈ΞI(u, x)
òà (u0, x0) ∈ GenEffτ,µ(Ξ; I; Λ).

Äëÿ äîâåäåííÿ ÷àñòèíè (iv) íåîáõiäíî çàóâàæèòè, ùî ìíîæèíà Ωη,ζ ¹ íåïî-
ðîæíüîþ òà ñåêâåíöiéíî êîìïàêòíîþ ïiäìíîæèíîþ U×X×R âiäíîñíî äîáóò-
êó τ -òîïîëîãi¨ òà òîïîëîãi¨ ïîòî÷êîâî¨ çáiæíîñòi â R (äèâ. ãiïîòåçó (À1)).
Îòæå, âðàõîâóþ÷è ëiíiéíó ñòðóêòóðó öiëüîâî¨ ôóíêöi¨ Φ : Ωη,ζ × R → R,
ïðÿìèé ìåòîä âàðiàöiéíîãî ÷èñëåííÿ ïðèâîäèòü äî áàæàíîãî ðåçóëüòàòó.

Äîâåäåííÿ çàâåðøåíî.
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4. Ïðî êâàäðàòè÷íó ðåãóëÿðèçàöiþ çàäà÷ âåêòîðíî¨
îïòèìiçàöi¨

Ïîêàæåìî, ùî iäå¨ ïiäõîäó êâàäðàòè÷íî¨ ðåãóëÿðèçàöi¨ [7], ìîæóòü áóòè
çàëó÷åíi äî ñêàëÿðíî¨ çàäà÷i (3.9)�(3.11). Íåõàé η ∈ Z òà ζ ∈ Z � çàäàíi
åëåìåíòè, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâi (À1). Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ òàêèé äiéñíèé
áàíàõiâ ïðîñòið Y òà îïåðàòîð P : Y → U ×X × R2 ç äåêîìïîçèöi¹þ P(y) =
(P1(y), P2(y), P3(y)), äå P1 : Y → U ×X, P2 : Y → R, P3 : Y → R òàêi, ùî

(Â1) âiäîáðàæåííÿ P1 : Y → U×X òà P2 : Y → R ñþð'¹êòèâíi â òàêîìó ñåíñi:
äëÿ êîæíî¨ òðiéêè (u, x, γ) ∈ U ×X ×R òà êîæíîãî c > 0 iñíó¹ åëåìåíò
y ∈ Y , ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì P1(y) = (u, x), P2(y) = γ,
‖y‖Y ≥ c.

(Â2) P3(y) = ‖y‖2
Y äëÿ âñiõ y ∈ Y .

Äàëi ðîçãëÿíåìî íàñòóïíå ñiìåéñòâî ïàðàìåòðèçîâàíèõ êâàäðàòè÷íèõ çàäà÷
ìiíiìiçàöi¨:

F (y) = ‖y‖2
Y → infy∈∆η,ζ

, (4.1)
∆η,ζ = {y ∈ Y |P1(y) ∈ Ξ, I(P1(y)) ≤Λ η + P2(y)ζ, P2(y) + s ≤ ‖y‖2

Y }, (4.2)

äå s � äîäàòíà êîíñòàíòà.

Òåîðåìà 4.1. Íåõàé Ξ � íåïîðîæíÿ ñåêâåíöiéíî τ -êîìïàêòíà ïiäìíîæèíà
U ×X òà öiëüîâå âiäîáðàæåííÿ I : Ξ → Z ¹ ëîêàëüíî îáìåæåíèì çíèçó òà
epi-íàïiâíåïåðåðâíèì çíèçó íà Ξ . Íåõàé K ¹ âiäòâîðþâàëüíèì êîíóñîì ó
V . Íåõàé Y � ðåôëåêñèâíèé áàíàõiâ ïðîñòið, íàäiëåíèé ñëàáêîþ òîïîëîãi¹þ
σ, i âiäîáðàæåííÿ P1 òà P2 íåïåðåðâíi â òàêîìó ñåíñi

P1(yk)
τ→ P1(y) â U ×X òà P2(yk) → P2(y) â R, (4.3)

ÿê òiëüêè yk
σ→ y â Y . Ïðèïóñòèìî, ùî åëåìåíòè η ∈ Z òà ζ ∈ Z ¹ òàêèìè,

ùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè (À1), (Â1)�(Â2). Òîäi ìàþòü ìiñöå íàñòóïíi òâåð-
äæåííÿ:

(à) iñíó¹ êîíñòàíòà s > 0 òàêà, ùî y0 ∈ ∆η,ζ � ¹äèíèé ìiíiìiçàíò ó
çàäà÷i infy∈∆η,ζ

F (y), i ïðè öüîìó

(u0, x0) = P1(y0) ∈ GenEffτ,µ(Ξ; I; Λ). (4.4)

(b) ÿêùî (u0, x0) ∈ Effµ(Ξ; I; Λ), òîäi iñíóþòü åëåìåíòè η0 ∈ Z, ζ0 ∈ Z,
y0 ∈ Y òà s > 0 òàêi, ùî (u0, x0) = P1(y0), y0 ∈ ∆η0,ζ0 òà y0 ¹ ìiíiìi-
çàíòîì â ðåãóëÿðèçîâàíié çàäà÷i (4.1)�(4.2) ïðè η = η0 òà ζ = ζ0.
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Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó çàóâàæèìî, ùî âèêîíàííÿ ãiïîòåçè (À1) ãàðàíòó¹ âèêî-
íàííÿ íàñòóïíî¨ íåðiâíîñòi:

inf(u,x,γ)∈Ωη,ζ
Φ(u, x, γ) > −∞. (4.5)

Ç τ -êîìïàêòíîñòi ìíîæèíè Ξ âèïëèâà¹ ¨¨ îáìåæåíiñòü, âèáið äîäàòíî¨
çìiííî¨ s ìîæå áóòè ðåàëiçîâàíèé çà òàêèì ïðàâèëîì:

s > −inf(u,x,γ)∈Ωη,ζ
Φ(u, x, γ) + supy∈Y infP1(y)∈Ξ‖y‖2

Y .

Íåõàé y0 ∈ ∆η,ζ ¹ ìiíiìiçàíòîì â ðåãóëÿðèçîâàíié çàäà÷i (4.1)�(4.2). Òîäi
(4.2) ãàðàíòó¹ íàñòóïíå:

ÿêùî y ∈ ∆η,ζ òî (u, x, γ) = (P1(y), P2(y)) ∈ Ωη,ζ .

Îòæå, ïàðà (u0, x0, γ0) = (P1(y0), P2(y0)) ¹ äîïóñòèìîþ äëÿ ñêàëÿðíî¨ çà-
äà÷i (3.9)�(3.11). Ðàçîì ç òèì, îáåðíåíå òâåðäæåííÿ

ÿêùî (u, x, γ) ∈ Ωη,ζ , òî ∃y ∈ Y : (u, x) = P1(y), γ = P2(y), y ∈ ∆η,ζ

¹ ïðàâèëüíèì çàâäÿêè ãiïîòåçi (Â1). Îòæå, îáðàçè ôóíêöié Φ : Ωη,ζ → R òà
P2 : ∆η,ζ → R çáiãàþòüñÿ. Òîìó âèêîíó¹òüñÿ óìîâà:

inf(u,x,γ)∈Ωη,ζ
Φ(u, x, γ) ≤ P2(y), ∀y ∈ ∆η,ζ . (4.6)

Êðiì òîãî, çâàæàþ÷è íà âëàñòèâiñòü íåïåðåðâíîñòi (4.3), ìà¹ìî î÷åâèäíèé
âèñíîâîê: ÿêùî y0 ∈ ∆η,ζ ¹ ìiíiìiçàíòîì â ðåãóëÿðèçîâàíié çàäà÷i (4.1)�(4.2),
òî

P2(y0) + s
çà (4.2)

= ‖y0‖2
Y

çà (4.6)
= inf(u,x,γ)∈Ωη,ζ

Φ(u, x, γ) + s.

Ïî¹äíóþ÷è öi çàóâàæåííÿ, äîõîäèìî âèñíîâêó:

inf(u,x,γ)∈Ωη,ζ
Φ(u, x, γ) = Φ(u0, x0, γ0) = ‖y0‖2

Y − s,

òîáòî òðiéêà (u0, x0, γ0) = (P1(y0), P2(y0)) ¹ îïòèìàëüíîþ â ñêàëÿðíié çàäà-
÷i îïòèìiçàöi¨ (3.9)�(3.11). Çàëó÷àþ÷è òåîðåìó 3.3, çîêðåìà ¨¨ ÷àñòèíó (iv),
ìà¹ìî: óìîâà (4.4) ¹ ïðàâèëüíîþ.

Äëÿ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ (b) ïðèïóñòèìî, ùî (u0, x0) ¹ (Λ, µ)-åôåêòèâ-
íèì ðîçâ'ÿçêîì âèõiäíî¨ çàäà÷i îïòèìiçàöi¨ (2.2)�(2.3). Òîäi òåîðåìà 3.3 ãà-
ðàíòó¹ iñíóâàííÿ åëåìåíòiâ η0 ∈ Z, ζ0 ∈ Z òàêèõ, ùî òðiéêà (u0, x0, 0) ¹ îï-
òèìàëüíîþ äëÿ ñêàëÿðíî¨ çàäà÷i (3.9)�(3.11) òà inf(u,x,γ)∈Ωη0,ζ0

Φ(u, x, γ) = 0.
Îòæå, s > supy∈Y infP1(y)∈Ξ‖y‖2

Y . Îáåðåìî åëåìåíò y0 ∈ Y ÿê

P1(y0) = (u0, x0), P2(y0) = 0, s = ‖y0‖2
Y .

Iñíóâàííÿ òàêîãî åëåìåíòà ãàðàíòó¹ ãiïîòåçà (B1). Òîäi ïðÿìå îá÷èñëåííÿ
ïîêàçó¹ y0 ∈ ∆η0,ζ0 . Êðiì òîãî, â öüîìó âèïàäêó ìà¹ìî:

0 = inf(u,x,γ)∈Ωη0,ζ0
Φ(u, x, γ) = Φ(u0, x0, 0) = P2(y0) = ‖y0‖2

Y − s.

Îòæå, y0 ¹ ìiíiìiçàíòîì â çàäà÷i inf(u,x,γ)∈∆η0,ζ0
F (y). Òåîðåìó äîâåäåíî.
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5. Âèñíîâêè

Ó ñòàòòi ðîçãëÿíóòî àäàïòèâíèé ïiäõiä äî ïðîáëåìè ñêàëÿðèçàöi¨ çàäà÷
âåêòîðíî¨ îïòèìiçàöi¨ ç ëîêàëüíî îáìåæåíèì çíèçó òà epi-íàïiâíåïåðåðâíèìè
çíèçó öiëüîâèìè âiäîáðàæåííÿìè òà íåòiëåñíèìè âïîðÿäêîâóâàëüíèìè êîíó-
ñàìè. Öåé ïiäõiä ãðóíòó¹òüñÿ íà çàëó÷åííi iäåé ìåòîäó íåëiíiéíî¨ ñêàëÿðèçàöi¨
Ïàñêîëåòòi � Ñåðàôiíi. Ïðè öüîìó ïîêàçàíî, ùî âiä îòðèìàíèõ ñêàëÿðíèõ
çàäà÷ îïòèìiçàöi¨ ìîæíà ïåðåéòè äî áiëüø ïðîñòèõ, ç òî÷êè çîðó ÷èñåëüíî¨
ðåàëiçàöi¨, êâàäðàòè÷íèõ çàäà÷ ìiíiìiçàöi¨. Íàâåäåíî óìîâè, çà ÿêèõ çàïðîïî-
íîâàíèé ïiäõiä ãàðàíòó¹ âiäòâîðåííÿ (Λ, µ)-åôåêòèâíèõ ðîçâ'ÿçêiâ âèõiäíî¨
çàäà÷i âåêòîðíî¨ îïòèìiçàöi¨.

Áiáëiîãðàôi÷íi ïîñèëàííÿ
1. Mansour M., Metrane A., Thera M. Lower Semicontinuous Regularisation for Vector-

Valued Mappings// J. Global Optimization 35(2) (2006), 283�309.
2. Borwein J. M. Continuity and di�erentiability properties of convex operators// Proc.

London Math. Soc. 44(3) 1982, 420�444.
3. Jahn J. Vector Optimization. Theory, Applications and Extensions. Springer�Verlag,

Berlin, 2004.
4. Kogut P.I., Manzo R., Nechay I.V. On existence of e�cient solutions to vector

optimizations problems in Banach spaces// Note di Matematica, 30(4)(2010). 45-64.
5. Kogut P.I., Manzo R., Nechay I.V. Topological Aspects of Scalarization in

Vector Optimization Problems// Australian Journal of Mathematical Analysis and
Applications, 7(2)(2010), 25�49.

6. Kogut P.I., Manzo R., Nechay I.V. Generalized e�cient solutions to one class
of vector optimization problems in Banach spaces// Australian Journal of
Mathematical Analysis and Applications, 7(1)(2010), 1�27.

7. Kosolap A. I. Solution of general problem of quadratic optimization// Proceeding
of the Toulouse Global Optimization Workshop, 2010, 71�74.

8. Pascoletti A., Sera�ni P. Scalarizing Vector Optimization Problems// Journal of
Optimization Theory and Applications, 42(4)(1984), 499�524.

9. Äîâæåíêî À.Â., Êîãóò Ï.I. Epi-íàïiâíåïåðåðâíi çíèçó âiäîáðàæåííÿ òà ¨õ âëà-
ñòèâîñòi // Ìàòåìàòè÷íi ñòóäi¨, 2011, Ò. 16, � 1, ñ. 86�96.

10. A. V. Dovzhenko, P. I. Kogut, R. Manzo, On the concept of Γ-convergence for locally
compact vector valued mappings // For East Journal of Applied Mathematics, 2011,
Vol. 60, Issue 1, p. 1�39.

11. Peressini A.L. Ordered Topological Vector Spaces. HarpetRow, New York, 1967.

Íàäiéøëà äî ðåäêîëåãi¨ 10.01.2012


