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Äîñëiäæåíî çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ åëiïòè÷íîþ ñèñòåìîþ íà êëàñi
íåîáìåæåíèõ ìið Ðàäîíà. Õàðàêòåðíîþ îñîáëèâiñòþ íàâåäåíîãî êëàñó çàäà÷
¹ òå, ùî êåðóâàííÿìè âèñòóïàþòü ôóíêöi¨ ç âàãîâîãî ïðîñòîðó Ëåáåãà L1(Ω, δ).
Çàëó÷èâøè êîíöåïöiþ îñëàáëåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ, îòðèìàëè äîñòàòíi óìîâè ðîçâ'ÿç-
íîñòi äàíî¨ çàäà÷i îïòèìiçàöi¨.

Êëþ÷îâi ñëîâà: çàäà÷à îïòèìiçàöi¨, ïðîñòið Ëîðåíöà, âàãîâèé ïðîñòið Ëåáåãà, îñëàáëåíèé
ðîçâ'ÿçîê.

1. Âñòóï

Îá'¹êòîì äîñëiäæåíü äàíî¨ ðîáîòè ¹ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ äëÿ
ëiíiéíîãî åëiïòè÷íîãî ðiâíÿííÿ ç óìîâîþ Äiðiõëå íà ìåæi îáëàñòi. Îñîáëè-
âiñòþ òàêîãî êëàñó çàäà÷ ¹ òà îáñòàâèíà, ùî êåðóâàííÿìè ¹ ôóíêöi¨ ç âà-
ãîâîãî ïðîñòîðó Ëåáåãà L1(Ω, δ). Çà òàêèõ êåðóâàíü äëÿ âiäïîâiäíî¨ êðàéîâî¨
çàäà÷i ìîæóòü íå iñíóâàòè ñëàáêi ðîçâ'ÿçêè â êëàñè÷íèõ ïðîñòîðàõ Ñîáîë¹âà.
Ñëiä çàóâàæèòè, ùî âiäïîâiäíà êðàéîâà çàäà÷à íå ìà¹ i êëàñè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ,
îñêiëüêè êîåôiöi¹íòè âiäïîâiäíîãî îïåðàòîðà íå ¹ äèôåðåíöiéîâíèìè. Òîìó
ìåòà öi¹¨ ðîáîòè ïîëÿãà¹ â òîìó, ùîá óñòàíîâèòè äîñòàòíi óìîâè ðîçâ'ÿçíîñòi
âiäïîâiäíî¨ çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ, çàëó÷àþ÷è êîíöåïöiþ îñëàáëå-
íèõ ðîçâ'ÿçêiâ, ÿêó íåùîäàâíî áóëî íàâåäåíî ó ïðàöÿõ Æ. Ì. Ðàêîòîñîíà.

2. Ïîïåðåäíi ðåçóëüòàòè òà ïîçíà÷åííÿ

Íàâåäåìî îñíîâíi ïîçíà÷åííÿ, ïîíÿòòÿ òà ôàêòè ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó,
íåîáõiäíi äëÿ ïîäàëüøîãî ðîçãëÿäó çàäà÷i.

Íåõàé Ω � âiäêðèòà, îáìåæåíà ìíîæèíà ç ãëàäêîþ ìåæåþ ïðîñòîðó RN ,
äå N ≥ 2. ×åðåç |E| áóäåìî ïîçíà÷àòè ìiðó Ëåáåãà áóäü-ÿêî¨ âèìiðíî¨ ìíî-
æèíè E ⊂ RN , à χE � õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ ìíîæèíè E ⊂ Ω. Íàäàëi
ïîêëàäåìî: ∂i = ∂

∂xi
, ∂ij = ∂

∂xi∂xj
. Ââåäåìî äî ðîçãëÿäó ëiíiéíèé îïåðàòîð L:

Lu = −
N∑

i,j=1

∂i(aij(x)∂ju) +
N∑

i=1

bi(x)∂iu + c0(x)u,

�����������������
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äå aij ∈ C0,1(Ω), bi ∈ C0,1(Ω), c0 ∈ L∞(Ω). Äëÿ áóäü-ÿêèõ ξ = (ξ1, . . . , ξN ) ∈
RN i äëÿ äåÿêèõ α > 0 ìàþòü ìiñöå òàêi îöiíêè:

∑

i,j

aij(x)ξiξj ≥ α |ξ|2 , c0(x)− 1
2

N∑

i=1

∂ib
i(x) ≥ 0 ì.ñ. íà Ω.

Òîäi ñïðÿæåíèì îïåðàòîðîì äî L áóäå òàêèé:

L∗ϕ = −
N∑

i,j=1

∂j(aij(x)∂iϕ)−
N∑

i=1

∂i(biϕ) + c0(x)ϕ.

Íåõàé u : Ω → R äîâiëüíà âèìiðíà ôóíêöiÿ. Ïîâ'ÿæåìî ç íåþ òàêi ôóíêöi¨:

u∗ : Ω∗ =]0, |Ω| [→ R, u∗(s) = inf{t ∈ R : |u > t| ≤ s},

u∗(0) = ess supΩ u, u∗(|Ω|) = ess infΩ u,

u∗∗(t) =
1
t

t∫

0

u∗(s) ds, äå t ∈ Ω∗ = (0, |Ω|).

Ñëiä çàçíà÷èòè, ùî ôóíêöiÿ u∗ ¹ ñïàäíîþ.
Óâåäåìî äî ðîçãëÿäó âàãîâèé ïðîñòið Ëåáåãà:

L1(Ω, δ) =
{

f : Ω → R âèìiðíà çà Ëåáåãîì:
∫

Ω
|f(x)| δ(x)dx < +∞

}
,

äå δ(x) = dist(x, ∂Ω) äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ Ω.
Îçíà÷èìî ïðîñòîðè Ëîðåíöà. Ó âèïàäêó êîëè 1 < p < +∞ i 1 ≤ q < +∞,

ïîêëàäåìî:

Lp,q(Ω) =





v : Ω → R � âèìiðíà, |v|qLp,q =

|Ω|∫

0

[
t

1
p |v|∗∗ (t)

]q dt

t
< +∞





.

Äëÿ 1 < p < +∞ i q = +∞ ìà¹ ìiñöå iíøå ïîäàííÿ:

Lp,q(Ω) =

{
v : Ω → R �âèìiðíà, |v|Lp,∞ = sup

t≤|Ω|
t

1
p |v|∗∗ (t) < +∞

}
.

Çàóâàæèìî, ùî Lp,q(Ω) ⊂ Lp,p(Ω) = Lp(Ω) äëÿ ∀p ≥ q ≥ 1. Êðiì òîãî, äëÿ
ïðîñòîðiâ Ëîðåíöà ìà¹ ìiñöå òàêà ëåìà.
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Ëåìà 2.1. [1] Íåõàé L∗ � âèùåçãàäàíèé ëiíiéíèé îïåðàòîð, L∗ � ñïðÿ-
æåíèé äî L. Òîäi iñíó¹ êîíñòàíòà c(Ω, L∗) > 0 òàêà, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî
g ∈ LN,1(Ω) iñíó¹ ôóíêöiÿ ϕ ∈ W 2(Ω, |·|N,1) ∩ H1

0 (Ω), ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ íà-
ñòóïíó ðiâíiñòü

L∗ϕ = g

i ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà îöiíêà

|ϕ|H1
+ max

i,j
|∂ijϕ|LN,1 ≤ c(Ω, L∗) |g|LN,1 .

Çàóâàæåííÿ 2.1. Ïîñèëàþ÷èñü íà ðîáîòó [1] Ðàêîòîñîíà, çàçíà÷èìî, ùî ïðî-
ñòið LN,1(Ω) ¹ äóàëüíèì äî ïðîñòîðó LN

′
,∞(Ω).

Ñëiä çàçíà÷èòè, ùî äëÿ ïðîñòîðiâ Ëîðåíöà ìà¹ ìiñöå òàêå ïîäàííÿ íîðìè:

‖x‖ =

∞∫

0

x∗(t) dϕ(t),

äå x∗(t) � íåâiä'¹ìíà ñïàäíà íåïåðåðâíà çëiâà ôóíêöiÿ íà (0,∞); ϕ(t) � çðîñ-
òàþ÷à óâiãíóòà ôóíêöiÿ íà [0,∞) i ϕ(0) = 0.

Çàóâàæèìî, ùî ïðîñòîðè Ëîðåíöà íå ¹ ðåôëåêñèâíèìè. Ðàçîì ç òèì, ìà¹
ìiñöå òàêèé ðåçóëüòàò.
Ëåìà 2.2. [3] Ïðîñòið Ëîðåíöà ñåïàðàáåëüíèé òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

ϕ(+0) = 0, ϕ(∞) = ∞.

Íàâåäåìî äàëi íèçêó ðåçóëüòàòiâ, ÿêi ïîâ'ÿçàíi ç ïîíÿòòÿì ∗-ñëàáêî¨ çáiæ-
íîñòi â íîðìîâàíèõ ïðîñòîðàõ.
Îçíà÷åííÿ 2.1. Íåõàé Y � áàíàõiâ ïðîñòið, à X� äóàëüíèé äî íüîãî ïðî-
ñòið. Òîäi ïîñëiäîâíiñòü {un}∞k=1 ⊂ X íàçèâàþòü *-ñëàáêî çáiæíîþ äî åëåìåí-
òà u ∈ X (un

∗
⇀ u) â X, ÿêùî

〈un, u∗〉X,Y → 〈u, u∗〉X,Y ∀u∗ ∈ Y.

Òåîðåìà 2.1. (Òåîðåìà ïðî íàïiâíåïåðåðâíiñòü çíèçó íîðìè âiäíîñíî *-ñëàá-
êî¨ çáiæíîñòi). Íåõàé Y � íîðìîâàíèé ïðîñòið, X = (Y )∗ i íåõàé {xn}n∈N �
ïîñëiäîâíiñòü â X i xn

∗
⇀ x â X:

〈xn, y〉Y ∗,Y → 〈x, y〉Y ∗,Y ∀y ∈ Y, òî

lim
n→∞ inf ‖xn‖X ≥ ‖x‖X .

Òåîðåìà 2.2. (Òåîðåìà Áàíàõà � Àëàîãëó). Íåõàé X � íîðìîâàíèé ïðî-
ñòið, ÿêèé ¹ äóàëüíèì äî íîðìîâàíîãî ñåïàðàáåëüíîãî ïðîñòîðó Y . Íåõàé K
� îáìåæåíà, çàìêíåíà, íå ïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà ïðîñòîðó X, òîäi âîíà ¹
êîìïàêòíîþ âiäíîñíî *-ñëàáêî¨ çáiæíîñòi:

∀ {uk}k∈N ∃ {uki}i∈N ⊂ K i ∃u∗ ∈ K : uki

∗
⇀ u∗.
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3. Ïîíÿòòÿ îñëàáëåíîãî ðîçâ'ÿçêó òà äîñòàòíi óìîâè
ðîçâ'ÿçíîñòi çàäà÷i Äiðiõëå

Ó öüîìó ïàðàãðàôi íàâåäåìî óìîâè, çà ÿêèõ ¹ ðîçâ'ÿçíîþ íàñòóïíà êðàé-
îâà çàäà÷à:

Lv = f â Ω, (3.1)

v = 0 íà ∂Ω. (3.2)

Òóò f ∈ L1(Ω, δ), äå δ = dist(x, ∂Ω) äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ Ω.
Çàóâàæèìî, ùî âíàñëiäîê ïðèíàëåæíîñòi ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâíÿííÿ (3.1)

äî âàãîâîãî ïðîñòîðó Ëåáåãà L1(Ω, δ), âèõiäíà çàäà÷à (3.1)�(3.2) âæå íå ìîæå
áóòè çâåäåíîþ äî êëàñè÷íî¨ âàðiàöiéíî¨ ïîñòàíîâêè, îñêiëüêè â öüîìó âèïàä-
êó f íå ¹ åëåìåíòîì ïðîñòîðó H−1(Ω), ùî îçíà÷à¹: äàëåêî íå êîæíà ôóíê-
öiÿ âàãîâîãî ïðîñòîðó L1(Ω, δ) ïîðîäæó¹ ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé ôóíêöiîíàë
íà ïðîñòîði Ñîáîë¹âà. Òàêèì ÷èíîì, çàëó÷åííÿ êëàñè÷íî¨ êîíöåïöi¨ ñëàáêèõ
ðîçâ'ÿçêiâ ¹ íåìîæëèâèì. Çðîçóìiëî, ùî çàäà÷à (3.1)�(3.2) â ñèëó çðîáëåíèõ
ïðèïóùåíü íå ìà¹ òàêîæ i êëàñè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ (íåäèôåðåíöiéîâíiñòü êîåôi-
öi¹íòiâ aij). Îòæå, âèíèêà¹ íàãàëüíà ïîòðåáà â îñëàáëåííi òëóìà÷åííÿ ïîíÿò-
òÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (3.1)�(3.2). Ó çâ'ÿçêó ç öèì âiçüìåìî çà îñíîâó êîíöåïöiþ
îñëàáëåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ, ÿêó çàïðîïîíîâàíî â ïðàöi [1].

Îçíà÷åííÿ 3.1. Íåõàé f ∈ L1(Ω, δ). Òîäi îñëàáëåíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i
(3.1)�(3.2) áóäåìî íàçèâàòè ôóíêöiþ v, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ iíòåãðàëüíó òîòîæ-
íiñòü: ∫

Ω

vL∗ϕ dx =
∫

Ω

fϕ dx, ∀ϕ ∈ W 2(Ω, |·|N,1) ∩H1
0 (Ω),

äå W 2(Ω, |·|p,q) =
{

v ∈ W 2,1(Ω) : ∂ijv ∈ Lp,q(Ω) äëÿ (i, j) ∈ {1, . . . , N}2
}

.

Çàóâàæèìî, ùî êîðåêòíiñòü òàêîãî îçíà÷åííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (3.1)�(3.2)
ìà¹ ñåíñ ó ñèëó ëåìè 2.1, çàóâàæåííÿ 2.1 òà íàñòóïíîãî ðåçóëüòàòó.

Òåîðåìà 3.1. Íåõàé f ∈ L1(Ω, δ) i N
′

= N
N−1 . Òîäi iñíó¹ ¹äèíà ôóíêöiÿ

v ∈ LN
′
,∞(Ω), ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ iíòåãðàëüíó òîòîæíiñòü

∫

Ω

vL∗ϕ dx =
∫

Ω

fϕ dx, ∀ϕ ∈ W 2(Ω, |·|N,1) ∩H1
0 (Ω).

Êðiì òîãî iñíó¹ êîíñòàíòà c(Ω, L)>0 òàêà, ùî ìà¹ ìiñöå àïðiîðíà îöiíêà
äëÿ îñëàáëåíîãî ðîçâ'ÿçêó v

|v|
LN

′
,∞ ≤ c(Ω, L) |f |L1(Ω,δ) .
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4. Ïðî îïòèìiçàöiþ åëiïòè÷íèõ ñèñòåì íà êëàñi íåîáìåæåíèõ
ìið Ðàäîíà

Íåõàé îá'¹êòîì êåðóâàííÿ âèñòóïà¹ òàêà êðàéîâà çàäà÷à:

Ly = f + u íà Ω (4.1)

y = 0 íà ∂Ω, (4.2)
äå f ∈ L1(Ω, δ), δ = dist(x, ∂Ω). Áóäåìî êàçàòè, ùî u ¹ äîïóñòèìèì êåðóâàí-
íÿì, ÿêùî

u ∈ U, (4.3)
äå U � äåÿêà íàïåðåä çàäàíà ìíîæèíà ïðîñòîðó L1(Ω, δ).

Óâåäåìî äî ðîçãëÿäó ïîíÿòòÿ ìíîæèíè äîïóñòèìèõ ðîçâ'ÿçêiâ:

Ξ =
{

(u, y) ∈ L1(Ω, δ)× LN ′,∞(Ω) :

∀ϕ ∈ H1
0 (Ω) ∩W 2(Ω, |·|N,1) ìà¹ ìiñöå

∫

Ω

yL∗ϕdx =
∫

Ω

(f + u)ϕdx



 .

Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùîá çíàéòè òàêó ïàðó
(u0, y0) ∈ Ξ, íà ÿêié ôóíêöiîíàë âàðòîñòi

I(u, y) = ‖y − y∗‖LN′,∞(Ω) + ‖u‖L1(Ω,δ) → inf (4.4)

äîñÿãà¹ ñâîãî íàéìåíøîãî ìîæëèâîãî çíà÷åííÿ.
ßê ïðèêëàä ìíîæèíè äîïóñòèìèõ êåðóâàíü ó çàäà÷i (4.1)�(4.4) ìîæíà

âçÿòè òàêó ìíîæèíó:

Uδ =
{

u(·) ∈ L1(Ω, δ) òàêà, ùî ‖u‖BV (Ω) ≤ C
}

.

Ñïðàâäi, íåõàé u ∈ Uδ, äå Uδ ⊂ L1(Ω, δ), òîäi äëÿ ∀u ∈ Uδ ìà¹ ìiñöå

u(x) = δ−1(x)g(x), äå g ∈ L1(Ω).

Òîäi, ÿêùî U ⊂ L1(Ω), òî Uδ = δ−1U. Âiäîìî, ÿêùî ìíîæèíà îáìåæåíà ïî
BV -íîðìi, òî âîíà êîìïàêòíà â L1(Ω). Îòæå, íåõàé U îáìåæåíà ïî BV -íîðìi,
òîäi ç áóäü-ÿêî¨ ïîñëiäîâíîñòi {gn}n∈N ⊂ U ìîæíà âèëó÷èòè ïiäïîñëiäîâíiñòü
{gnk

}k∈N òàêó, ùî
gnk

→ g0 ∈ U.

Çâiäêè δ−1
k gnk

→ δ−1g0. Äàëi íåõàé unk
= δ−1

k gnk
i u0 = δ−1g0, òîäi îòðèìà¹ìî:

unk
→ u0 ∈ Uδ.

Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíà Uδ êîìïàêòíà.
Íàâåäåìî îñíîâíèé ðåçóëüòàò äàíî¨ ðîáîòè.
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Òåîðåìà 4.1. Íåõàé äëÿ çàäà÷i (4.1)�(4.2) ìàþòü ìiñöå òàêi ïðèïóùåííÿ:

(i) y∗ ¹ çàäàíèì åëåìåíòîì ïðîñòîðó LN ′,∞(Ω);

(ii) ìíîæèíà U êîìïàêòíà âiäíîñíî íîðìè â L1(Ω, δ).

Òîäi ìíîæèíà îïòèìàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i (4.1)�(4.4) íå ¹ ïîðîæíüîþ.

Äîâåäåííÿ. Âèõîäÿ÷è ç ðåçóëüòàòiâ ðîáîòè Ðàêîòîñîíà [1] òà çàëó÷àþ÷è òåî-
ðåìó 3.1, ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê, ùî äëÿ äîâiëüíîãî u ∈ U ïðè ôiêñîâàíîìó
f iñíó¹ ¹äèíà ôóíêöiÿ y = y(u) ∈ LN ′,∞(Ω) òàêà, ùî (u, y(u)) ∈ Ξ. Îòæå, ìíî-
æèíà Ξ íå ¹ ïîðîæíüîþ.

Òàêèì ÷èíîì, çàäà÷ó (4.1)�(4.4) ìîæíà òëóìà÷èòè ÿê çàäà÷ó ïîøóêó òà-
êîãî êåðóâàííÿ u, ïðè ÿêîìó îñëàáëåíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (4.1)�(4.2) áóâ áè
åëåìåíò, íàéáëèæ÷èé äî åëåìåíòà y∗ çà íîðìîþ ïðîñòîðó LN ′,∞(Ω). Iíàêøå
êàæó÷è, ïàðó (u0, y0) ∈ Ξ íàçèâàòèìåìî îïòèìàëüíîþ ïàðîþ çàäà÷i (4.1)�
(4.4), ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà I(u0, y0) = inf(u,y)∈Ξ I(u, y).

Ïåðøå ïèòàííÿ, ÿêå âèíèêà¹, ïîâ'ÿçàíå ç iñíóâàííÿì îïòèìàëüíî¨ ïàðè
(u0, y0). Çà ïîáóäîâîþ ìà¹ìî:

I(u, y) ≥ 0, ∀(u, y) ∈ Ξ,

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî I(u, y) îáìåæåíèé çíèçó. Öå îçíà÷à¹, ùî iñíó¹ ïîñëiäîâ-
íiñòü {(uk, yk)} ∈ Ξ òàêà, ùî

lim
k→∞

I(uk, yk) = inf
(u,y)∈Ξ

I(u, y). (4.5)

Íàäàëi íàçèâàòèìåìî ¨¨ ìiíiìiçàöiéíîþ ïîñëiäîâíiñòþ. Äàëi ïîêàæåìî, ùî ç
åëåìåíòiâ öi¹¨ ïîñëiäîâíîñòi ìîæíà âèëó÷èòè ïiäïîñëiäîâíiñòü, ÿêà áóäå çáiãà-
òèñÿ äî îïòèìàëüíî¨ ïàðè çàäà÷i (4.1)�(4.4). Ç (4.5) ìà¹ìî: limk→∞ I(uk, yk) <
+∞. Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî

lim
k→∞

‖uk‖L1(Ω,∂) < +∞.

Öå ãîâîðèòü ïðî îáìåæåíiñòü ïîñëiäîâíîñòi {uk} â ïðîñòîði L1(Ω, ∂), ïðîòå öå
íå ¹ äîñòàòíüîþ óìîâîþ äëÿ âèñíîâêó, ùî ïîñëiäîâíiñòü {uk} ìiñòèòü ó ñîái
çáiæíó ïiäïîñëiäîâíiñòü. Ñïðàâäi, ïðîñòið L1(Ω, δ) íå ¹ ðåôëåêñèâíèì, îòæå,
íå ìîæíà çàñòîñóâàòè òåîðåìó Áàíàõà ïðî ñëàáêó êîìïàêòíiñòü îáìåæåíèõ
ìíîæèí. Àëå ç êîìïàêòíîñòi U âèïëèâà¹, ùî

∃ {ukl
}l∈N ⊂ {uk}k∈N i u0 ∈ L1(Ω, δ) :

ukl
→ u0 â L1(Ω, δ),

ùî îçíà÷à¹
lim
l→∞

∫

Ω

∣∣ukl
− u0

∣∣ δ(x) dx = 0.
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Çãiäíî ç òåîðåìîþ 3.1, äëÿ îñëàáëåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ìà¹ ìiñöå òàêà àïðiîðíà
îöiíêà:

‖yk‖LN′,∞(Ω) ≤ C ‖uk + f‖L1(Ω,δ) ≤ C
(
‖uk‖L1(Ω,δ) + ‖f‖L1(Ω,δ)

)
. (4.6)

Îñêiëüêè ukl
→ u0, òî ukl

îáìåæåíà â ïðîñòîði L1(Ω, δ). Îòæå, ç (4.6) âèïëè-
âà¹, ùî

sup
l∈N

‖ykl
‖LN′,∞ < +∞.

Çàóâàæèìî, ùî ïðîñòið LN,1(Ω) ¹ äóàëüíèì äî ïðîñòîðó LN ′,∞(Ω). Ïðè
öüîìó íîðìîþ â íüîìó áóäå

‖·‖LN,1(Ω) =

|Ω|∫

0

t
1
N |·|∗∗ (t)

dt

t
.

Íåõàé
ϕ′(t) = t

1−p
p àáî ϕ(t) = pt

1
p

x∗(t) = |·|∗∗ (t).

Òîäi, âðàõóâàâøè âëàñòèâîñòi ôóíêöi¨ |·|∗∗ (t) i çàëó÷èâøè ëåìó 2.2, îòðèìà¹-
ìî, ùî ïðîñòið LN,1(Ω) ñåïàðàáåëüíèé.

Îñêiëüêè ïîñëiäîâíiñòü ykl
îáìåæåíà â LN ′,∞(Ω) i ïðîñòið LN,1(Ω) ¹ ñåïà-

ðàáåëüíèì i äóàëüíèì äî ïðîñòîðó LN ′,∞(Ω), òî çà òåîðåìîþ Áàíàõà � Àëàî-
ãëó çíàéäåòüñÿ ïiäïîñëiäîâíiñòü

{
yklj

}
j∈N

ïîñëiäîâíîñòi {ykl
}l∈N òà åëåìåíò

y0 ∈ LN ′,∞(Ω) òàêi, ùî

yklj

∗
⇀ y0 â LN ′,∞(Ω) ∀k ∈ N.

Çàëó÷àþ÷è ïîïåðåäíi ïîçíà÷åííÿ, ìîæåìî ââàæàòè, ùî ìiíiìiçàöiéíà ïîñëi-
äîâíiñòü {(un, yn) ∈ Ξ} ¹ òàêîþ, ùî

yn
∗
⇀ y0 â LN ′,∞(Ω) (4.7)

un → u0 â L1(Ω, δ). (4.8)

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ ìiíiìiçàöiéíî¨ ïîñëiäîâíîñòi âñòàíîâëåíî iñíóâàííÿ ãðà-
íè÷íî¨ ïàðè (u0, y0).

Òåïåð ïîêàæåìî, ùî (u0, y0) ∈ Ξ. Î÷åâèäíî, ùî u0 ∈ U. Òàêèì ÷èíîì,
çàëèøà¹òüñÿ âñòàíîâèòè, ùî y0 = y0(u) � îñëàáëåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (4.1)�
(4.2). Îñêiëüêè (un, yn) ∈ Ξ, òî ìà¹ ìiñöå òîòîæíiñòü

∫

Ω

ynL∗ϕ dx =
∫

Ω

(f + un)ϕdx. (4.9)
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Óðàõóâàâøè îòðèìàíi ðåçóëüòàòè â ðîáîòi Ðàêîòîñîíà [1] ùîäî ãðàíè÷íîãî
ïåðåõîäó i ïåðåéøîâøè äî ãðàíèöi â (4.9), îòðèìà¹ìî:

∫

Ω

y0L∗ϕdx =
∫

Ω

(f + u0)ϕ dx.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî y0 = y0(u) � îñëàáëåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (4.1)�(4.2), à
îòæå (u0, y0) ∈ Ξ.

Çàëèøèëîñü ïîêàçàòè, ùî (u0, y0) � îïòèìàëüíà ïàðà. Äëÿ öüîãî ðîçãëÿ-
íåìî ñïiââiäíîøåííÿ:

lim
n→∞ I(uk, yk) = inf

(u,y)∈Ξ
I(u, y) = lim

n→∞ ‖yn − y∗‖LN′,∞(Ω) + lim
n→∞ ‖un‖L1(Ω,δ)

Óðàõóâàâøè (4.7)�(4.8) i ñêîðèñòàâøèñü òåîðåìîþ 2.1, îòðèìà¹ìî:

lim
n→∞ ‖yn − y∗‖LN′,∞(Ω) ≥

∥∥y0 − y∗
∥∥

LN′,∞(Ω)
, (4.10)

lim
n→∞ ‖un‖L1(Ω,δ) =

∥∥u0
∥∥

L1(Ω,δ)
. (4.11)

Âèêîðèñòàâøè (4.10)�(4.11), ìà¹ìî:

lim
n→∞

I(uk, yk) = inf
(u,y)∈Ξ

I(u, y) ≥ ∥∥y0 − y∗
∥∥

LN′,∞(Ω)
+

∥∥u0
∥∥

L1(Ω,δ)
.

Ç iíøîãî áîêó,
lim

n→∞ inf
(u,y)∈Ξ

I(uk, yk) = inf
(u,y)∈Ξ

I(u0, y0).

Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî
I(u0, y0) = inf

(u,y)∈Ξ
I(u, y).

Òàêèì ÷èíîì, òåîðåìó äîâåäåíî.

Äàëi íàâåäåìî ðåçóëüòàò, ÿêèé òîðêà¹òüñÿ ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (4.1)�
(4.4).

Òåîðåìà 4.2. Íåõàé äëÿ çàäà÷i (4.1)�(4.4) âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 4.1.
ßêùî ìíîæèíà U îïóêëà, òî îïòèìàëüíà ïàðà äëÿ çàäà÷i (4.1)�(4.4) ¹äèíà.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå, òîáòî íåõàé iñíó¹ äâi îïòèìàëüíi ïàðè
çàäà÷i (4.1)�(4.4) (

u0
i , y

0
i

) ∈ Ξ, i = 1, 2

òàêi, ùî
I

(
u0

1, y
0
1

)
= I

(
u0

2, y
0
2

)
= inf

(u,y)∈Ξ
I(u, y). (4.12)

Ó ñâîþ ÷åðãó, ∫

Ω

y0
1L

∗ϕdx =
∫

Ω

(f + u0
1)ϕ dx, (4.13)
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∫

Ω

y0
2L

∗ϕdx =
∫

Ω

(f + u0
2)ϕdx. (4.14)

.
Ïîêëàäåìî u∗ = u0

1+u0
2

2 , y∗ = y0
1+y0

2
2 . Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî

(u∗, y∗) =
1
2

((
u0

1, y
0
1

)
+

(
u0

2, y
0
2

))

Òîäi çà íåðiâíiñòþ I¹íñåíà ìà¹ìî, ùî I (u∗, y∗) < 1
2

(
I

(
u0

1, y
0
1

)
+ I

(
u0

2, y
0
2

))
.

Óðàõóâàâøè (4.12), îòðèìà¹ìî: I (u∗, y∗) < inf(u,y)∈Ξ I(u, y), àëå öå íå ìîæëè-
âî.

Ç iíøîãî áîêó (u∗, y∗) ∈ Ξ. Ñïðàâäi, îñêiëüêè U îïóêëà, òî u∗ ∈ U. Äàëi
ïîìíîæèìî (4.13) i (4.14) íà 1/2, à ïîòiì äîäàìî. Â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî:

∫

Ω

y∗L∗ϕdx =
∫

Ω

(f + u∗)ϕdx,

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî y∗ � îñëàáëåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (4.1)�(4.2). Îòæå, äî-
õîäèìî âèñíîâêó: (u∗, y∗) ∈ Ξ, ùî i äîâîäèòü õèáíiñòü çðîáëåíèõ ïðèïóùåíü.
Òåîðåìó äîâåäåíî.

5. Ïðî iñíóâàííÿ îïòèìàëüíèõ êåðóâàíü íà êëàñi îñëàáëåíèõ
ðîçâ'ÿçêiâ äëÿ íåêîðåêòíî ïîñòàâëåíèõ çàäà÷

Òåïåð ïîêàæåìî, ùî çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ìàþòü ñóòò¹âi âiä-
ìiííîñòi âiä çàäà÷ ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè. À ñàìå, âîíè ìîæóòü áóòè êîðåêòíî
ïîñòàâëåíèìè (ç òî÷êè çîðó ¨õ ðîçâ'ÿçíîñòi) äëÿ ïîãàíî îáóìîâëåíèõ ñèñòåì.
Ñïðàâäi, ðîçãëÿíåìî íàñòóïíó çàäà÷ó:

I(u, y) = ‖y − y∗‖LN′,∞(Ω) + ‖u‖L1(Ω,δ) → inf, (5.1)

Ly = u íà Ω, (5.2)
u ∈ U, (5.3)

äå y∗ � çàäàíèé åëåìåíò ïðîñòîðó LN ′,∞(Ω), U � íå ïîðîæíÿ êîìïàêòíà
îïóêëà ïiäìíîæèíà ïðîñòîðó L1(Ω, δ), à ôóíêöiîíàë I(u, y) ñòðîãî îïóêëèé.

Çàóâàæèìî, ùî çàäà÷à (5.2) ¹ íåêîðåêòíî ïîñòàâëåíîþ êðàéîâîþ çàäà÷åþ,
îñêiëüêè òóò âiäñóòíi áóäü-ÿêi êðàéîâi óìîâè. Îòæå, òàêà çàäà÷à äîïóñêà¹
iñíóâàííÿ áåçëi÷i ðîçâ'ÿçêiâ.

Íàäàëi ÷åðåç Ξ ïîçíà÷èìî ìíîæèíó äîïóñòèìèõ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i (5.1)�
(5.3):

Ξ =
{

(u, y) ∈ L1(Ω, δ)× LN ′,∞(Ω) :

∀ϕ ∈ H1
0 (Ω) ∩W 2(Ω, |·|N,1) ìà¹ ìiñöå

∫

Ω

yL∗ϕdx =
∫

Ω

uϕdx



 .
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Òàêèì ÷èíîì, çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùîá çíàéòè
òàêó ïàðó (u0, y0) ∈ Ξ, íà ÿêié ôóíêöiîíàë (5.1) äîñÿãà¹ ñâîãî íàéìåíøîãî
ìîæëèâîãî çíà÷åííÿ.

Íàâåäåìî ðåçóëüòàò, ÿêèé òîðêà¹òüñÿ iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó çà-
äà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ (5.1)�(5.3).

Òåîðåìà 5.1. Çàäà÷à (5.1)�(5.3) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê (u0, y0) ∈ L1(Ω, δ) ×
LN ′,∞(Ω).

Äîâåäåííÿ. Ñõåìà äîâåäåííÿ òåîðåìè àíàëîãi÷íà äîâåäåííÿì òåîðåì (4.1) i
(4.2), îêðiì ïåðåâiðêè òîãî ôàêòó, ùî ìíîæèíà Ξ íå ¹ ïîðîæíüîþ, îñêiëüêè
âiäïîâiäíà êðàéîâà çàäà÷à íåêîðåêòíî ïîñòàâëåíà. Îòæå, ïîòðiáíî ëèøå ïî-
êàçàòè, ùî ìíîæèíà Ξ íå ¹ ïîðîæíüîþ. Íåõàé u ∈ U, à y(x) ∈ LN ′,∞(Ω). Òîäi
çà òåîðåìîþ 3.1 iñíó¹ ¹äèíèé îñëàáëåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i:

Ly = u íà Ω, y|∂Ω = 0, (5.4)

òîáòî ìà¹ ìiñöå òàêà iíòåãðàëüíà òîòîæíiñòü:
∫

Ω

yL∗ϕ dx =
∫

Ω

uϕdx ∀ϕ ∈ H1
0 (Ω) ∩W 2(Ω, |·|N,1).

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî (u, y) ∈ Ξ, à, îòæå, Ξ íå ¹ ïîðîæíüîþ.

6. Âèñêîâêè

Çàëó÷àþ÷è ïîíÿòòÿ îñëàáëåíîãî ðîçâ'ÿçêó ó ôîðìi îçíà÷åííÿ 3.1, îò-
ðèìàëè äîñòàòíi óìîâè ðîçâ'ÿçíîñòi çàäà÷i (4.1)�(4.4) íà êëàñi îñëàáëåíèõ
ðîçâ'ÿçêiâ ç ïðîñòîðó Ëîðåíöà. Êðiì öüîãî ïîêàçàíî, ùî çàäà÷à îïòèìàëüíî-
ãî êåðóâàííÿ ¹ ðîçâ'ÿçíîþ äëÿ íåêîðåêòíî ïîñòàâëåíî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i (5.2).

Áiáëiîãðàôi÷íi ïîñèëàííÿ
1. Rakotoson J. M. On the di�erentiability of very weak solutions with right-hand side

data integrable wiht respect to the distance to the boundary/ J. M. Rakotoson,
J. I. Diaz // Journal of Functional Analysis. � 2009. � no. 257. � P. 807-831.

2. Rakotoson J. M. Rearrangement Relatif: un instrument d'estimation dans les
problemes aux limites / J. M. Rakotoson. � Berlin: Springer-Verlag, 2008.

3. Êðåéí Ñ. Ã. Èíòåðïîëÿöèÿ ëèíåéíèõ îïåðàòîðîâ / Ñ. Ã. Êðåéí, Þ. È. Ïåòóíèí,
Å. Ì. Ñåìåíîâ. � Ì.: Íàóêà, 1978.

4. Êîãóò Ï. I.Îïòèìiçàöiÿ â íåëiíiéíèõ åëiïòè÷íèõ êðàéîâèõ çàäà÷àõ / Ï. I. Êîãóò,
Î. À. Ðÿäíî, Î. Ï. Êîãóò. � Äíiïðîïåòðîâñüê : ÄÄÔÀ, 2010.

5. Ôóðñèêîâ À. Â. Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ðàñïðåäåëåííûìè ñèñòåìàìè. Òåîðèÿ
è ïðèëîæåíèÿ / À. Â. Ôóðñèêîâ. � Íîâîñèáèðñê : Íàó÷íàÿ êíèãà, 1999.

Íàäiéøëà äî ðåäêîëåãi¨ 11.01.2012


