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Óñòàíîâëåíî êiëüêà âàæëèâèõ âëàñòèâîñòåé ðóõó ÷àñòèíîê òå÷i¨ ó ïëàíåòàð-

íîìó âèõîði, ùî ñòîñóþòüñÿ ðîçïîäiëiâ ¨õ êóòîâèõ ìîìåíòiâ òà êóòîâèõ øâèäêîñ-

òåé. Âèÿâëåíî, ùî âêàçàíi âëàñòèâîñòi ïðè äi¨ íà âèõîð ãðàâiòàöiéíî¨ ñèëè çiðêè

ñïðè÷èíÿþòü ñïëþùåííÿ êiëåöü òà ¨õ çíà÷íó ìiãðàöiþ âiä ïåðâèííèõ ïîëîæåíü.

Ïðè öüîìó êiëüöÿ ïåðåòèíàþòüñÿ, ùî ñïðèÿ¹ ñòèêàííþ é çëèïàííþ ÷àñòèíîê

òà óòâîðåííþ òâåðäèõ ïëàíåò.

Êëþ÷îâi ñëîâà. ïëàíåòàðíèé âèõîð, åâîëþöiÿ âèõðîâèõ êiëåöü.

1. Âñòóï

Òåîðiÿ ïëàíåòàðíîãî âèõîðó, ðîçâèíóòà ó íàøèõ ïîïåðåäíiõ ðîáîòàõ [1, 2]
ïðîäåìîíñòðóâàëà âèñîêèé ðiâåíü àäåêâàòíîñòi ç ðåàëüíiñòþ ñòîñîâíî ãëî-
áàëüíèõ õàðàêòåðèñòèê ïëàíåòàðíèõ ñèñòåì, òàêèõ ÿê: êiëüêiñòü ïëàíåò ó
ñèñòåìi, ¨õ îðáiòàëüíi âiäñòàíi òà øâèäêîñòi îáåðòàííÿ [3]; êóòîâi ìîìåíòè
òà âëàñíå îáåðòàííÿ ìàëèõ òië i àñòåðî¨äiâ [4] òîùî. Iç öèõ çàãàëüíèõ âëàñ-
òèâîñòåé ïåðâèííîãî âèõîðó âèïëèâà¹, ùî âèõðîâå çáóðåííÿ ãàçîïèëîâî¨ òó-
ìàííîñòi ôðàãìåíòó¹ îáëàñòü òóìàííîñòi íà êiëüöåâi âèõðîâi çîíè, ó ÿêèõ
ïîâèííi ñôîðìóâàòèñÿ çàðîäêè ïëàíåò, à ïîòiì i ñàìi ïëàíåòè. Òàêà ìîäåëü
îá ðóíòîâàíà âæå òèì, ùî îá÷èñëåíi ãëîáàëüíi ïàðàìåòðè îñòàòî÷íî ñôîðìî-
âàíî¨ ïëàíåòàðíî¨ ñèñòåìè Ñîíöÿ íà îñíîâi îöiíîê îá'¹ìiâ òà êóòîâèõ ìîìåíòiâ
âèõðîâèõ çîí ïðè ïîäàëüøîìó çàñòîñóâàííi çàêîíiâ çáåðåæåííÿ äàëè ðåàëüíi
âåëè÷èíè ïëàíåòíèõ âiäñòàíåé òà êóòîâèõ ìîìåíòiâ ó Ñîíÿ÷íié ñèñòåìi [3�6].
Çàêîíîìiðíî âèíèêà¹ ïîòðåáà äîñëiäèòè i ïîÿñíèòè ñàì ïðîöåñ çáèðàííÿ ïèëó,
÷àñòèíîê i ãàçiâ ó òâåðäó ïëàíåòó ç ãàçîâîþ àòìîñôåðîþ.

Äî ñüîãîäíi â àñòðîíîìi÷íié íàóöi íåìà¹ ¹äèíîãî ïîãëÿäó é îá ðóíòîâàíî¨
òåîði¨ óòâîðåííÿ ç ïëàíåòàðíî¨ òóìàííîñòi çiðîê i ïëàíåò. Äîìiíó¹ ïîãëÿä ïðî
ñòàòèñòè÷íî-âèïàäêîâå âèíèêíåííÿ â òóìàííîñòi íåîäíîðiäíîñòåé ãóñòèíè ÷è
òèñêó, ÿêi ñïðè÷èíÿþòü êîíäåíñàöiþ é àêðåöiþ, à ïîòiì ãðàâiòàöiéíó íåñòà-
áiëüíiñòü, � áiëüøiñòü âiäïîâiäíèõ ìîäåëåé i îöiíîê  ðóíòóþòüñÿ íà âiäîìîìó
�����������������
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êðèòåði¨ Äæ. Äæèíñà [12]. ßêùî ñëiäóâàòè öié ëîãiöi, òî âèïàäêîâèé õàðàê-
òåð óòâîðåííÿ ïëàíåòîçèìàëåé âèêëèêàâ áè i âèïàäêîâèé ðîçïîäië ïëàíåòíèõ
âiäñòàíåé. Ìiæ òèì, ïðèêëàäè Ñîíÿ÷íî¨ òà ÷èñëåííèõ åêçîïëàíåòàðíèõ ñèñ-
òåì [14] ãîâîðÿòü ïðî ¹äèíó çàêîíîìiðíiñòü ðîçïîäiëó ïëàíåòíèõ âiäñòàíåé: iç
çáiëüøåííÿì íîìåðiâ ïëàíåò âiäñòàíi ìiæ ñóñiäíiìè ïëàíåòàìè çáiëüøóþòü-
ñÿ. Òåîðåòè÷íèé çàêîí iç òàêîþ âëàñòèâiñòþ áóëî îòðèìàíî íà îñíîâi âèõðîâî¨
òåîði¨ â [5].

Íåäîñòàòíiñòü àáî é íåêîðåêòíiñòü áàãàòüîõ òåîðié íåñòàáiëüíîñòi ãàçî-
ïèëîâîãî äèñêà áóëà âiäçíà÷åíà âæå ó ñåðåäèíi ÕÕ ñòîëiòòÿ [7,8] ïîïðè òå, ùî
ó ìîäåëi âèíèêíåííÿ íåñòàáiëüíîñòåé çàêëàäàëèñÿ âñå íîâi ôiçè÷íi ÷èííèêè:
çáóðåííÿ òåðìîäèíàìi÷íèõ ïîëiâ òà ïîëiâ òèñêó àáî ãóñòèíè, íàÿâíiñòü ïåð-
âèííèõ çàâèõðåíü i òóðáóëåíòíîñòi òîùî. Â îñòàííi äåñÿòèëiòòÿ áóëè ðîçâè-
íóòi ïîòóæíi ÷èñåëüíî-àíàëiòè÷íi êîìï'þòåðíi òåõíîëîãi¨ ðîçðàõóíêó ãiäðî-
äèíàìi÷íèõ ïðîöåñiâ ó ïðîòîïëàíåòíèõ äèñêàõ ç óðàõóâàííÿì òåðìîäèíàìi÷-
íèõ åôåêòiâ òà ðiçíèõ íåîäíîðiäíîñòåé ðîçïîäiëiâ ôiçè÷íèõ õàðàêòåðèñòèê
òóìàííîñòi. Öå òàêi ïðîãðàìè ÿê AMR-code (R. J. Klien at all [9]), SPH-
code (A. Burkert [9]), RAPID-code (N. Murray [11]), ñôåðè÷íi ñiòêè (A. Boss,
P. Bodenheimer [9, 10]) òà ií. Ïðè öüîìó â ïî÷àòêîâi ÷è ãðàíè÷íi óìîâè âíî-
ñÿòüñÿ ÿêiñü çáóðåííÿ ãóñòèíè, òèñêó, òåìïåðàòóðè òà ií., ÿêi ïðè ÷èñåëüíié
ðåàëiçàöi¨ iíêîëè ïîðîäæóþòü ïåâíi íåñòàáiëüíi âèõðîâi ôîðìè. Íà æàëü, ÷à-
ñòî ðåçóëüòàòè ðîçðàõóíêiâ çà ðiçíèìè ñõåìàìè ¹ íåïîðiâíÿííèìè, à ó öiëîìó
ïðèâîäÿòü äî âèñíîâêiâ íà çðàçîê òàêîãî: "Õî÷à áóëè ðîçãëÿíóòi ðiçíi ïðàâäî-
ïîäiáíi iäå¨, çàãàëüíî¨ âiäïîâiäíîñòi òåîði¨ òà ñïîñòåðåæåíü äî öüîãî ÷àñó íå
áóëî âèÿâëåíî" [9].

Íèæ÷å äîñëiäæóþòüñÿ äåÿêi ãåòåðîãîíi÷íi iíâàðiàíòíi õàðàêòåðèñòèêè âè-
õðîâèõ êiëåöü ïåðâèííîãî âèõîðó, ç ÿêèõ âèïëèâàþòü çàêîíîìiðíîñòi ¨õ åâî-
ëþöi¨, ùî çóìîâëþþòü ôîðìóâàííÿ ç êiëüöÿ ïëàíåòíîãî òiëà ç ðåàëüíèìè
õàðàêòåðèñòèêàìè ðóõó.

2. Ãåîìåòðiÿ òà êiíåìàòèêà âèõðîâèõ êiëåöü

Ðîçãëÿíåìî òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê ãiäðîäèíàìi÷íèõ ðiâíÿíü Åéëåðà [1], ùî îïè-
ñó¹ ïðîñòîðîâèé îñåñèìåòðè÷íèé âèõîð iç êiëüêîìà âíóòðiøíiìè òà çîâíiøíi-
ìè âèõðîâèìè êiëüöÿìè [3]. Ôóíêöiÿ òå÷i¨Ψ(y, θ) öüîãî âèõîðó â íåïåðåðâíîìó
âèïàäêó ìà¹ âèãëÿä:

Ψ = C2Φ(y) sin
2 θ, Φ(y) = αy2 +

(
cos y − sin y

y

)
, (2.1)

äå r, θ, φ � ñôåðè÷íi êîîðäèíàòè, y = C0r � áåçðîçìiðíèé ðàäióñ, C0, C2 �
ïàðàìåòðè.

Ïîëå øâèäêîñòåé òå÷i¨, ïîðîäæåíî¨ ôóíêöi¹þ (2.1), çãiäíî iç çàëåæíîñòÿ-
ìè

Vr = −2B
Φ(y)

y2
cos θ, Vθ = B

Φ′(y)

y
sin θ, Vφ = B

Φ(y)

y
sin θ, (2.2)
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îñòàòî÷íî ìà¹ âèãëÿä:

Vr = −2B

(
α+

1

y2

(
cos y − sin y

y

))
cos θ;

Vθ = B

(
2α− sin y

y2
− 1

y2

(
cos y − sin y

y

))
sin θ;

Vφ = By

(
α+

1

y2

(
cos y − sin y

y

))
sin θ,

(2.3)

äå B = C2C
2
0 � ïàðàìåòð iç ðîçìiðíiñòþ øâèäêîñòi.

Ðèñ. 1: Ëiíi¨ òå÷i¨ òà âèõðîâi êiëüöÿ ïëàíåòàðíîãî âèõîðó

Ãåîìåòðè÷íà êàðòèíà ïîëÿ ëiíié òå÷i¨ , ïîðîäæåíî¨ ôóíêöi¹þ (2.1) çà ôîð-
ìóëîþ

Ψ ≡ Φ(y) sin2 θ = C, (2.4)

ÿâëÿ¹ ñîáîþ íèçêó òîðî¨äíèõ âèõðîâèõ êiëåöü, ÷àñòèíà ç ÿêèõ (n) çàïîâíþ-
þòü êiëüêà çàìêíóòèõ íåïðîíèêíèõ ñôåð, à çîâíiøíi (m) êiëåöü âiëüíî âèñÿòü
ó ïðîñòîði é îáòiêàþòüñÿ íåçàìêíóòèìè ëiíiÿìè òå÷i¨ (ðèñ. 1). Ó öiëîìó, äàíà
òå÷iÿ ñêëàäà¹òüñÿ ç ãâèíòîâîãî ðóõó çàêðó÷åíîãî ïðîñòîðó, íà ÿêèé íàêëà-
äà¹òüñÿ ïîëå âèõðîâîãî äèïîëÿ ó ïî÷àòêó êîîðäèíàò, � âçà¹ìîäiÿ öèõ òå÷ié i
ïîðîäæó¹ ïëàíåòàðíèé âèõîð. Ñòðóêòóðè (n,m) âèõîðó âèçíà÷àþòüñÿ ïàðà-
ìåòðîì α ó âèðàçi (2.1), ÿêèé âèðàæà¹ ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ iíòåíñèâíîñòÿìè
ñêëàäîâèõ ðóõiâ, à ñàìå:

α = −V∞/(2C2C
2
0 ), (2.5)

äå V∞ � ïîñòóïàëüíà øâèäêiñòü ïðîñòîðó, C0 � ïàðàìåòð çàêðó÷óâàííÿ ïðîñ-
òîðó, C2 � iíòåíñèâíiñòü àáî ìîìåíò öåíòðàëüíîãî äèïîëÿ.
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Áóäåìî ââàæàòè, ùî äî âèíèêíåííÿ öåíòðàëüíîãî äèïîëÿ, ÿêèé ïîðîäèâ
âèõîð, ïëàíåòàðíà òóìàííiñòü ìàëà êâàçiòâåðäèé ãâèíòîâèé ðóõ çi øâèäêiñòþ
V∞ òà îáåðòàííÿì ω∞ = −0, 5 ·C0V∞, ïðè÷îìó âîíà ïåðåáóâàëà ó ñòàíi òåðìî-
äèíàìi÷íî¨ ðiâíîâàãè. Äàëi ìè îöiíèìî ïàðàìåòðè âèõðîâîãî çáóðåííÿ öüîãî
ñòàíó, ÿêå ïðè âçà¹ìîäi¨ ç ãðàâiòàöiéíèì ïîëåì ìîëîäî¨ çiðêè ñïðè÷èíÿ¹ çíà÷-
íi ìiãðàöi¨ òà êàðäèíàëüíó ïåðåáóäîâó ïåðâèííîãî âèõîðó.

Ðèñ. 2: Ãåîìåòðiÿ çîâíiøíiõ âèõðîâèõ êiëåöü

Ðîçãëÿíåìî ïîëÿ øâèäêîñòåé òà êóòîâèõ ìîìåíòiâ ó ìåæàõ îáëàñòi âèõ-
ðîâîãî êiëüöÿ, ÿêå óòâîðåíå ïåòëåþ ñåïàðàòðèñè i ìà¹ ãåîìåòðè÷íi õàðàêòå-
ðèñòèêè (ðèñ. 2): y∗� ðàäióñ öåíòðàëüíîãî êîëà òîðî¨äà; π − 2θ∗� êóòîâèé
ðîçìið êiëüöÿ; y2 � ðàäióñ òî÷êè ñàìîïåðåòèíó ñåïàðàòðèñè; y1 � íàéìåíøèé
ðàäióñ çîíè êiëüöÿ ó ãîðèçîíòàëüíié ïëîùèíi θ = π/2. Çà òîïîëîãi¹þ âåêòîð-
íîãî ïîëÿ øâèäêîñòåé (2.3) òî÷êè (y∗, y2) ¹ îñîáëèâèìè òî÷êàìè, ïðè÷îìó y∗

¹ ¾öåíòðàìè¿, à y2 � ¾ñiäëàìè¿, ¨õ ðàäióñè y∗, y2 ¹ ïîñëiäîâíèìè ðîçâ'ÿçêàìè
òðàíñöåíäåíòíîãî ðiâíÿííÿ

Φ′(y) = 0. (2.6)

Ó òàáëèöi 1 äàíî öi ãåîìåòðè÷íi õàðàêòåðèñòèêè âèõðîâèõ êiëåöü ïëàíåòàð-
íîãî âèõîðó ñòðóêòóðè (2,11), ÿêèì ó ïîïåðåäíiõ ïðàöÿõ [3�5] ìîäåëþâàëàñü
Ñîíÿ÷íà ñèñòåìà. Äëÿ ïåðøèõ äâîõ êiëåöü âêàçàíî ðàäióñè äâîõ çàìêíóòèõ
ñôåð, ó ÿêèõ ìiñòÿòüñÿ öi êiëüöÿ.

Î÷åâèäíî, ùî ó âóçëi ñåïàðàòðèñè ç êîîðäèíàòàìè (y2) ç (2.4) ìà¹ìî

Φ(y) sin2 θ = Φ(y2) (2.7)



IÍÂÀÐIÀÍÒÍI ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒI ÂÈÕÐÎÂÈÕ ÊIËÅÖÜ ÏËÀÍÅÒÀÐÍÎÃÎ ÂÈÕÎÐÓ 111

� öå i ¹ ¨¨ ðiâíÿííÿ, ÿêå ìîæíà çàïèñàòè ùå ó âèãëÿäi:

θ = arcsin

√
Φ(y2)

Φ(y)
. (2.8)

Âðàõîâóþ÷è, ùî ãðàíè÷íèé êóò θ∗ ¹ ìiíiìàëüíèì çíà÷åííÿì íà ñåïàðàòðè-
ñi (2.8), ç óìîâè åêñòðåìóìó θ′(y) = 0 ìà¹ìî Φ′(y) = 0, ùî çáiãà¹òüñÿ ç ðiâ-
íÿííÿì (2.6), ÿêîìó çàäîâîëüíÿ¹ çíà÷åííÿ y = y∗. Òîìó

θ∗ = arcsin

√
Φ(y2)

Φ(y∗)
(2.9)

� ãðàíè÷íèé êóò âèõðîâîãî êiëüöÿ. Ãðàíè÷íó òî÷êó ðàäiàëüíîãî ðîçìiðó êi-
ëüöÿ y1 çíàéäåìî ç ðiâíÿííÿ ñåïàðàòðèñè (2.8) ïðè θ = π/2 , ùî ïðèâîäèòü
äî ðiâíÿííÿ

Φ(y) = Φ(y2), (2.10)

ïðè÷îìó òðåáà çíàõîäèòè ïåðøå ðiâíÿííÿ (2.10), ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi y1 <
< y∗. Ìîæíà äîâåñòè, ùî öåé êîðiíü ¹ ¹äèíèì. Òàêèì ÷èíîì âèçíà÷àþòü-
ñÿ óñi ãåîìåòðè÷íi õàðàêòåðèñòèêè êîæíîãî ç 11 çîâíiøíiõ âèõðîâèõ êiëåöü
(òàáë. 1).

Òàáëèöÿ 1: Ãåîìåòðè÷íi õàðàêòåðèñòèêè êiëåöü ïëàíåòàðíîãî âèõîðó (2,11)

� âèõîðó y1 y∗ y2 θ∗ ðàä. ∆

1-Ñîíöå 0,00000 2,79026 4,63822 0 1
2-Ñîíöå 4,63822 6,03419 7,35970 0 1
3(1) 7,35970 9,44279 12,3221 0,0537 0,9999
4(2) 14,0547 15,8543 18,5497 0,7736 0,7615
5(3) 20,6513 22,2420 24,7616 1,0257 0,4653
6(4) 27,2095 28,6239 30,9656 1,1767 0,2731
7(5) 33,7492 35,0055 37,1635 1,2780 0,1596
8(6) 40,2812 41,3897 43,3550 1,3511 0,0927
9(7) 46,8139 47,7794 49,5389 1,4068 0,0525
10(8) 53,3562 54,1779 55,7124 1,4512 0,0282
11(9) 59,9207 60,5908 61,8704 1,4882 0,0135
12(10) 66,5325 67,0306 68,0009 1,5209 0,0049
13(11) 73,2830 73,5428 74,0584 1,5529 0,0006

Àíàëîãi÷íî, íà iíøèõ çàìêíóòèõ ëiíiÿõ òå÷i¨ âñåðåäèíi êiëüöÿ, ÿêi ïðîõî-
äÿòü ÷åðåç òî÷êè y = y0, ¨õ ðiâíÿííÿ òà ãðàíè÷íi êóòè âèðàæàþòüñÿ ôîðìó-
ëàìè (2.8), (2.9), äå çàìiíåíî y2 → y0, à y1 → y01. Òîìó ìà¹ìî òàêå çàãàëüíå
ãåîìåòðè÷íå

Òâåðäæåííÿ 2.1. Óñi âåðøèíè òîðîâèõ êiëåöü óñåðåäèíi ¨õ îáìåæíîãî êiëü-
öÿ ëåæàòü íà êîëi ðàäióñà y = y∗, òîáòî íà ðàäióñi öåíòðàëüíîãî êîëà êiëüöÿ.
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Ó âèõîðàõ âèçíà÷àëüíó ðîëü âiäiãðà¹ îáåðòàííÿ. Ç ôîðìóë (2.3) âèäíî,
ùî óñi êîìïîíåíòè øâèäêîñòi ìàþòü ñèñòåìàòè÷íó ñêëàäîâó � êîíñòàíòó àáî
ëiíiéíó ôóíêöiþ � òà êâàçiïåðiîäè÷íó, ÿêà çíèêà¹ íà íåñêií÷åííîñòi. Òî÷íiøå:

Vr ∼=
⌊
−2Bα+O(y−2)

⌋
cos θ,

Vθ ∼=
[
2Bα+O(y−1)

]
sin θ,

Vφ ∼=
[
Bαy +O(y−1)

]
sin θ,

(2.11)

çâiäêè âèäíî, ùî îáåðòàëüíà øâèäêiñòü çàâäÿêè êâàçiòâåðäîìó îáåðòàííþ
ëiíiéíî çðîñòà¹ çà öèëiíäðè÷íèì ðàäióñîì ρ. Âiäïîâiäíà êóòîâà øâèäêiñòü
îáåðòàííÿ ω = Vφ/r sin θ ó âèõîði äîðiâíþ¹

ω = BC0
Φ(y)

y2
= B̃[α+ u(y)], (2.12)

äå

B̃ = BC0, u =
1

y2

(
cos y − sin y

y

)
(2.13)

� êîëèâíà êâàçiïåðiîäè÷íà ôóíêöiÿ ç âëàñòèâîñòÿìè u(0) = −1/3, lim
y→∞

u(y) =

= 0 i, êðiì òîãî, ω∞ = lim
y→∞

ω(y) = B̃α, ùî óçãîäæó¹òüñÿ ç (2.5).

Äëÿ îñüîâî¨ æ øâèäêîñòi ìà¹ìî:

VZ = Vr cos θ − Vθ sin θ, lim
y→∞

VZ = −2Bα = V∞, (2.14)

ùî òåæ óçãîäæó¹òüñÿ ç (2.5).
Îòæå, ç (2.12) âèïëèâà¹

Òâåðäæåííÿ 2.2. Êóòîâà øâèäêiñòü îáåðòàííÿ ÷àñòèíîê ó âèõîði (2.12) çà-
ëåæèòü òiëüêè âiä ðàäióñà y i, çíà÷èòü, âîíà ¹ ñòàëîþ íà áóäü-ÿêèõ ñôåðàõ
y = y0, òîáòî óñiëÿêi ñôåðè ó âèõîði îáåðòàþòüñÿ ÿê òâåðäi òiëà ç êóòîâèìè
øâèäêîñòÿìè (2.12).

Öå òâåðäæåííÿ ñòîñó¹òüñÿ òiëüêè ïîëÿ îáåðòàëüíèõ øâèäêîñòåé. Çâiäñè
òà ç òâåðäæåííÿ 2.1 âèïëèâà¹

Òâåðäæåííÿ 2.3. Ó ìåæàõ âèõðîâîãî êiëüöÿ ñêåëåòíîþ ëiíi¹þ, ÿêà ïðîõî-
äèòü ÷åðåç óñi âåðøèíè âíóòðiøíiõ êiëåöü, ¹ êîëî ðàäióñà y∗, i êóòîâà øâèä-
êiñòü ó öèõ âåðøèíàõ ¹ ñòàëîþ âåëè÷èíîþ ω∗, òîáòî øâèäêiñòþ îáåðòàííÿ
öåíòðàëüíîãî êîëà âèõðîâîãî êiëüöÿ.

Ïîäàìî îáåðòàëüíó øâèäêiñòü (3) ó âèõîði âèðàçîì

Vφ = ω(y)ρ,

äå ρ = r sin θ � öèëiíäðè÷íèé ðàäióñ.
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Îá÷èñëèìî êóòîâèé ìîìåíò ÷àñòèíîê âèõîðó âiäíîñíî îñi Oz:

IZ = (r × V )Z = Vφρ = ω(y)ρ2 = βΦ(y) sin2 θ, (2.15)

äå ω� êóòîâà øâèäêiñòü (2.12), β = C0C2 � ïàðàìåòð iç ðîçìiðíiñòþ êóòîâîãî
ìîìåíòó.

Î÷åâèäíî, ùî íà ëiíiÿõ òå÷i¨ (2.12), ÿêi ïðè θ = π/2 âèõîäÿòü iç òî÷êè y0,
âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

βΦ(y) sin2 θ = I0, I0 = βΦ(y0), (2.16)

äå y∗ ≤ y0 ≤ y2, òîáòî ìà¹ ìiñöå

Òâåðäæåííÿ 2.4. Ëiíi¨ òå÷i¨ (2.4) ¹ îäíî÷àñíî é içîëiíiÿìè çíà÷åíü îñüîâîãî
êóòîâîãî ìîìåíòà, ÿêèé çà (2.16) âèçíà÷à¹òüñÿ â òî÷öi y = y0 íà ãîðèçîíòàëü-
íié îñi.

Ç iíøîãî áîêó, ïîðàõó¹ìî êóòîâi ìîìåíòè òî÷îê êîëà y = y∗ ó ìåæàõ
θ∗ ≤ θ ≤ π/2, òîáòî ó âåðøèíàõ êiëüöåâèõ ëiíié òå÷i¨ âñåðåäèíi âèõðîâîãî
êiëüöÿ ç ãðàíè÷íîþ êîîðäèíàòîþ θ = θ0. Âîíè äîðiâíþþòü:

I∗Z = βΦ(y∗) sin
2 θ0, θ∗ ≤ θ0 ≤ π/2, (2.17)

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî íà êîëi y = y∗ ó ìåæàõ êiëüöÿ

(IZ)max = I∗ = βΦ(y∗),

(IZ)min = I∗ sin
2 θ∗, (2.18)

çâiäêè ç óðàõóâàííÿì òâåðäæåííÿ 2.4 âèïëèâà¹ I∗ sin2 θ∗ ≤ I0 ≤ I∗, òîáòî

Òâåðäæåííÿ 2.5. Ó ìåæàõ âèõðîâîãî êiëüöÿ êóòîâèé ìîìåíò òî÷îê öåíò-
ðàëüíîãî êîëà ¹ ìàêñèìàëüíèì ïîðiâíÿíî ç êóòîâèìè ìîìåíòàìè òî÷îê, ùî
ëåæàòü íà óñiõ òîðî¨äàõ êiëüöÿ i ìàþòü çîáðàæåííÿ (2.16). Âiäïîâiäíî, ìiíiìà-
ëüíèì ¹ êóòîâèé ìîìåíò ó òî÷êàõ îáìåæíî¨ ñåïàðàòðèñè.

Çàìêíóòó ëiíiþ òâiðíî¨ òîðî¨äà áóäåìî ìiòèòè òî÷êîþ y = y0, (y∗ ≤ y0 ≤
≤ y2) íà ãîðèçîíòàëüíié îñi. Âîíà ïåðåòèíà¹ êîëî y = y∗ ó òî÷öi ç êóòîì
θ = θ0, i çà (2.16) i (2.17) ìà¹ìî:

Φ(y∗) sin2 θ0 = Φ(y0). (2.19)

Àëå íà êîæíié çàìêíóòié ëiíi¨ òå÷i¨ ó ìåæàõ y1 < y < y2 òàêèõ òî÷îê ¹ äâi:
y01 y0 (ðèñ. 2). Çíà÷èòü, Φ(y01) = Φ(y0). Öå óçãîäæó¹òüñÿ ç òåîðåìîþ Ðîëëÿ,
ùî iñíó¹ çíà÷åííÿ y = y∗, (y01 < y∗ < y02), äå Φ′(y∗) = 0, ùî ñïðàâäi ìà¹
ìiñöå ç (2.6).

Âiçüìåìî äâi òî÷êè ç öèëiíäðè÷íèìè ðàäióñàìè ρ1, ρ2 (ρ1 < ρ2) íà íàïðÿì-
íié òîðà, ó ÿêèõ ãîðèçîíòàëüíi ëiíi¨ ïåðåòèíàþòü òîð; ¨õ êóòîâi øâèäêîñòi ¹
ω1, ω2 âiäïîâiäíî (ðèñ. 2). Ç óìîâè ñòàëîñòi êóòîâîãî ìîìåíòà (2.16), òâåðä-
æåííÿ 2.4, ìà¹ìî:

ω1ρ
2
1 = ω2ρ

2
2 = I0 ⇒

ω1

ω2
=

(
ρ1
ρ2

)2

. (2.20)
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Òâåðäæåííÿ 2.6. Êóòîâi øâèäêîñòi òî÷îê ïåðåòèíó ãîðèçîíòàëüíèõ ëiíié
ç íàïðÿìíèìè ëiíiÿìè áóäü-ÿêîãî òîðà ¹ îáåðíåíî ïðîïîðöiéíèìè êâàäðàòàì
öèëiíäðè÷íèõ ðàäióñiâ öèõ òî÷îê íà òîði.

Òîìó ïðè ρ1 < ρ2 ω1 > ω2, òîáòî êóòîâi øâèäêîñòi íà âíóòðiøíié ïiâòðà¹ê-
òîði¨ y1 < y < y∗, ¹ áiëüøèìè, íiæ íà çîâíiøíié, y∗ < y < y2, à ó âåðøèíàõ
êiëåöü (y∗, θ0), çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 2.3, ρ1 = ρ2 = ρ∗, a ω1 = ω2 = ω∗.

Äëÿ ëiíiéíèõ êîëîâèõ øâèäêîñòåé ç óìîâè (2.16) àáî (2.20) âiäïîâiäíî
âèïëèâà¹:

V1ρ1 = V2ρ2 = I0,⇒
V2
V1

=
ρ1
ρ2
, (2.21)

òîáòî i ëiíiéíi øâèäêîñòi îáåðòàííÿ íà âíóòðiøíié ïiâòðà¹êòîði¨ òàêîæ ¹ áiëü-
øèìè, íiæ íà çîâíiøíié â îáåðíåíî ïðîïîðöiéíié çàëåæíîñòi.

Òàáëèöÿ 2: Êiíåìàòè÷íi õàðàêòåðèñòèêè êiëåöü ïëàíåòàðíîãî âèõîðó (2,11)

� âèõîðó yω ωmax · 10−3 ω∗ · 10−3 ωmin · 10−3

1-Ñîíöå 0 -340 -143 0
2-Ñîíöå 5,763 22 21 0
3(1) 9,095 -18 -18 -0,030
4(2) 15,515 -11 -10 -6,552
5(3) 21,854 -8,637 -8,486 -5,006
6(4) 28,168 -7,808 -7,682 -5,596
7(5) 34,475 -7,391 -7,275 -5,917
8(6) 40,767 -7,151 -7,041 -6,112
9(7) 47,060 -7,001 -6,892 -6,242
10(8) 53,351 -6,901 -6,791 -6,331
11(9) 59,640 -6,831 -6,716 -6,397
12(10) 65,928 -6,782 -6,656 -6,452
13(11) 87,931 -6,721 -6,642 -6,506

Îòæå, ïðè ðóñi âçäîâæ òðà¹êòîði¨ âiä âíóòðiøíüî¨ òî÷êè y01 äî çîâíiøíüî¨
y0 êóòîâà øâèäêiñòü îáåðòàííÿ ω(y) íà âiäðiçêó [y1, y2] ¹ ñïàäíîþ, à âåëè÷èíà
ω∗ ¹ äåÿêèì ¨¨ ñåðåäíiì çíà÷åííÿì. Ïîðiâíþþ÷è ôóíêöi¨ ω(y) i Φ(y), âðàõó-
¹ìî, ùî ðàäióñè (y∗, y2) çàäîâîëüíÿþòü óìîâi (2.6), òîáòî ¹ åêñòðåìàëüíèìè
äëÿ ôóíêöi¨ Φ(y), ïðè÷îìó

|Φ(y∗)| = max |Φ(y)|,
|Φ(y2)| = min |Φ(y)| y ∈ [y1, y2].

(2.22)

Àëå óìîâà åêñòðåìóìó äëÿ êóòîâî¨ øâèäêîñòi (2.12)

ω′(y) =
BC0

y2

(
Φ′(y)− 2

y
Φ(y)

)
= 0 (2.23)
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ñïðàâäi âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä óìîâè (2.6) åêñòðåìóìó ôóíêöi¨ Φ(y). Áóëî ïîðàõî-
âàíî êîðåíi yω ðiâíÿííÿ (2.23), ÿêå çâîäèòüñÿ äî òàêî¨ ôîðìè:

sin y +
3

y

(
cos y − sin y

y

)
= 0, (2.24)

¨õ çíà÷åííÿ yω íàâåäåíî òàêîæ ó òàáëèöi 2. Öi êîðåíi ñïðàâäi ëåæàòü yω ìåæàõ
y1 < yω < y∗. Iç (2.20) ùå âèïëèâà¹, ùî ω = ωmax òàì, äå íà òîðî¨äíîìó êiëüöi
ρ = ρmin, òîáòî ó äâîõ òî÷êàõ, äå âåðòèêàëüíà ëiíiÿ äîòèêà¹òüñÿ äî êiëüöÿ i
äëÿ ÿêèõ y = yω (ðèñ. 2).

Ñïðàâäi, ðiâíÿííÿ òîðî¨äíîãî êiëüöÿ (2.16) ìîæíà ïåðåòâîðèòè äî âèãëÿäó

ρ2 =
Φ(y0)y

2

Φ(y)
=

Φ(y0)

α+ u(y)
(2.25)

i íåîáõiäíà óìîâà ìiíiìóìó (ρ2)′ = 0 òàêîæ ïðèâîäèòü äî ðiâíÿííÿ (2.24).
Ó òàáëèöi íàâåäåíî òàêîæ çíà÷åííÿ êóòîâèõ øâèäêîñòåé ω∗(y∗) öåíòðiâ

êiëåöü òà ωmax = ω(yω), îá÷èñëåíèõ iç òî÷íiñòþ äî ìíîæíèêà B = C2C
3
0 .

Î÷åâèäíî, ùî ó ìåæàõ êiëüöÿ ωmin = ω(y2), òîáòî ¹ øâèäêiñòþ îáåðòàííÿ ó
âóçëàõ ñåïàðàòðèñè (òàáë. 2).

3. Åâîëþöiÿ âèõðîâèõ êiëåöü

Ïðîñëiäêó¹ìî, ÿê çìiíÿòüñÿ ïàðàìåòðè ðóõó âàãîìèõ ÷àñòèíîê âèõîðó
(2.3) ïiä äi¹þ ãðàâiòàöiéíî¨ ñèëè çiðêè ìàñîþ M , ÿêó ¾óâiìêíåìî¿ ìèòò¹âî,
õî÷à íàñïðàâäi ôîðìóâàííÿ çiðêè âiäáóâà¹òüñÿ çà äåÿêèé ÷àñ, ÿêèé, âòiì, ¹
íàáàãàòî ìåíøèì çà ïåðiîä óòâîðåííÿ ¨¨ ïëàíåòàðíî¨ ñèñòåìè [11]. Ïåðâèííèé
ðîçïîäië êóòîâèõ ìîìåíòiâ ó ïëàíåòàðíîìó âèõîði ñóòò¹âî âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä
¨õ ðîçïîäiëó ïðè êåïëåðîâîìó îáåðòàííi â ïîëi òÿæiííÿ çiðêè [5]. Çà óìîâè
çáåðåæåííÿ êóòîâîãî ìîìåíòó, ÿêà ìà¹ ìiñöå ó ïîëi öåíòðàëüíî¨ ñèëè òÿæií-
íÿ, éîãî âåëè÷èíà I çâ'ÿçàíà ç îñòàòî÷íèì ðàäióñîì ðiâíîâàæíî¨ îðáiòè R
âiäîìèì ñïiââiäíîøåííÿì çàêîíó Êåïëåðà

I =
√
fMR. (3.1)

Êóòîâi ìîìåíòè ðóõîìèõ ÷àñòîê çàìêíóòèõ òðà¹êòîðié, ùî ïðîõîäÿòü ÷åðåç
òî÷êè y = y0 òà y = y∗ ãîðèçîíòàëüíî¨ îñi, çáåðiãàþòü ñâî¨ çíà÷åííÿ i çà (2.16)
äîðiâíþþòü, âiäïîâiäíî,

I0 = βΦ(y0), I∗ = βΦ(y∗), (3.2)

ïðè÷îìó â ñèëó âëàñòèâîñòi (2.19) I0 < I∗. ßêùî çà äîïîìîãîþ (2.25) ñêëàñòè
âiäíîøåííÿ êóòîâèõ ìîìåíòiâ I∗ òà Imin çà (3.2), òî äëÿ ¨õ îñòàòî÷íèõ ðàäióñiâ
ìà¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ√

R∗
Rmin

=
1

sin2 θ∗
, Rmin = R∗ sin

4 θ∗. (3.3)
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Äëÿ ïðîìiæíèõ êiëåöü ðàäióñè ðiâíîâàæíèõ îðáiò çà [5] âiäïîâiäíî äîðiâ-
íþþòü:

R0 = KRΦ
2(y0) = KRΦ

2(y∗) sin
4 θ0, R∗ = KRΦ

2(y∗), (3.4)

äå KR = β2/fM . Ç òi¹¨ æ ïðè÷èíè çà (2.19) ìà¹ìî:

Rmin < R0 < R∗. (3.5)

Àëå çàïàñ êóòîâîãî ìîìåíòà I0 äëÿ óñiõ òî÷îê çàìêíóòî¨ ëiíi¨ òå÷i¨-êiëüöÿ
¹ îäíàêîâèì, i òîìó âñi âîíè ïåðåéäóòü ó òî÷êó ç âiäñòàííþ R0(y0), ÿêùî
çíåõòóâàòè âåðòèêàëüíèì ðîçìiðîì òà ðóõîì ó êiëüöÿõ. Òàêèì ÷èíîì, óñi
âèõðîâi êiëüöÿ áóäóòü ñïëþùóâàòèñÿ äî òî÷îê i ñòàâàòè íà ðiçíi âiäñòàíi R(y0)
çà (3.4). Áóëî ïîðàõîâàíî ìàêñèìàëüíi ðîçêèäè

∆ =
R∗ −Rmin

R∗
= 1− sin4 θ∗ (3.6)

îñòàòî÷íîãî ðîçìiùåííÿ ìàòåðiàëó êiëåöü ó ïîëi òÿæiííÿ çiðêè (òàáë. 1).
Ó ñèëó (3.4) öåíòðàëüíà òî÷êà êiëüöÿ O∗ çàéìå íàéäàëüøå ïîëîæåííÿ ç

ðàäióñîì R∗. Î÷åâèäíî, ùî ïðè òàêié ïåðåáóäîâi òå÷i¨ öåíòðàëüíà òî÷êà O∗

ïðè ðóñi íàçîâíi ïåðåòíå óñi çîâíiøíi ïiâêiëüöÿ çàìêíóòèõ ëiíié âèõðîâîãî
êiëüöÿ. Àíàëîãi÷íî, ìåíøi âíóòðiøíi êiëüöÿ ïðîéäóòü ÷åðåç áiëüøi çîâíiøíi,
i ïðè öüîìó ¨õ ÷àñòèíêè áóäóòü ñòèêàòèñÿ òà çëèïàòèñÿ. Ïðè ðóñi æ äî çiðêè,
íàâïàêè, êiëüöÿ âèõîðiâ áóäóòü ïåðåòèíàòè öåíòðàëüíi êîëà i ïåðåòèíàòèñÿ
ìiæ ñîáîþ, àëå âëàñòèâiñòü (3.5) çáåðåæåòüñÿ. Öå çíà÷íîþ ìiðîþ ñïðèÿòèìå
çiòêíåííþ ÷àñòèíîê âèõðîâîãî êiëüöÿ ìiæ ñîáîþ òà ç öåíòðîì, ¨õ íàêîïè÷åí-
íþ i àêðåöi¨ òà, çðåøòîþ, ðîñòó öåíòðàëüíîãî òiëà. Äî òîãî æ äóæå ñêîðî
öåíòðàëüíå òiëî áóäå äiÿòè íà ÷àñòêè òå÷i¨ ñâî¹þ ãðàâiòàöi¹þ, ÿêà çàõîïëþ-
âàòèìå ïèë i ÷àñòêè ç äåÿêîãî îêîëó.

Iç òàáëèöi 1 ùå âèäíî, ùî ìàòåðiàë ïåðøèõ äâîõ âèõðîâèõ êiëåöü ðîçòÿã-
íåòüñÿ íà çíà÷íi âiäñòàíi âiä ïëàíåòè-öåíòðà ó áiê çiðêè, ÿêùî ïðè áëèçüêié
âçà¹ìîäi¨ öi ÷àñòèíêè íå áóäóòü çàõîïëåíi òÿæiííÿì ïëàíåòè. ßêùî ïðè öüîìó
âçÿòè äî óâàãè iñíóâàííÿ â îêîëi çiðêè ïîòóæíîãî äîöåíòðîâîãî ãðàâiòàöié-
íîãî òà ãðàäi¹íòíîãî ïîëiâ [2], òî ñòàíå ÿñíî, ÷îìó â áiëüøîñòi âiäêðèòèõ
åêçîïëàíåòàðíèõ ñèñòåì [14] ïåðøi ïëàíåòè ¹ íàéìåíøèìè çà ìàñîþ òà ïîçáàâ-
ëåíèìè àòìîñôåðè: çiðêà ¨õ ìàêñèìàëüíî ¾îáäèðà¹¿, çàòÿãóþ÷è óñi çâàæåíi
ìàñè äî öåíòðà, äî ñåáå.
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