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Ðîçãëÿíóòî ïîñòàíîâêó êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ ñòàëåâîãî êàíàòà ïiäéîìíî¨ óñòà-

íîâêè. Çíàéäåíî ðîçâ'ÿçîê ïî÷àòêîâî-êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ ïðóæíî¨ íèòêè ÿê îá-

ëàñòi ç ðóõîìîþ ãðàíèöåþ. Íàâåäåíî ïðîãðàìíó ðåàëiçàöiþ ðåçóëüòàòiâ âïëèâó

âiäîáðàæåíèõ õâèëü íà íàïðóæåííÿ â ïåðåòèíàõ êàíàòà.

Êëþ÷îâi ñëîâà: íàïðóæåííÿ, ìåòîä ïðîäîâæåííÿ, õâèëüîâå ðiâíÿííÿ, âðiâíîâàæåíèé êà-

íàò.

1. Âñòóï

Äëÿ ãàðàíòóâàííÿ áåçïå÷íî¨ ðîáîòè ñòàöiîíàðíî¨ êàíàòíî¨ ïiäéîìíî¨ óñòà-
íîâêè ó âñiõ òåõíi÷íî ìîæëèâèõ âèðîáíè÷èõ ñèòóàöiÿõ íà äiþ÷èõ ñòîâáó-
ðàõ øàõò i ðóäíèêiâ íåîáõiäíî çíàòè îñíîâíi çàëåæíîñòi ìiæ àìïëiòóäíî-
÷àñòîòíèìè äèíàìi÷íèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ïîçäîâæíiõ êîëèâàíü êàíàòà, ðå-
æèìíèìè òà iíåðöiéíèìè ïàðàìåòðàìè ïiäéîìíî¨ óñòàíîâêè. Íåçâàæàþ÷è íà
äîñèòü âåëèêó êiëüêiñòü äîñëiäæåíü ó öié ãàëóçi, ïðîâåäåíèõ äëÿ ñòàöiîíàð-
íèõ óñòàíîâîê, ðÿä çàäà÷, õàðàêòåðíèõ äëÿ äîñëiäæåííÿ íàïðóæåíü ó ïåðåòè-
íàõ êàíàòà çà äîïîìîãîþ ìîäèôiêîâàíîãî ìåòîäó ïðîäîâæåííÿ, íà öåé ÷àñ íå
ìàþòü ÿâíîãî ðîçâ'ÿçêó. Äîñëiäæåííÿ â öié ñôåði ïðîâîäèëèñÿ Î. À. Ãîðîø-
êîì, Ã. Ì. Ñàâiíèì, Ô. Â. Ôëîðèíñüêèì, Â. À. Îñòàïåíêîì, Ë. Â. Êîëîñîâèì,
Â. I. Äâîðíiêîâèì, Î. Ì. Îáóõîâèì òà ií. Àëå ç óäîñêîíàëåííÿì ñòàöiîíàð-
íèõ ïiäéîìíèõ óñòàíîâîê âèíèêëà íåîáõiäíiñòü ó äîäàòêîâîìó äîñëiäæåííi
¨õ äèíàìi÷íèõ õàðàêòåðèñòèê, òàêèõ ÿê ïðóæíi ïåðåìiùåííÿ i íàïðóæåííÿ,
âðàõîâóþ÷è âiäïîâiäíi ðåæèìè ðóõó ñèñòåìè. Ó ïðàöÿõ Ë. Â. Êîëîñîâà, Ò. I.
Æèãóëè, Â. À. Ïðèñòðîìà â ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëÿõ íå âðàõîâóâàâñÿ ñïiëüíèé
âçà¹ìîâïëèâ ïîçäîâæíiõ êîëèâàíü ãiëêè êàíàòà iç çóñòði÷íèìè âiäîáðàæåíè-
ìè òà çàëèøêîâèìè õâèëÿìè âiä ðóõîìîãî êiíöÿ (òî÷êà äîòèêó êàíàòà ç áà-
ðàáàíîì íàìîòóâàííÿ). Ïðàêòèêà åêñïëóàòàöi¨ êàíàòíèõ âàíòàæîïiäéîìíèõ
�����������������
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ìàøèí i òðàíñïîðòåðiâ ïîêàçàëà, ùî íàéáiëüø óðàçëèâîþ ¹ çîíà íàìîòóâàí-
íÿ òÿãîâîãî i âàíòàæîïiäéîìíîãî êàíàòiâ íà áàðàáàíè ïðèâîäà [2]. Ó öié çîíi,
êðiì íàïðóæåíü ðîçòÿãóâàííÿ â êàíàòi é íàìîòàíî¨ ÷àñòèíè êàíàòà íà áà-
ðàáàíi, âèíèêàþòü çíà÷íi çíàêîçìiííi êîíòàêòíi i äîòè÷íi íàïðóæåííÿ, ÿêi
ñïðè÷èíþþòü ðóéíóâàííÿ êàíàòà, ÿê ó òî÷öi çiòêíåííÿ ç áàðàáàíîì, òàê i
â ðiçíèõ ïåðåòèíàõ âèñÿ÷îãî êàíàòà ç âàíòàæåì, i çíà÷íî çìåíøóþòü äîâãî-
âi÷íiñòü ðîáîòè ìàøèíè â öiëîìó. Çàäà÷i ïðî ïîçäîâæíi êîëèâàííÿ êàíàòà
áåçïîñåðåäíüî ïîâ'ÿçàíi ç äîñëiäæåííÿì äèíàìi÷íîãî íàïðóæåííÿ â øàõòíèõ
êàíàòíèõ ëiôòàõ.

Âåëèêà êiëüêiñòü ïóáëiêàöié ïðèñâÿ÷åíà äîñëiäæåííþ äàíî¨ ïðîáëåìè,
ïðîòå âiäìiííîþ ðèñîþ öèõ äîñëiäæåíü ¹ òîé ôàêò, ùî ðîçãëÿäàþòüñÿ òiëüêè
êàíàòè ïîñòiéíî¨ äîâæèíè. Òîáòî çìiíà äîâæèíè, ïî ñóòi, íå âðàõîâó¹òüñÿ,
çîêðåìà â ïåðiîä ïiäéîìó òà îïóñêàííÿ âàíòàæó. Òîìó â ïîäiáíèõ ïðàöÿõ íå
àêöåíòó¹òüñÿ óâàãà íà îñîáëèâîñòi ðóõó õâèëü ó ñåðåäîâèùi çi çìiííèìè ãðà-
íèöÿìè, îòæå, ¨õ ðåçóëüòàòè ñóòò¹âî ñïîòâîðþþòü ðåàëüíó êàðòèíó ðîçïîäiëó
äèíàìi÷íîãî ïîëÿ íàïðóæåíü. Ïîäiáíà íåòî÷íiñòü ó âèõiäíié ïîñòàíîâöi çà-
äà÷i âèêëèêàëà íåîáõiäíiñòü óâîäèòè ïiäâèùåíi çíà÷åííÿ êîåôiöi¹íòiâ çàïàñó
ìiöíîñòi. Íàñëiäêîì òàêîãî ïiäõîäó áóëî çíà÷íå ïîãiðøåííÿ êîíñòðóêöi¨ i ïi-
äâèùåííÿ âèòðàò åíåðãi¨ íà îäèíèöþ ïåðåìiùåííÿ âàíòàæó.

Î. I. Iøëèíñüêèé, I. Ã. Ïàíîâêî âñå æ óðàõîâóâàëè ïðè ðîçãëÿäi ïîäiáíèõ
ïðîáëåì çìiíó äîâæèíè êàíàòà â ÷àñi. Âiäìiííîþ ðèñîþ ïîäiáíèõ ðîáiò áóëî
âèêîðèñòàííÿ ìåòîäó ðîçïîäiëó çìiííèõ äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ ïî÷àòêîâî-êðàéîâèõ
çàäà÷ çi çìiííèìè ãðàíèöÿìè. Ïðîòå â êðàéîâèõ çàäà÷àõ, ùî îïèñóþòü ïðî-
öåñè ïîøèðåííÿ õâèëü â êàíàòàõ çìiííî¨ äîâæèíè, íå çàñòîñîâóâàâñÿ áåçïî-
ñåðåäíüî äî ïîáóäîâè âiäîáðàæåíèõ i çàëèøêîâèõ õâèëü ïðèíöèï ðîçïîäiëó
çìiííèõ. Òîìó òàêi ïî÷àòêîâî-êðàéîâi çàäà÷i áóëè ïåðåòâîðåíi íà iíòåãðàëüíî-
äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ çi çìiííèìè ãðàíèöÿìè iíòåãðóâàííÿ (À. À. ×èæ,
Ã. Ì. Ñàâií, Î. À. Ãîðîøêî). I çíîâó-òàêè, íàáëèæåíi ðîçâ'ÿçêè iíòåãðàëüíî-
äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü áóëè ïîáóäîâàíi çà äîïîìîãîþ ìåòîäó ðîçïîäiëó
çìiííèõ. Ó öèõ ïðàöÿõ áóëè âèêîðèñòàíi íàáëèæåíi àñèìïòîòè÷íi ìåòîäè,
ùî äîçâîëÿþòü ñïîñòåðiãàòè íàïðóæåííÿ â êàíàòi â öiëîìó, àëå ïðè ìàëèõ
øâèäêîñòÿõ, i òiëüêè äëÿ îäíi¹¨ âèáiðêîâî¨ òî÷êè íà êàíàòi.

Ïðè îöiíöi òî÷íîñòi âèêîðèñòàíèõ âèùåïåðåðàõîâàíèõ ìåòîäiâ áóëè âèÿâ-
ëåíi âåëèêi ïîõèáêè ó çâ'ÿçêó ç âèêîðèñòàííÿì â îá÷èñëåííÿõ òiëüêè ôóíêöié,
ùî çàäàþòüñÿ â äèñêðåòíié ôîðìi. Ñòðîãî êàæó÷è, iíòåãðàëüíî-äèôåðåíöi-
àëüíi ðiâíÿííÿ çi çìiííèìè ãðàíèöÿìè iíòåãðóâàííÿ íå ìàþòü ïðîñòèõ âëàñ-
íèõ ôóíêöié. Òîìó ñïiëüíå ðîçâ'ÿçóâàííÿ âèêîíóâàëîñÿ íà âëàñíèõ ôóíê-
öiÿõ ñïðîùåíèõ îïåðàòîðiâ [2]. Âiäïîâiäíî, áóëè çðîáëåíi äåÿêi ñïðîùåííÿ:
iíòåãðàëüíî-äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ äëÿ êàíàòà çìiííî¨ äîâæèíè çà óìîâè,
ùî øâèäêiñòü çìiíè äîâæèíè êàíàòà íåâåëèêà, áóëî çàìiíåíî ðiâíÿííÿì äëÿ
êàíàòà ïîñòiéíî¨ äîâæèíè, i çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê áóëî îòðèìàíî íà ïðîñòèõ
ôóíêöiÿõ îñòàííüîãî ðiâíÿííÿ (À. Ã. Ðîçäîëüñüêèé, Þ. Â. Çàáîëîòíèé). Òà-
êîæ áóëè îòðèìàíi àñèìïòîòè÷íi îöiíêè äî äàíîãî ïiäõîäó [3]. Îäíàê âîíè ïî-
êàçóþòü òiëüêè, ùî çìiíà äîâæèíè êàíàòà ïðàãíå äî çìåíøåííÿ, â ðåçóëüòàòi
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îáíóëÿ¹òüñÿ, òîáòî äîâæèíà êàíàòà íå çìiíþ¹òüñÿ, i ðîçâ'ÿçêè äëÿ êàíàòiâ iç
çìiííîþ i ïîñòiéíîþ äîâæèíîþ çáiãàþòüñÿ â ïåâíèõ ìåæàõ.

Íåäîëiêîì öèõ ðîçâ'ÿçêiâ ¹ òå, ùî çà ¨õ äîïîìîãîþ âàæêî çðîçóìiòè õàðàê-
òåð ïåðåìiùåííÿ i âçà¹ìîäi¨ õâèëü â êàíàòi ç ìîìåíòó ïî÷àòêó íàìîòóâàííÿ
êàíàòà íà áàðàáàí i äî ïîâíî¨ çóïèíêè ïiäéîìíî¨ ìàøèíè. Âèùåçàçíà÷åíi ñïî-
ñîáè âèðiøåííÿ äàíî¨ ïðîáëåìè çóìîâëþþòü íåîáõiäíiñòü äîêëàäíîãî àíàëiçó
ïðîöåñó ðîçïîâñþäæåííÿ õâèëü ó ñòàëåâèõ êàíàòàõ i ñòåðæíÿõ çìiííî¨ äîâ-
æèíè. Öå ìîæëèâî òiëüêè ÿêùî áðàòè äî óâàãè çìiíè ¨õ äîâæèíè i çàñòîñî-
âóâàòè ìåòîä âiäîáðàæåííÿ òà ïðîäîâæåííÿ äëÿ âðàõóâàííÿ âïëèâó âiäîáðà-
æåíèõ õâèëü. Òîìó â äàíié ñòàòòi ìè ðîçãëÿäà¹ìî ïî÷àòêîâî-êðàéîâi çàäà÷i
äëÿ êàíàòiâ, ñòåðæíiâ i ñòðóí çìiííî¨ äîâæèíè. Îñêiëüêè öi ïðîáëåìè äîñèòü
íîâi, ¹ ïîòðåáà ðîçðîáèòè ìåòîä äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ òàêîãî ðîäó çàäà÷. Ó íàøié
ñòàòòi çàäà÷à ïðî ïîçäîâæíi êîëèâàííÿ ñòàëåâîãî êàíàòà çìiííî¨ äîâæèíè
ïðèâîäèòüñÿ äî ðîçâ'ÿçêó îäíîâèìiðíîãî õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ íà iíòåðâàëi
iç çìiííîþ ãðàíèöåþ. A çìiíà â ÷àñi äîâæèíè iíòåðâàëó âèêëèêàíà ñèëîþ,
ùî äi¹ ó âåðõíüîìó ïåðåòèíi êàíàòà, â òî÷öi äîòèêó ç áàðàáàíîì. Íàâåäåííÿ
ðiâíÿííÿ ðóõó êàíàòà ó ôîðìi õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ ç ïî÷àòêîâî-êðàéîâèìè
óìîâàìè ïåðøîãî ðîäó i çìiøàíîãî òèïó ïðèâîäÿòü íàñ äî âèêîðèñòàííÿ ìî-
äèôiêîâàíîãî ìåòîäó ïðîäîâæåííÿ i âiäîáðàæåííÿ, îñêiëüêè äîçâîëÿþòü âðà-
õîâóâàòè õàðàêòåð âiäîáðàæåíèõ i çàëèøêîâèõ õâèëü âiä ðóõîìîãî êiíöÿ. Iç
öüîãî âèïëèâà¹, ùî ìè ìîæåìî äîñëiäæóâàòè ïîêàçíèêè íàïðóæåíü â ðiçíèõ
ïåðåòèíàõ êàíàòà â ïåâíèé ìîìåíò ÷àñó [1] i ñïîñòåðiãàòè ïîâåäiíêó êðèâî¨
íàïðóæåííÿ çà âåñü ïåðiîä ðîáîòè ñèñòåìè.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i

Äàíà ñòàòòÿ ïðèñâÿ÷åíà çàäà÷i îá÷èñëåííÿ äèíàìi÷íîãî ïîëÿ ïåðåìiùåíü
i íàïðóæåíü ó ñòàëåâèõ êàíàòàõ çìiííî¨ äîâæèíè øàõòíèõ ïiäéîìíèõ ìå-
õàíiçìiâ; êàíàòè ¹ âðiâíîâàæåíèìè, i ãîëîâíèé êàíàò ïåðåíîñèòü çîñåðåäæåíå
íàâàíòàæåííÿ, ÿêå äî ïî÷àòêó ðóõó ñèñòåìè ïåðåáóâà¹ íà íèæíüîìó êiíöi
ãîëîâíîãî êàíàòà (ðèñ. 1), óãîðó. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê îäíîâàíòàæíî¨ ïiäéîì-
íî¨ óñòàíîâêè ç îäíèì ãîëîâíèì êàíàòîì, ïðè÷îìó äî ïî÷àòêó íàìîòóâàííÿ
âàíòàæ óæå áóâ ïiäâiøåíèé i çàêðiïëåíèé äî íèæíüîãî êiíöÿ, ÿêèé áóäåìî
ââàæàòè íåðóõîìèì ó ðóõîìié ñèñòåìi êîîðäèíàò.

Òîäi, âiäïîâiäíî, âåðõíié êiíåöü ãîëîâíîãî êàíàòà (òî÷êà äîòèêó êàíàòà ç
áàðàáàíîì) áóäå çìiííîþ ãðàíèöåþ, i çìiíþâàòèìåòüñÿ çà âèçíà÷åíèì íàïåðåä
çàäàíèì çàêîíîì. Íàäàëi â íàøié çàäà÷i ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè òiëüêè ÷àñòèíó
óñòàíîâêè: ãîëîâíèé êàíàò i çàêðiïëåíèé íà íèæíüîìó êiíöi âàíòàæ. I áóäåìî
øóêàòè ïåðåìiùåííÿ òà íàïðóæåííÿ â ïåðåòèíàõ êàíàòà íà ðiçíèõ ðåæèìàõ
ðîáîòè ñèñòåìè.

Ïåðåä ïî÷àòêîì ðóõó êàíàò íå ïðîâèñà¹, âñòàíîâèëèñÿ ñòàòè÷íi ïåðåìi-
ùåííÿ u(ξ) òà íàïðóæåííÿ σ(ξ), äå ξ � âiñü, ÿêà íàïðàâëåíà âíèç, óçäîâæ
êàíàòà; ξ = 0 � òî÷êà äîòèêó êàíàòà ç áàðàáàíîì. Êàíàò ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÿê



ÇÀÄÀ×À ÂÈÇÍÀ×ÅÍÍß ÄÈÍÀÌI×ÍÈÕ ÍÀÏÐÓÆÅÍÜ 121

ïðóæíà íèòêà, òîáòî íàïðóæåííÿ âèãèíó â êàíàòi íàáàãàòî ìåíøå, íiæ íà-
ïðóæåííÿ ðîçòÿãó íèòêè (òîìó ïåðøèì ìîæíà çíåõòóâàòè).

Êàíàò íàìîòó¹òüñÿ íà áàðàáàí ðàäióñîì R. Îñêiëü-

Ðèñ. 1: Ïiäéîìíà
óñòàíîâêà

êè íàïðóæåííÿ âèãèíó íå âðàõîâó¹òüñÿ, êàíàò ìîæíà
ââàæàòè ïðÿìîëiíiéíèì.

Äîäàòíèé íàïðÿì ïðóæíèõ ïåðåìiùåíü â êàíàòi,
ÿêi ïîçíà÷åíi u(x, t), áóäåìî ââàæàòè çáiæíèì ç äîäàò-
íèì íàïðÿìîì îñi ξ.

Òàêèì ÷èíîì, ó âiäíîñíîìó ðóñi ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÷à-
ñòèíà ñèñòåìè, ÿêà ÿâëÿ¹ ñîáîþ ñòåðæåíü ïî÷àòêîâî¨
äîâæèíè l, îáìåæåíèé íà iíòåðâàëi 0 < x ≤ l, ïðè÷îìó
òî÷êà x = 0 ðóõà¹òüñÿ çà çàêîíîì

ν(t) = R

∫ t

0

∫ s

0
β(τ)dτds+Rω(0)t+ ν(0),

äå R � ñåðåäíié ðàäióñ íàìîòêè êàíàòà íà áàðàáàí;
β(t) � êóòîâå ïðèñêîðåííÿ áàðàáàíà;
ω(t) � êóòîâà øâèäêiñòü;
S � ïëîùà ïîïåðå÷íîãî ïåðåòèíó êàíàòà.

3. Ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i

Ðîçãëÿíåìî ïiäçàäà÷ó, â ÿêié áóäåìî óÿâëÿòè êàíàò ÿê ïðóæíèé ñòåðæåíü,
òà çíàéäåìî ðîçâ'ÿçîê íàñòóïíî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i ó âiäíîñíié ñèñòåìi êîîðäè-
íàò:
â îáëàñòi 0 + ν(t) < x < l, t > 0 çíàéòè ðîçâ'ÿçîê õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ

∂2u

∂x2
− 1

a2
∂2u

∂t2
= 0, (3.1)

äå a � øâèäêiñòü çâóêó â ñòàëüíîìó êàíàòi;
çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíèì ïî÷àòêîâèì óìîâàì:

u(x, 0) = 0; ut(x, 0) = 0; 0 < x < l (3.2)

òà êðàéîâèì óìîâàì

u(l, t) = 0; u(ν(t), t) = µ(t); t > 0. (3.3)

Ïðè t = 0 äîâæèíà ïðóæíî¨ ñòàëüíî¨ íèòêè (êàíàò) äîðiâíþ¹ l, ïðè t > 0
íåçàêðiïëåíèé êiíåöü äàíîãî iíòåðâàëó çîáðàæó¹ìî ôóíêöi¹þ
x = ν(t), ν(0) = 0.

Ðîçâ'ÿçîê øóêà¹ìî ó âèãëÿäi:

u(x, t) = χ(x− at) + χ(x+ at).
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Îñêiëüêè îäèí êiíåöü çàêðiïëåíèé, òî

u(x, t) = χ(x− at). (3.4)

Ïîáóäó¹ìî ïðîäîâæåííÿ ôóíêöi¨ µ(t) íà âñþ âiñü t

µ̃(t) =

{
µ(t), t ≥ 0
0, t < 0.

(3.5)

Âðàõîâóþ÷è ïðîäîâæåííÿ (3.5) òà äðóãó êðàéîâó óìîâó (3.3), ïiäñòàâëÿ¹-
ìî ó ôîðìó ðîçâ'ÿçêó (3.4)

χ(ν(t)− at) = µ̃(t). (3.6)

Âèêîíà¹ìî çàìiíó
z = ν(t)− at. (3.7)

Áóäåìî ââàæàòè, ùî ôóíêöiÿ ν(t) íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíà ïðè t > 0,
òîäi:

ν(t)− at < 0, ν(t) < at,

∣∣∣∣dνdt
∣∣∣∣ < a,

∣∣ν ′(t)∣∣ < a, (ν(t)− at)
′
=
dν

dt
− a < 0.

Äëÿ òîãî, ùîá äàíà çàäà÷à áóëà ðîçâ'ÿçíîþ, íåîáõiäíå iñíóâàííÿ îáåðíåíî¨
ôóíêöi¨ t0(z) äî ïåðåòâîðåííÿ z. Ïðèéìåìî, ùî ïîçäîâæíi õâèëi â ïðóæíîìó
ñòàëüíîìó êàíàòi ðîçïîâñþäæóþòüñÿ ç äîçâóêîâîþ øâèäêiñòþ, i òîäi ôóíêöiÿ
t0(z) áóäå ìîíîòîííî ñïàäíîþ âiäíîñíî z.

Çàñòîñîâóþ÷è ìåòîä ïðîäîâæåííÿ, áóäó¹ìî ïðîäîâæåííÿ íà âñþ âiñü z
ôóíêöi¨ t0(z):

t0(z) =


< 0, z > 0,
= 0, z = 0,
> 0, z < 0.

z ≡ ν(t0(z))− at0(z),
t ≡ t0(ν(t)− at).

(3.8)

µ(t0(z)) = χ(z).

Âðàõîâóþ÷è âëàñòèâîñòi îáåðíåíî¨ ôóíêöi¨, ïîáóäó¹ìî ïðîäîâæåííÿ äëÿ
ôóíêöi¨ µ̃(t):

µ̃(t0(x− at)) = µ̃(t) =

{
µ(t), t > 0, x− at < 0, t > x

a , x < at;
0, t < 0, x− at > 0, t < x

a , x > at.

Ôóíêöiÿ
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u(x, t) = µ̃(t0(x− at)) = µ̃(t) = µ(t)

ïðè t > 0 òà t < l
a ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (3.1). Äëÿ òîãî, ùîá ôóíêöiÿ

u(x, t) çàäîâîëüíÿëà âñiì ïî÷àòêîâèì òà êðàéîâèì óìîâàì ó ïîñòàíîâöi çàäà÷i
íà áiëüøîìó iíòåðâàëi, ðîçãëÿíåìî ñóïåðïîçèöiþ õâèëü, ùî âèïðîìiíþþòüñÿ
ðóõîìèì êiíöåì, òà âiäîáðàæåíî¨ âiä íåðóõîìîãî êiíöÿ:

u(x, t) = µ̃(t0(x− at))− µ̃(t0(2l − (x+ at))). (3.9)

Ïðè 0 < t < 2l−ν(t)
a ôóíêöiÿ (3.9) ¹ ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (3.1), i çàäîâîëüíÿ¹

ïî÷àòêîâèì óìîâàì (3.2) òà êðàéîâèì óìîâàì (3.3).

Ïðè t > 2l−ν(t)
a ó ôóíêöiþ (3.9) ââîäèìî òðåòié äîäàíîê µ̃(t0(x − at −

(3l− 2ν(t)))) ÿê äîäàòêîâó ôóíêöiþ. Îäíàê îñòàííÿ ôóíêöiÿ íå çàäîâîëüíÿ¹
ðiâíÿííþ (3.1), îñêiëüêè x = 3l − 2ν(t) ¹ ðóõîìîþ òî÷êîþ, îòæå, äæåðåëî íå
ìèòò¹âå, i â ðîçâ'ÿçîê âíîñÿòüñÿ äåÿêi óòî÷íåííÿ.

Äëÿ òîãî ùîá çíàéòè ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i íà áiëüøîìó iíòåðâàëi ìåòîäîì ïðî-
äîâæåííÿ, ïîòðiáíî âiäøóêàòè íàéìåíøèé äîäàòíèé êîðiíü τ1 äëÿ ðiâíÿííÿ
at = 2l − ν(t). Òàêèì ÷èíîì â îáëàñòi t > τ1, 0 < x < ν(t) çíàéòè ðîçâ'ÿçîê
ðiâíÿííÿ (3.1), ÿêå çàäîâîëüíÿ¹ âiäïîâiäíî òàêèì ïî÷àòêîâèì òà êðàéîâèì
óìîâàì:

u(x, τ1) = 0; ut(x, τ1) = 0; 0 < x < ν(τ1), (3.10)

u(l, t) = 0; u(ν(t), t) = f(t); t > τ1, (3.11)

äå
f(t) = µ̃(t0(2l − ν(t)− at)). (3.12)

Ïðîäîâæåííÿ ôóíêöi¨f(t) íà âñþ âiñü t ïîáóäó¹ìî òàêèì ÷èíîì:

f̃(t) =

{
f(t), t > τ1,
0, t < τ1.

(3.13)

Äàëi, àíàëîãi÷íî äî ïîáóäîâè ðîçâ'ÿçêó íà ïîïåðåäíiõ iíòåðâàëàõ, áóäåìî
ìàòè:

u(x, t) = χ(x− at), χ(ν(t)− at) = f̃(t), χ(z) = f̃(t0(z)).

Òîäi ðîçâ'ÿçîê äîïîìiæíî¨ çàäà÷i çàïèøåìî òàê:

u(x, t) = f̃(t0(x− at)). (3.14)

Î÷åâèäíî, ùî äëÿ âñiõ x, ùî çàäîâîëüíÿþòü 0 < x < ν(t), áóäå ñïðà-
âåäëèâîþ íåðiâíiñòü x − at < x < ν(t) − at, òà â ñèëó ñòðîãî ìîíîòîííîãî
ñïàäàííÿ ôóíêöi¨ t0(z) òà âëàñòèâîñòåé ¨¨ ïðîäîâæåííÿ íà âñþ âiñü t, áóäå
ñïðàâåäëèâèì íàñòóïíå ñïiââiäíîøåííÿ:
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t0(x− at) < t0(ν(t)− at) = t.

Äëÿ t > τ1, î÷åâèäíî, ñïðàâåäëèâîþ áóäå íåðiâíiñòü

at < 2l − ν(t),

àáî

at+ ν(t)− l < l.

Âðàõîâóþ÷è ïîïåðåäíüî íàâåäåíi íåðiâíîñòi, ôóíêöiþ (3.14) ìîæíà çàïè-
ñàòè â åêâiâàëåíòíîìó âèãëÿäi:

u(x, t) = µ̃(t0(2l − ν(t0(x− at)− at0(x− at)))).

Òîäi

u(x, t) = µ̃(t0(x− at))− µ̃(t0(2l − (x+ at)))+
+µ̃(t0(2l − ν(t0(x− at)− at0(x− at))))−
−µ̃(t0(2l − ν(t0(2l − (x+ at))− at0(2l − (x+ at)))))

(3.15)

áóäå ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (3.1) i çàäîâîëüíÿòèìå ïî÷àòêîâèì óìîâàì (3.2) òà
êðàéîâèì óìîâàì (3.3) ïðè

t <
4l − ν(t)− 2ν(τ1)

a
. (3.16)

Îñêiëüêè

aτ1 = 2l − ν(τ1) (3.17)

i âðàõîâóþ÷è íåðiâíiñòü (3.16), áóäåìî ìàòè òàêå ñïiââiäíîøåííÿ:

at < 2aτ1 − ν(t); at− l + ν(t) < 2aτ1 − l. (3.18)

Ç ðiâíîñòi (3.17) âèïëèâà¹, ùî aτ1+ l−ν(τ1) = 2aτ1− l, çâiäêè, âðàõîâóþ÷è
(3.4),

t0(2aτ1 − l) = τ1.

Â ñèëó ñòðîãî ìîíîòîííîãî ñïàäàííÿ ôóíêöi¨ t0(z) i âðàõîâóþ÷è ñïiââiä-
íîøåííÿ (3.18),

t0(t0(ν(t)− at)− ν(t0(ν(t)− at))) < 0.

Òîáòî îñòàííié äîäàíîê ó ôîðìóëi (3.15) ïðè x = ν(t) îáåðòà¹òüñÿ íà íóëü
ïðè âñiõ t, äëÿ ÿêèõ ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü (3.16). Äëÿ âñiõ t > 0 îñòàòî÷íèé
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ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ

u(x, t) =
∑∞

k=2 µ̃(t0(w1(w2(...(wk−2(x− at))))))−

−
∑∞

k=2 µ̃(t0(w1(w2(...(wk−2(2l − (x− at))))))),
(3.19)

äå w(y) = 2l − (ν(t0(y)) + at0(y)).

Ïðè k = 2 îáèäâà ÷ëåíè ðÿäó (3.19) ìàþòü âèãëÿä µ̃(t0(x−at)) àáî µ̃(t0(2l−
(x+ at))) âiäïîâiäíî.

Íåõàé τn , n = 1, 2, . . . ¹ íàéìåíøèì äîäàòíèì êîðåíåì ðiâíÿííÿ

at = aτn−1 + 2l + ν(τn−1) + ν(t),

òîäi t áóäå çàäîâîëüíÿòè òàêié íåðiâíîñòi:

τn−1 < t < τn − l + ν(τn)

a
, n = 1, 2, . . . .

ßêùî τ0 = 0, òî

at = 2nl + 2

n−1∑
k=0

ν(τk) + ν(t).

Îòæå, ñóìóâàííÿ ðÿäó (3.19) ç ôóíêöiÿìè àðãóìåíòó µ̃(t0(2l − (x + at)))
äîñòàòíüî çäiéñíþâàòè äî k = n.

Ïîâåðíåìîñü äî ïîáóäîâè âiäîáðàæåíèõ õâèëü çà ðèñóíêîì 2. Âèêîðèñòî-
âóþ÷è ìåòîä ïðîäîâæåííÿ âiäîáðàæåíèõ õâèëü, ÿê ïîêàçàíî âèùå, çíàéäåìî
ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (3.1) ç óðàõóâàííÿì êðàéîâèõ óìîâ ó òî÷öi íàìîòêè íà
áàðàáàí, òîáòî, âèêîðèñòîâóþ÷è ïðèíöèï ñóïåðïîçèöi¨, íàâåäåìî ðîçâ'ÿçîê
äàíî¨ çàäà÷i ó âèãëÿäi ñóìè ôóíêöié:

u(x, t) = u1(x, t) + u2(x, t) + u3(x, t), (3.20)

ïðè÷îìó ôóíêöiÿ u1(x, t) âèçíà÷à¹òüñÿ âèðàçîì (3.19).
Êîæíà ç ôóíêöié ui(x, t) ïîâèííà â îáëàñòi ν(t) < x < l, t > 0 çà-

äîâîëüíÿòè õâèëüîâîìó ðiâíÿííþ (3.1). Ôóíêöiÿ u2(x, t) òàêîæ çàäîâîëüíÿ¹
âiäïîâiäíî ïî÷àòêîâèì òà êðàéîâèì óìîâàì

u(x, 0) = 0; ut(x, 0) = 0; 0 < x < l; (3.21)

u(ν(t), t) = −ũ(ν(t)); ux(l, t) = 0; t > 0,

äå ũ(x) = G
ESE+ lg x

a2
− gx2

2a2
� ÷àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê êðàéîâî¨ çàäà÷i ïðî ïðóæíi

ïåðåìiùåííÿ òî÷îê êàíàòà ó âiäíîñíîìó ðóñi; G = mg, E � ìîäóëü ïðóæíîñòi
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ïåðøîãî ðîäó. Îòæå, íåîäíîðiäíi êðàéîâi óìîâè äëÿ ôóíêöi¨ u2(x, t) âðàõîâó-
þòü òîé ôàêò, ùî â êàíàòi iñíóþòü ïåðåìiùåííÿ ũ(ν(t)), ñòâîðåíi ôóíêöi¹þ

u(ξ) = G
ES ξ +

lg ξ
a2

− gξ2

2a2
.

Ôóíêöiÿ u3(x, t) ïîâèííà çàäîâîëüíÿòè ïî÷àòêîâèì (3.21) òà êðàéîâèì
óìîâàì

u(ν(t), t) = 0; ux(l, t) = γ

(
−Rβ(t) + ∂2u1(l, t)

∂t2
+
∂2u2(l, t)

∂t2

)
H(t), t > 0,

äå H(t) � ôóíêöiÿ Õåâiñàéäà; γ = m
ES .

Òîáòî ôóíêöiÿ u3(x, t) âðàõîâó¹, ùî ïðèñêîðåííÿ β(t) âèíèêà¹ òiëüêè â
ìîìåíò ïóñêó íàìîòóâàëüíîãî áàðàáàíà.

Ðîçâ'ÿçîê äëÿ êîæíî¨ ç ôóíêöié u2(x, t) òà u3(x, t) øóêà¹òüñÿ çà àíàëîãi¹þ
iç çàïðîïîíîâàíèì ìåòîäîì äîïîìiæíî¨ ïiäçàäà÷i äëÿ ôóíêöi¨ u1(x, t).

Ó ðåçóëüòàòi ìè ìîæåìî ïîáóäóâàòè äèíàìi÷íi ïîëÿ ïåðåìiùåíü òà íàïðó-
æåíü äëÿ áóäü-ÿêî¨ òî÷êè êàíàòà, âêëþ÷àþ÷è òî÷êó äîòèêó êàíàòà ç áàðàáà-
íîì.

4. ×èñåëüíà ðåàëiçàöiÿ êðàéîâî¨ çàäà÷i

Iç ìåòîþ çìåíøåííÿ êàïiòàëüíèõ çàòðàò òà ñêîðî÷åííÿ ñòðîêiâ çóïèí-
êè ïðè çíîøóâàííi ñòàëüíèõ êàíàòiâ ïiä ÷àñ ïiäéîìó âàíòàæiâ ìè ÷èñåëü-
íî âèçíà÷èëè ïîêàçíèêè íàïðóæåíü â áóäü-ÿêèé ìîìåíò ÷àñó ðîáîòè øàõò-
íî¨ óñòàíîâêè. Äëÿ ðîçðàõóíêiâ íàìè áóëè âèêîðèñòàíi çãëàäæåíi äiàãðàìè
øâèäêîñòi, îòðèìàíi íà ïðàêòèöi ïiä ÷àñ ðîáîòè ïiäéîìíî¨ ìàøèíè â äiþ÷èõ
ñòîâáóðàõ Ñ. Ð. Iëü¨íèì.

Äàíà çàëåæíiñòü øâèäêîñòi ïiäéîìó âàíòàæó ãîëîâíèì êàíàòîì âiä ÷à-
ñó ðîáîòè óñòàíîâêè áóëà íàìè âçÿòà ç ïðàöi Ñ. Ð. Iëü¨íà [2], IÃÒÌ ÍÀÍ
Óêðà¨íè. Òîáòî ïîäàëüøà ÷èñëîâà ðåàëiçàöiÿ ïîøóêó ïåðåìiùåííÿ òà íàïðó-
æåííÿ â êàíàòi â òî÷öi äîòèêó éîãî ç áàðàáàíîì ¹ äîñèòü ÷iòêîþ òà âiäïî-
âiäà¹ äiéñíèì ïðèðîäíèì óìîâàì ðîáî÷îãî âèêîðèñòàííÿ ïîäiáíèõ øàõòíèõ
ìàøèí. Çãëàäæåíà äiàãðàìà øâèäêîñòi áóëà îòðèìàíà íà îñíîâi àíàëiçó åêñ-
ïåðèìåíòàëüíèõ äàíèõ, îòðèìàíèõ ó ïðîìèñëîâèõ óìîâàõ iç âèêîðèñòàííÿì
ñïåöiàëiçîâàíî¨ âèìiðþâàëüíî¨ àïàðàòóðè. Îòæå, çà äîïîìîãîþ ñòåïiííî¨ ií-
òåðïîëÿöi¨ çíàõîäèìî àíàëiòè÷íèé âèä ôóíêöi¨ ïåðåìiùåííÿ òî÷êè äîòèêó
êàíàòà ç áàðàáàíîì, ïîïåðåäíüî çíàéøîâøè âiäïîâiäíi äèñêðåòíi çíà÷åííÿ
îáåðíåíî¨ ôóíêöi¨ äî øâèäêîñòi ïåðåìiùåííÿ.

Âiäîáðàçèìî çãëàäæåíó äiàãðàìó øâèäêîñòi, âðàõîâóþ÷è ÷èñåëüíó ïîáó-
äîâó ìîäèôiêîâàíîãî ìåòîäó âiäîáðàæåííÿ äëÿ âiäáèòèõ õâèëü (ðèñ. 2). Âðà-
õîâóþ÷è ïîñòàíîâêó õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ (3.1) òà êðàéîâi óìîâè (3.3), ïîáó-
äó¹ìî êðèâó ïåðåìiùåííÿ òî÷êè äîòèêó, ÿêà áóäå çìiíþâàòèñü âiäïîâiäíî äî
õàðàêòåðó âiäîáðàæåíèõ õâèëü âiä ðóõîìîãî êiíöÿ (ðèñ. 3).
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Ðèñ. 2: Äiàãðàìà øâèäêîñòi Ðèñ. 3: Êðèâà ïåðåìiùåííÿ òî÷êè äî-
òèêó

Âðàõîâóþ÷è îòðèìàíèé ðîçâ'ÿçîê äëÿ ôóíêöi¨ u(x, t) = u1(x, t)+u2(x, t)+
u3(x, t), çíàéäåìî äëÿ êîæíîãî ìîìåíòó ÷àñó ðîáîòè ïiäéîìíî¨ êàíàòíî¨ óñòà-
íîâêè âiäïîâiäíi ïîêàçíèêè êóòîâîãî ïðèñêîðåííÿ áàðàáàíà:

Ðèñ. 4: Êóòîâà øâèäêiñòü

Ó ïiäñóìêó, çàâäÿêè çàëó÷åííþ åêñïåðèìåíòàëüíèõ ïðîìèñëîâèõ äàíèõ
äî îá÷èñëåííÿ ïîëiâ ïåðåìiùåíü òà íàïðóæåíü, ìè ìîæåìî ñïðîãíîçóâàòè
ìiíiìàëüíi òà ìàêñèìàëüíi âiäõèëåííÿ íàâàíòàæåííÿ â ãîëîâíîìó êàíàòi. Çà-
âäÿêè âðàõóâàííþ çàëèøêîâèõ òà âiäáèòèõ õâèëü, ùî ç'ÿâëÿþòüñÿ ïðè çàëó-
÷åííi êðàéîâèõ óìîâ íà ðóõîìîìó êiíöi êàíàòà, ìè ìà¹ìî ðåàëüíèé ãðàôiê
êîëèâàíü íàïðóæåíü â êàíàòi â ïðèðîäíèõ óìîâàõ.

Ðèñ. 5: Ïîëå íàïðóæåíü



128 Ò. Ñ. ÇÅËÅÍÑÜÊÀ, À. Â. ÑßÑ�Â

Ó òàáëè÷íié ôîðìi ïðîäåìîíñòðó¹ìî òî÷êîâi çíà÷åííÿ íàïðóæåíü â ðiçíi
ïåðiîäè ðîáîòè ñèñòåìè:

×àñ
ðóõó,
(ñåê)

Íàïðóæåííÿ,
(Í),
ìåòîä ïðîäîâ-
æåííÿ

Íàïðóæåííÿ,
(Í),
ìåòîä Ðóíãå
�Êóòòà

Ðiçíèöÿ ó ôiê-
ñîâàíèõ
òî÷êàõ (Í).

0 0 0 0
20 27 653 25 799 1 854
40 18 123 16 054 2 069
60 7 535 6 891 644
80 5 328 5 001 327
100 32 567 29 521 3 046
120 2 121 1 549 572
140 0 0 0

5. Âèñíîâêè

Ïðîâåäåíî äîñëiäæåííÿ äèíàìi÷íî¨ çàäà÷i, ïîâ'ÿçàíî¨ ç ïîçäîâæíiìè êî-
ëèâàííÿìè êàíàòiâ øàõòíèõ ñèñòåì, ùî ìiñòÿòü äåôîðìiâíi îäíîâèìiðíi òiëà
(ïðóæíi êàíàòè, ñòåðæíi, áàëêè). Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ìîæóòü áóòè ïîäàíi
ó âèãëÿäi òàêèõ òåç:

1. Ñôîðìóëüîâàíî çàäà÷ó ïðî äèíàìiêó ïiäéîìíî¨ óñòàíîâêè ç ïîãëÿäó
çìiíè íàïðóæåíü â ïåðåòèíàõ êàíàòà (ïðóæíîãî ñòåðæíÿ) ó ÷àñi. Âñòàíîâëåíî
çàêîíîìiðíîñòi âïëèâó õàðàêòåðó âiäáèòèõ õâèëü âiä ðóõîìîãî i íåðóõîìîãî
êiíöiâ ïðóæíî¨ íèòêè, íåîáõiäíi äëÿ îïòèìàëüíî¨ ðîáîòè ïiäéîìíî¨ ñèñòåìè.

2. Íà ïiäñòàâi ðîçâ'ÿçêiâ ïî÷àòêîâî-êðàéîâî¨ çàäà÷i ïðî ðóõ ïîçäîâæíiõ
êîëèâàíü äëÿ îáëàñòi ç ðóõîìîþ ãðàíèöåþ âñòàíîâëåíî çàêîíîìiðíiñòü çìi-
íè àìïëiòóä îñíîâíîãî òîíó êîëèâàíü ñòåðæíÿ i ïðèíöèïîâó âiäìiííiñòü öi¹¨
çàäà÷i âiä âèïàäêó êðàéîâèõ çàäà÷, ÿêi íå âðàõîâóþòü çàëèøêîâi õâèëi, ùî
âèíèêàþòü ïðè íåëiíiéíèõ êîëèâàííÿõ íåçàêðiïëåíî¨ îïîðè; à ñàìå: â íåðóõî-
ìié ñèñòåìi ïðè ðóñi âçäîâæ ïðóæíîãî ñòåðæíÿ àìïëiòóäà íàïðóæåííÿ ïðàê-
òè÷íî íå çìiíþ¹òüñÿ, à â ñèñòåìi ç íåñòiéêîþ îïîðîþ àìïëiòóäà íàïðóæåííÿ
çàëåæèòü âiä çìiíè ëiíiéíîãî òà êóòîâîãî ïðèñêîðåíü.

3. Çàïðîïîíîâàíî i ÷èñåëüíî ðåàëiçîâàíî ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü ðóõó âàí-
òàæîïiäéîìíî¨ óñòàíîâêè, ç óðàõóâàííÿì ðàäióñà êðèâèçíè â òî÷öi äîòèêó
êàíàòà ç áàðàáàíîì (øêiâîì); ÷èñåëüíî íàâåäåíî ðåçóëüòàòè àìïëiòóäè çìiíè
ïåðåìiùåíü i íàïðóæåíü â ðiçíèõ ïåðåòèíàõ êàíàòà, â ïåâíèé ìîìåíò ÷àñó
ðóõó ñèñòåìè; íàâåäåíî çàäà÷ó äèíàìi÷íîãî ïîëÿ ïðî ïåðåìîòóâàííÿ âàãîìî¨
ðîçòÿæíî¨ íèòêè, âêàçàíî òàêîæ äâi ãðóïè ïî÷àòêîâî-êðàéîâèõ çâ'ÿçêiâ, íåîá-
õiäíèõ äëÿ ïîâíîòè ïîñòàíîâêè çàäà÷i, òà îòðèìàíî òàêi íîâi ðåçóëüòàòè: âñòà-
íîâëåíî, ùî êîëèâàííÿ ðóõîìî¨ ñòàëåâî¨ íèòêè (êàíàò) ìà¹ õâèëüîâèé, íåïå-
ðiîäè÷íèé õàðàêòåð; ÷àñòîòè êîëèâàííÿ íèòêè çìåíøóþòüñÿ çi çáiëüøåííÿì
øâèäêîñòi ïåðåìîòóâàííÿ; ìà¹ ìiñöå êiíåìàòè÷íå äåôîðìóâàííÿ êîëèâàííÿ
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íèòêè, çóìîâëåíå âèíîñîì åíåðãi¨ ïîçäîâæíiõ äåôîðìàöié ç êîëèâàëüíî¨ äi-
ëÿíêè, âíàñëiäîê âïëèâó çàëèøêîâèõ õâèëü â îáëàñòi êðèòè÷íèõ íàïðóæåíü.

4. Äîñëiäæåíî çàêîí ïåðåìiùåííÿ íåçàêðiïëåíîãî âåðõíüîãî êiíöÿ ç óðàõó-
âàííÿì êðàéîâèõ óìîâ ó ïî÷àòêîâié òî÷öi íàìîòóâàííÿ êàíàòà; âñòàíîâëåíî,
ùî âåðòèêàëüíi êîëèâàííÿ íåñó÷îãî êàíàòà ¹ äæåðåëîì ïàðàìåòðè÷íèõ çáó-
ðåíü íàïðóæåíü ïî âñié äîâæèíi ïðóæíî¨ íèòêè. Ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷ó ïðî êîëè-
âàííÿ êàíàòà ïiäâiñíî¨ ñèñòåìè ïiä äi¹þ ðóõó âàíòàæó (çàêðiïëåíà ãðàíèöÿ);
âñòàíîâëåíî çàêîíè çìiíè àìïëiòóäè êîëèâàíü êàíàòà ïiäâiñíî¨ ñèñòåìè ïiä
÷àñ ïåðåìiùåííÿ âàíòàæó.
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