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Ðîçãëÿäà¹òüñÿ ñêàëÿðíà çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ äëÿ íåëiíiéíèõ ãi-

ïåðáîëi÷íèõ çàêîíiâ çáåðåæåííÿ íà òðàíñïîðòíié ìåðåæi ç ôàçîâèìè îáìåæåí-

íÿìè. Êåðóâàííÿìè âèñòóïàþòü ôóíêöi¨ ùiëüíîñòi òðàíñïîðòíîãî ïîòîêó íà

ðåáðàõ ìåðåæi òà â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò. Ó ïðèïóùåííi, ùî âèõiäíà çàäà÷à êå-

ðóâàííÿ ìîæå íå ìàòè îïòèìàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó, çàïðîïîíîâàíî ïiäõiä ùîäî ðå-

ãóëÿðèçàöi¨ òàêî¨ ñêàëÿðíî¨ çàäà÷i íà ìåðåæi, ÿêà ãðóíòó¹òüñÿ íà çàëó÷åííi ïà-

ðàìåòðèçîâàíèõ çàäà÷ âåêòîðíî¨ îïòèìiçàöi¨. Äîâåäåíî iñíóâàííÿ åôåêòèâíèõ

ðîçâ'ÿçêiâ òàêèõ çàäà÷.

Êëþ÷îâi ñëîâà: òðàíñïîðòíèé ïîòiê íà ìåðåæi, ãiäðîäèíàìi÷íà ìîäåëü, îïòèìàëüíå êå-

ðóâàííÿ, ôàçîâi îáìåæåííÿ.

1. Âñòóï

Â îñíîâi äàíî¨ ðîáîòè ëåæèòü ìàêðîñêîïi÷íà ìîäåëü òðàíñïîðòíîãî ïîòî-
êó íà ìåðåæi, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ çi ñêií÷åííî¨ ñóêóïíîñòi äîðiã òà âóçëiâ, ùî ¨õ
ç'¹äíóþòü. Ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî íà êîæíié äîðîçi äèíàìiêà òðàíñïîðòíîãî ðó-
õó îïèñó¹òüñÿ íåëiíiéíèì ãiäðîäèíàìi÷íèì çàêîíîì çáåðåæåííÿ, ÿêèé ïðèâî-
äèòü äî ðîçãëÿäó ñèñòåìè íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ ïåðøîãî
ïîðÿäêó. Äîñëiäæåííþ òà àíàëiçó òàêèõ çàäà÷, çîêðåìà ïðîáëåìi ìîäåëþâàí-
íÿ òà ïîáóäîâi îïòèìàëüíèõ çàêîíiâ êåðóâàííÿ, ïðèñâÿ÷åíà äîñèòü îáøèðíà
ëiòåðàòóðà (äèâ. [1�3,6, 7, 14,15]).

Ó äàíié ñòàòòi ðîçãëÿäà¹òüñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ äëÿ íåëiíié-
íèõ çàêîíiâ çáåðåæåííÿ íà òðàíñïîðòié ìåðåæi ç ôàçîâèìè îáìåæåííÿìè.
Ïðè öüîìó ââàæà¹òüñÿ, ùî ôóíêöi¨ êåðóâàííÿ çàäàíi íà ðåáðàõ ìåðåæi i âïëè-
âàþòü íà çíà÷åííÿ ïî÷àòêîâî¨ ùiëüíîñòi, òà iñíó¹ ôóíêöiîíàë, çà ÿêèì îöi-
íþ¹òüñÿ ÿêiñòü êåðóâàííÿ íà ìåðåæi. Â ñèëó íàÿâíîñòi ôàçîâèõ îáìåæåíü,
ââåäåíèõ íà ùiëüíiñòü òðàíñïîðòíîãî ïîòîêó, ðåãóëÿðíiñòü çàïðîïîíîâàíî¨
çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ, òîáòî iñíóâàííÿ ùîíàéìåíøå îäíi¹¨ äîïóñòè-
ìî¨ ïàðè, ¹ âiäêðèòîþ ïðîáëåìîþ íàâiòü ó íàéïðîñòiøèõ âèïàäêàõ. Ó çâ'ÿçêó
ç öèì, âèõîäÿ÷è ç ïðèïóùåííÿ, ùî âèõiäíà çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ
ìîæå íå ìàòè îïòèìàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó, áóëî ââåäåíî äî ðîçãëÿäó ñóêóïíiñòü
�����������������
c⃝ Ò. À. Áîæàíîâà, 2013
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ïàðàìåòðèçîâàíèõ çàäà÷ âåêòîðíî¨ îïòèìiçàöi¨, â ÿêèõ öiëüîâå âiäîáðàæåííÿ
ìà¹ êîíêðåòíèé âèãëÿä òà ñóòò¹âî îïèðà¹òüñÿ íà ôàçîâi îáìåæåííÿ (äèâ. [12]).
Äëÿ òàêîãî êëàñó çàäà÷ áóëî äîâåäåíî, ùî ìíîæèíà ¨õ åôåêòèâíèõ ðîçâ'ÿçêiâ
íå ¹ ïîðîæíüîþ.

2. Îñíîâíi ïîíÿòòÿ òà ïîçíà÷åííÿ

Ó öüîìó ðîçäiëi íàãàäà¹ìî äåÿêi âiäîìi ôàêòè ùîäî ôóíêöié ç îáìåæåíîþ
ïîâíîþ âàðiàöi¹þ, ââåäåìî ïîíÿòòÿ òðàíñïîðòíî¨ ìåðåæi òà îñíîâíi íàïðÿìè
ïîáóäîâè ìàêðîñêîïi÷íî¨ ìîäåëi òðàíñïîðòíîãî ïîòîêó íà ìåðåæi .

2.1. Ïðîñòîðè ôóíêöié ç îáìåæåíîþ ïîâíîþ âàðiàöi¹þ

Íåõàé f : Ω → R åëåìåíò ç ïðîñòîðó L1(Ω). Îçíà÷èìî∫
Ω
|Df | = sup

{∫
Ω
fdivφ⃗dx : φ⃗ ∈ C1

0 (Ω)
n, ∥φ(x)∥C(Ω)n ≤ 1 äëÿ x ∈ Ω

}
,

äå divφ⃗ =
∑N

i=1
∂φi
∂xi

. Çãiäíî ç òåîðåìîþ Ðàäîíà � Íiêîäèìà, ÿêùî
∫
Ω |Df | <

+∞, òî ðîçïîäiëåííÿ Df ¹ ìiðîþ i iñíóþòü âåêòîðíîçíà÷íà ôóíêöiÿ ∇f ∈
L1(Ω)n òà ìiðà Dsf , ñèíãóëÿðíà âiäíîñíî N -ìiðíî¨ ìiðè Ëåáåãà LN⌊Ω, çâó-
æåíî¨ íà Ω, òàêi, ùî

Df = ∇fLn⌊Ω+Dsf.

Îçíà÷åííÿ 2.1. [5] Áóäåìî êàçàòè, ùî ôóíêöiÿ f ∈ L1(Ω) ìà¹ îáìåæåíó
âàðiàöiþ íà Ω, ÿêùî ïîõiäíà Df iñíó¹ ó ñåíñi ðîçïîäiëåííÿ i íàëåæèòü êëàñó
ìið Ðàäîíà ç îáìåæåíîþ ïîâíîþ âàðiàöi¹þ, òîáòî äëÿ ÿêî¨

∫
Ω |Df | < +∞.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç BV(Ω) ïðîñòið óñiõ ôóíêöié ç L1(Ω) ç îáìåæåíîþ âàðiàöi¹þ.

Çàóâàæèìî, ùî âiäíîñíî íîðìè

∥f∥BV(Ω) = ∥f∥L1(Ω) +

∫
Ω
|Df |,

BV(Ω) ¹ ïðîñòîðîì Áàíàõà. Äîáðå âiäîìèì ¹ íàñòóïíèé ðåçóëüòàò äëÿ BV-
ôóíêöié.

Òâåðäæåííÿ 2.1. Ðiâíîìiðíî îáìåæåíi ìíîæèíè ïî BV -íîðìi ¹ âiäíîñíî
êîìïàêòíèìè â L1(Ω), òîáòî, ÿêùî {fk}∞k=1 ⊂ BV(Ω) i

sup
k∈N

∥fk∥BV (Ω) < +∞,

òî iñíó¹ ïiäïîñëiäîâíiñòü ç {fk}∞k=1, ñòðîãî çáiæíà â L
1(Ω) äî äåÿêîãî åëåìåíòà

f ∈ BV(Ω).

Îçíà÷åííÿ 2.2. Áóäåìî êàçàòè, ùî ïîñëiäîâíiñòü {fk}∞k=1 ⊂ BV(Ω) ñëàáêî
çáiãà¹òüñÿ äî äåÿêîãî åëåìåíòà f ∈ BV(Ω) i ïîçíà÷àòè fk ⇀ f òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè âèêîíóþòüñÿ òàêi óìîâè: fk → f ñòðîãî â L1(Ω), Dfk ⇀ Df ∗-
ñëàáêî â M(Ω).
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Ìà¹ ìiñöå òàêà òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.1. [5] Íåõàé {fk}∞k=1 ïîñëiäîâíiñòü â BV(Ω), ñòðîãî çáiæíà äî
äåÿêîãî åëåìåíòà f ∈ L1(Ω) i òàêà, ùî supk∈N

∫
Ω |Dfk| < +∞. Òîäi

1. f ∈ BV(Ω) i
∫
Ω |Df | ≤ lim infk→∞

∫
Ω |Dfk|;

2. fk ⇀ f â BV(Ω).

2.2. Ïîíÿòòÿ òðàíñïîðòíî¨ ìåðåæi

Íåõàé Θ � öå âiäêðèòà âèïóêëà ïiäìíîæèíà ïðîñòîðó R2 i F � ïëîñêèé
ãðàô íà R2.

Îçíà÷åííÿ 2.3. Áóäåìî êàçàòè, ùî ìíîæèíà Ω ¹ ìåðåæåþ äîðiã, ÿêùî ¨¨
ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi ïàðè (I,J ), äå

(à): I � öå ñêií÷åííà ñóêóïíiñòü ðåáåð, êîòði âiäïîâiäàþòü äîðîãàì ìåðåæi
òà ¹ âiäðiçêàìè Ii = [ai, bi] â R, i = 1, . . . , N ;

(á): J � ñêií÷åííà êiëüêiñòü âåðøèí, ÿêi âiäïîâiäàþòü âóçëàì äàíî¨ ìå-
ðåæi.
Êîæíà âåðøèíà J ¹ îá'¹äíàííÿì äâîõ íåïîðîæíiõ ïiäìíîæèí Inc (J) òà
Out (J) òàêèõ, ùî:
(i):êîæíà âåðøèíà J ∈ I ¹ âíóòðiøíüîþ òî÷êîþ Ω;
(ii): äëÿ ∀J ̸= J ′ ∈ J òà Inc (J)

∩
Inc (J ′) = ∅ ìà¹ìî: Out (J)

∩
Out(J ′) = ∅;

(iii): ÿêùî i ̸∈ ∪J⊂J Inc (J), òîäi bi âiäïîâiäà¹ äåÿêié òî÷öi íà ∂Ω (âèõiäíà
äîðîãà ç ìåðåæi), i ÿêùî i ̸∈ ∪J⊂JOut (J), òîäi ai âiäïîâiäà¹ äåÿêié òî÷öi íà
∂Ω (âõiäíà â ìåðåæó äîðîãà). Êðiì òîãî, öi äâà âèïàäêè âçà¹ìíî âèêëþ÷íi.

2.3. Ìàêðîñêîïi÷íà ìîäåëü òðàíñïîðòíîãî ïîòîêó íà ìåðåæi

Íåõàé (I,J ) � òðàíñïîðòíà ìåðåæà, êîòðà íàëi÷ó¹ ñòðîãî N äîðiã. Äëÿ
áóäü-ÿêîãî i ∈ {1, . . . , N} äîðîãà i âiäïîâiäà¹ âiäðiçêó [ai, bi]. Ïîçíà÷èìî ÷å-
ðåç ρi = ρi(t, x) ùiëüíiñòü ìàøèí íà äîðîçi i â òî÷öi x ∈ [ai, bi], t ∈ [0, T ];
ïðè öüîìó ìàêñèìàëüíî ìîæëèâó ùiëüíiñòü íà äîðîçi i, êîòðà âiäïîâiäà¹ ïî-
ÿâi çàòîðó íà äàíié äiëÿíöi ìåðåæi, ïîçíà÷èìî ÿê ρmax,i. Ïðèïóñòèìî, ùî
äîðîãè äàíî¨ ìåðåæi âiäïîâiäàþòü ðåáðàì ãðàôà F, îáìåæåíîãî îáëàñòþ Ω,
à âóçëè, ÿêi ç'¹äíóþòü äîðîãè, � âåðøèíàì öüîãî ãðàôà. Êiëüêiñòü ìàøèí,
ùî ïðî¨æäæà¹ çà îäèíèöþ ÷àñó, áóäåìî íàçèâàòè òðàíñïîðòíèì ïîòîêîì i
ïîçíà÷àòè f(ρ) = ρυ, äå υ(ρ) � øâèäêiñòü ìàøèí. Ñëiä çàóâàæèòè, ùî υ(ρ)
¹ ñïàäíîþ ôóíêöi¹þ ùiëüíîñòi ρ. Âiäïîâiäíî äî [4] ïðèïóñòèìî, ùî iñíóþòü
ôóíêöi¨ ïîòîêó fi òàêi, ùî äëÿ êîæíî¨ äîðîãè i ∈ {1, . . . , N} âèêîíóþòüñÿ
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òàêi âëàñòèâîñòi:

fi ¹ ôóêíöiÿìè òiëüêè ρi,

fi íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíi íà [0, ρmax, i],

fi = fi(ρmax, i) = 0,

fi � ñòðîãî âãíóòi ôóíêöi¨,

∃ σ ∈ (0, ρmax,i) : f
′
i(σi) = 0 òà (ρ− σi)f

′
i(ρ) < 0, ∀ ρ ̸= σi.

(2.1)

ßê âèïëèâà¹ ç íàâåäåíèõ âèùå óìîâ, òðàíñïîðòíèé ïîòiê ¹ äîäàòíèì ïðè çíà-
÷åííÿõ ùiëüíîñòi 0 < ρi < ρmax, i. Òóò σi � îïòèìàëüíà ùiëüíiñòü, ïðè ÿêié
òðàíñïîðòíèé ïîòiê äîñÿãà¹ ñâîãî ìàêñèìóìó. Áiëüøå òîãî, çà öèõ óìîâ íà-
ïðÿì ïîòîêó íà êîæíié äîðîçi äàíî¨ ìåðåæi ¹ çàäàíèì. Òàêèì ÷èíîì, äëÿ äî-
âiëüíîãî i ∈ {1, . . . , N} ìàêðîñêîïi÷íà ìîäåëü òðàíñïîðòíîãî ïîòîêó íà äîðîçi
i ìîæå áóòè âèðàæåíà íàñòóïíèì íåëiíiéíèì çàêîíîì çáåðåæåííÿ (äèâ. [15]):

∂tρi(t, x) + ∂xfi(ρi(t, x)) = 0, ∀ x ∈ (ai, bi), ∀ t ∈ (0, T ], (2.2)

ρi(0, x) = ρ̄i(x), ∀ x ∈ [ai, bi] (2.3)

iç ôóíêöi¹þ ïîòîêó
fi(ρ) = ρυi(ρ),

äå øâèäêiñòü υi � íåïåðåðåâíî-äèôåðåíöiéîâíà ñïàäíà ôóíêöiÿ ñâîãî àðãó-
ìåíòó ρ.

ßê âiäîìî, òàêà çàäà÷à Êîøi ìîæå íå ìàòè êëàñè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó íàâiòü
çà íàÿâíîñòi ãëàäêèõ ïî÷àòêîâèõ óìîâ. Öå ïðèâîäèòü äî ðîçãëÿäó ñëàáêèõ
ðîçâ'ÿçêiâ, ÿêi, çàçâè÷àé, íå ¹ ¹äèíèìè.

Îçíà÷åííÿ 2.4. Íåõàé ρ0 ∈ L1
loc(R;R

n) i T > 0. Ôóíêöiþ ρ : [0, T ]×R→ Rn

áóäåìî íàçèâàòè ñëàáêèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i Êîøi (2.2)�(2.3), ÿêùî ρ ¹ íåïå-
ðåðâíîþ ôóíêöi¹þ ç [0, T ] â L1

loc òà ∀ψ ∈ 1 ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì íà ìíîæèíi
(−∞, T )×R âèêîíó¹òüñÿ óìîâà:∫ T

0

∫
R
{ρ · ψt + f(ρ) · ψx} dxdt+

∫
R
ρ0(x) · ψ(0, x)dx = 0. (2.4)

Ðîçãëÿíåìî âóçîë J ç n âõiäíèìè äîðîãàìè I1, . . . , In ç êiíöåì bi (i ∈
{1, . . . , n}) ó âóçëi òà m âèõiäíèìè äîðîãàìè In+1, . . . , In+m ç êiíöåì ai (i ∈
{n+ 1, . . . , n+m}) ó âóçëi. Òîäi, ùîá ãàðàíòóâàòè çáåðåæåííÿ êiëüêîñòi ìà-
øèí, ÿêi ïðî¨æäæàþòü ÷åðåç âóçîë J , ââåäåìî óìîâó:

n∑
i=1

fi(ρi(t, bi)) =

n+m∑
i=n+1

fi(ρi(t, ai)) ∀ t ∈ [0, T ] ∀ J. (2.5)

Öå ñïiââiäíîøåííÿ ùå íàçèâàþòü óìîâîþ Rankine � Hugoniot ó âóçëi. Ïðîòå
âèêîíàííÿ öi¹¨ óìîâè íå ¹ äîñòàòíiì äëÿ âèçíà÷åííÿ ¹äèíîãî ðîçâ'ÿçêó ñè-
ñòåìè (2.2)�(2.3) íà ìåðåæi. Òîìó äîöiëüíî çàëó÷èòè ïiäõiä ïðàöi [3], ÿêèé
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ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùîá ó êîæíîìó âóçëi ìåðåæi ðîçãëÿäàòè òàê çâàíó ìàòðèöþ
ðîçïîäiëó ðóõó A(J) ∈ Rn+m òàêó, ùî

A(J) = [αji(J)], j ∈ {n+ 1, . . . , n+m} , i ∈ {1, . . . , n} , (2.6)
αji(J) ̸= αji′(J), ∀ i ̸= i′, 0 < αji(J) < 1,

n+m∑
j=n+1

αji(J) = 1 äëÿ êîæíîãî i ∈ {1, . . . , n} .
(2.7)

Ðàçîì ç òèì, äëÿ âiäîêðåìëåííÿ êîðåêòíîãî ç ôiçè÷íî¨ òî÷êè çîðó ðîçâ'ÿçêó,
ôóíêöi¨ ùiëüíîñòi ρi ìàþòü çàäîâîëüíÿòè åíòðîïiéíó óìîâó Êðóæêîâà [9]:

Îçíà÷åííÿ 2.5. Áóäåìî êàçàòè, ùî ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê ρ = ρ(t, x) çàäà÷i Êîøi
(2.2)�(2.3) çàäîâîëüíÿ¹ åíòðîïiéíó äîïóñòèìó óìîâó Êðóæêîâà, ÿêùî∫ T

0

∫
R
{|ρ− k|φt + sgn(ρ− k)(f(ρ)− f(k))φx} dxdt ≥ 0 (2.8)

äëÿ êîæíîãî k ∈ R òà êîæíî¨ íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíî¨ äîäàòíî¨ ôóíêöi¨
φ ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì íà ìíîæèíi [0, T )×R.

3. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i

Íåõàé Ω = (a1, b1)× . . .× (aN , bN ) � ìåðåæà. Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíó çàäà÷ó
îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ íà òðàíñïîðòíié ìåðåæi Ω:{

J(u, ρ) → max,

ÿêùî u ∈ Uad, ρ ∈ Rad,
(3.1)

äå

• J � öiëüîâèé ôóíêöiîíàë;

• u = (u0, u1) � ôóíêöi¨ êåðóâàííÿ;

• Uad = {u = (u0, u1) ∈ L∞(Ω) × L∞(ΩT )
m : ∥u0∥BV (Ω) + ∥u1∥BV (ΩT ) ≤ γ}

� ìíîæèíà äîïóñòèìèõ êåðóâàíü;

• Rad = {ρ ∈ C([0, T ];L1
loc(Ω)) : l(ρ(t, x)) ≤ 0 ì. ñ. íà ΩT } � ìíîæèíà

äîïóñòèìèõ çíà÷åíü, òóò l : R→ R � íåïåðåðâíèé îïåðàòîð;

• ΩT := Ω1,T × . . .× ΩN,T ;

• ρ = ρ(u) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè:

∫ T

0

∫ bi

ai

(ρi∂tϕ+ fi(ρi)∂xϕ)dxdt =

=

∫ T

0

∫ bi

ai

gi(t, x, ρi, u
1
i ) dxdt,

∀ϕ ∈ C∞
0 ((0, T )× (ai, bi)),∀Ii ∈ I, ∀i = 1, N ;

(3.2)
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

∫ T

0

∫ bi

ai

(
|ρi − c|∂tϕ̃+ sgn(ρi − c)(fi(ρi)− fi(c))∂xϕ̃

)
dxdt ≤

≤
∫ T

0

∫ bi

ai

sgn(ρi − c)gi(t, x, ρi, u
1
i ) dxdt,

∀c ∈ R, ∀ϕ̃ ∈ C∞
0 ((0, T )× (ai, bi)), ∀ϕ̃ ≥ 0, ∀i = 1, N ;

(3.3)

ρi(0, x) = u0i (x), x ∈ (ai, bi) ∀i = 1, N ; (3.4) fj(ρj(·, a+j )) =
n∑

i=1

αjifi(ρi(·, b−i )),

∀J ∈ J ,∀j = n+ 1, . . . , n+m;

(3.5)

L(J, uk, ρ) :=

n∑
i=1

fi(ρi(·, b−i )) äîñÿãà¹ ìàêñèìàëüíîãî

çíà÷åííÿ íà ïàði (uk, ρ) ïðè îáìåæåííÿõ (3.2)�(3.5).

(3.6)

Ïðèïóñòèìî, ùî

f = (f1, . . . , fN ) : R→ RN ¹ ëîêàëüíî ëiïøèöåâîþ (3.7)

òà g ∈ L∞(ΩT ;C
0,1
loc (R × Ω)), i äëÿ âñiõ Mu > 0 iñíóþòü êîíñòàíòè C1, C2 > 0

òàêi, ùî

g(t, x, ρ, u1)(ρ) ≤ C1 + C2|ρ|, ∀(t, x, ρ, u1) ∈ ΩT × R× [−Mu,Mu]
m. (3.8)

Ïðè öüîìó ïiä åíòðîïiéíèì äîïóñòèìèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (3.2)�(3.4) áóäåìî
ðîçóìiòè òàêå (äèâ. [4, 9, 13]).

Îçíà÷åííÿ 3.1. Äëÿ çàäàíèõ u = (u0, u1) ∈ Uad ôóíêöiÿ ρ ∈ L∞(ΩT ) íàçè-
âà¹òüñÿ åíòðîïiéíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (3.1)�(3.4), ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêèõ c ∈ R
òà

η(λ) := |λ− c|, qi(λ) := sgn(λ− c)(fi(λ)− fi(c)), ∀i = 1, . . . , N (3.9)

âèêîíó¹òüñÿ åíòðîïiéíà íåðiâíiñòü

(η(ρ))t + (q(ρ))x ≤ sgn(ρ− c)g(t, x, ρ, u1) íà ΩT (3.10)

òà

lim
t→0+

1

t

∫ t

0
∥ρ(τ, ·)− u0∥L1(Ω)dτ = 0. (3.11)

Äîñëiäæåííÿ iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi åíòðîïiéíèõ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i Êîøi
(3.2)�(3.4) ìîæíà çíàéòè ó ïðàöÿõ Êðóæêîâà [9,10] òà Óëáðiõà [16]. Íàñòóïíèé
ðåçóëüòàò ðîçêðèâà¹ âëàñòèâîñòi âiäîáðàæåííÿ u 7→ ρ(u).
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Òåîðåìà 3.1. [16] Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè (3.7)�(3.8) òà çàäàíi ôóíêöi¨
êåðóâàííÿ u = (u0, u1) ∈ Uad. Òîäi äëÿ êîæíîãî u ∈ Uad iñíó¹ ùîíàéáiëüøå
îäèí åíòðîïiéíèé ðîçâ'ÿçîê

ρ = ρ(u) ∈ C([0, T ];L1(Ω))× L∞(ΩT ),

ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (3.10)-(3.11). Êðiì òîãî, âiäîáðàæåííÿ

Uad ∋ u 7→ ρ(u) ∈ C([0, T ];L1(Ω)) (3.12)

¹ íåïåðåðâíèì çà Ëiïøèöåì, ïðè öüîìó, ÿêùî ôóíêöiÿ g ìà¹ êîìïàêòíèé
íîñié suppx(g) ⊂⊂ Ω, òî ρ ∈ L∞([0, T ];BV (Ω)).

Îçíà÷åííÿ 3.2. Áóäåìî êàçàòè, ùî ïàðà

(u, ρ) ∈ [L1(Ω)× L1(ΩT )]× [C([0, T ];L1(Ω))× L∞(ΩT )× L∞([0, T ];BV (Ω))]

¹ äîïóñòèìèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ (3.1), ÿêùî u =
(u0, u1) ∈ Uad, ρ ∈ Rad, J(u, ρ) < +∞ òà ρ = ρ(u) âiäïîâiäíèé åíòðîïiéíèé
ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3.2)-(3.5) ó ñåíñi îçíà÷åííÿ 3.1 òà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (3.6)-
(3.7).

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Ξ ìíîæèíó âñiõ äîïóñòèìèõ ïàð çàäà÷i (3.1). Áóäåìî
êàçàòè, ùî ïàðà (u0, ρ0) ¹ îïòèìàëüíîþ äëÿ çàäà÷i (3.1), ÿêùî

(u0, ρ0) ∈ Ξ òà J(u0, ρ0) = sup
(u,ρ)∈Ξ

J(u, ρ).

Íàäàëi áóäåìî ïðèïóñêàòè òàêå:

• (B1) Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ (3.1) ¹ ðåãóëÿðíîþ, ÿêùî iñíó¹
ùîíàéìåíøå îäíà ïàðà (u, ρ) òàêà, ùî (u, ρ) ∈ Ξ.

Ó ïîäàëüøîìó áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè òàêi ïîçíà÷åííÿ:

U = L1(Ω)× L1(ΩT ), Y = C([0, T ];L1(Ω)).

Òåîðåìà 3.2. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ ïî÷àòêîâi ïðèïóùåííÿ (3.7)�(3.8) i çà-
äàíî öiëüîâèé ôóíêöiîíàë J : U × Y → R, ñåêâåíöiéíèé íàïiâíåïåðåðâíèé
çâåðõó âiäíîñíî íîðìè òîïîëîãi¨ íà U × Y. Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ
(3.1) ìà¹ îïòèìàëüíèé ðîçâ'ÿçîê (u0, ρ0) ∈ Ξ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíà
¹ ðåãóëÿðíîþ.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ ïî÷àòêó ïîêàæåìî, ùî öiëüîâèé ôóíêöiîíàë J : U × Y → R
¹ îáìåæåíèì çâåðõó íà ìíîæèíi Ξ. Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå. Íåõàé iñíó¹
ïîñëiäîâíiñòü {(uk, yk)}k∈N ∈ Ξ òàêà, ùî J(uk, yk) > k äëÿ âñiõ k ∈ N. Çà ïî-
÷àòêîâèìè ïðèïóùåííÿìè, ïîñëiäîâíiñòü {uk}k∈N ⊂ Uad, òîìó ïîñëiäîâíiñòü
{uk}k∈N ¹ îáìåæåíîþ â

[BV (Ω)×BV (ΩT )] ∩ [L∞(Ω)× L∞(ΩT )].
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Òàêèì ÷èíîì, ìè ìîæåìî ïðèïóñòèòè (äèâ. òâåðäæåííÿ 2.1), ùî uk → u â U,
i òîìó u ∈ Uad. Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ (3.12) ¹ íåïåðåðâíèì çà Ëiïøèöåì,
òî çà òåîðåìîþ Añêîëi � Àðöåëà îòðèìó¹ìî, ùî {ρk = ρ(uk)}k∈N ∈ Rad ¹
îáìåæåíîþ ïîñëiäîâíiñòþ â Y i iñíó¹ åëåìåíò ρ ∈ Y òàêèé, ùî ρk → ρ â Y.
Òîäi, âèêîðèñòîâóþ÷è íàïiâíåïåðåðâíiñòü çâåðõó ôóíêöiîíàëà J , ïðèéäåìî
äî ñïiââiäíîøåííÿ:

J(u, ρ) ≥ lim sup
k→∞

J(uk, ρk) >∞.

Òàêèì ÷èíîì, öiëüîâèé ôóíêöiîíàë J : U × Y → R ¹ îáìåæåíèì çâåðõó íà
ìíîæèíi Ξ. Íåõàé {(uk, ρk)}k∈N ⊂ Ξ ¹ ìàêñèìiçàöiéíîþ ïîñëiäîâíiñòþ äëÿ
âèõiäíî¨ çàäà÷i, òîáòî

lim
k→∞

J(uk, ρk) = sup
(u,ρ)∈Ξ

J(u, ρ) <∞.

Âèõîäÿ÷è ç ïîïåðåäíiõ àðãóìåíòiâ, ìîæåìî ïðèïóñòèòè, ùî iñíó¹ ïàðà (u0, ρ0)
òàêà, ùî

uk → u0 â L1(Ω)× L1(ΩT ) òà ρk → ρ0 â C([0, T ];L
1(Ω)). (3.13)

Áåðó÷è öåé ôàêò äî óâàãè, ïåðåéäåìî äî ãðàíèöi ó ñïiââiäíîøåííÿõ (3.10)�
(3.11) ïðè k → ∞. Çâiäêè îòðèìó¹ìî, ùî ρ = ρ(u0) ¹ åíòðîïiéíèì ðîçâ'ÿçêîì
çàäà÷i Êîøi (3.2)�(3.3) ïðè u = u0. Äëÿ òîãî, ùîá äîâåñòè âêëþ÷åííÿ (u0, ρ0) ∈
Ξ, çàóâàæèìî, ùî âëàñòèâiñòü (3.13) îçíà÷à¹ çáiæíiñòü ρk(t, x) → ρ0(t, x)
ìàéæå ñêðiçü íà ΩT . Òàêèì ÷èíîì, çà âëàñòèâiñòþ íåïåðåðâíîñòi îïåðàòîðà
l : R → R îòðèìó¹ìî, ùî ρ0 ∈ Rad. Äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ çàëèøèëîñü
çàñòîñóâàòè âëàñòèâiñòü íàïiâíåïåðåðâíîñòi çâåðõó ôóíêöiîíàëà J :

∞ > J(u0, ρ0) ≥ lim
k→∞

J(uk, ρk) = sup
(u,ρ)∈Ξ

J(u, ρ).

Òàêèì ÷èíîì, ïàðà (u0, ρ0) ¹ îïòèìàëüíîþ äëÿ çàäà÷i (3.1).

4. Âåêòîðíîçíà÷íà ðåãóëÿðèçàöiÿ çàäà÷i îïòèìàëüíîãî
êåðóâàííÿ

Íàäàëi áóäåìî âèõîäèòè ç ïðèïóùåííÿ, ùî âèõiäíà çàäà÷à îïòèìàëüíîãî
êåðóâàííÿ (3.1) ìîæå íå ìàòè òî÷íîãî ðîçâ'ÿçêó (uopt, ρopt) ∈ Ξ.

Ïîâ'ÿæåìî ç ìåðåæåþ ΩT = Ω1,T × . . . × ΩN,T öiëüîâèé ïðîñòið L1(ΩT ),
i íåõàé τ � ñëàáêà òîïîëîãiÿ â L1(ΩT ). Äëÿ ïiäìíîæèíè S ⊂ L1(ΩT ) ïîçíà-
÷èìî ÷åðåç intτS òà clτS âiäïîâiäíî ¨¨ âíóòðiøíiñòü òà çàìèêàííÿ âiäíîñíî
ñëàáêî¨ òîïîëîãi¨ ïðîñòîðó L1(ΩT ). Òàêîæ ïðèïóñòèìî, ùî L1(ΩT ) ¹ ÷àñòêîâî
âïîðÿäêîâàíèì êîíóñîì äîäàòíèõ åëåìåíòiâ Λ, ÿêèé âèçíà÷åíî òàêèì ÷èíîì:

Λ =
{
f ∈ L1(ΩT ); f(x) ≥ 0 ìàéæå ñêðiçü íà Ω

}
. (4.1)
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Îçíà÷åííÿ 4.1. [8] Åëåìåíò y∗ ∈ S ⊂ L1(ΩT ) áóäåìî íàçèâàòè ìàêñèìàëü-
íèì åëåìåíòîì ìíîæèíè S, ÿêùî íå iñíó¹ y ∈ S òàêîãî, ùî y ≥Λ y

∗, y ̸= y∗,
òîáòî

S ∪ (y∗ + Λ) = y∗.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç MaxΛ(S) ñóêóïíiñòü óñiõ ìàêñèìàëüíèõ åëåìåíòiâ ìíî-
æèíè S. Óâåäåìî äâà äîäàòêîâi åëåìåíòè −∞Λ i +∞Λ ó L1(ΩT ). Ïðèïóñòèìî,
ùî öi åëåìåíòè çàäîâîëüíÿþòü òàêi óìîâè:

1) −∞Λ ≤ y ≤ +∞Λ, ∀ y ∈ L1(ΩT ); 2) +∞Λ + (−∞Λ) = 0.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Y ∗ ÷àñòêîâî ðîçøèðåíèé ïðîñòið Áàíàõà: Y ∗ = L1(ΩT ) ∪
{−∞Λ}, ïðèïóñêàþ÷è, ùî

∥ −∞Λ∥L1(ΩT ) = +∞ i y + λ(−∞Λ) = −∞, ∀ y ∈ L1(ΩT ), ∀ λ ∈ R+.

Îçíà÷åííÿ 4.2. Áóäåìî êàçàòè, ùî ìíîæèíà E ¹ åôåêòèâíèì ñóïðåìóìîì
ìíîæèíè S ⊂ L1(ΩT ) âiäíîñíî ñëàáêî¨ τ -òîïîëîãi¨ ïðîñòîðó L1(ΩT ) çà êîíó-
ñîì Λ (àáî ñêîðî÷åíî (Λ, τ)-ñóïðåìóìîì), ÿêùî E ¹ ñóêóïíiñòþ óñiõ ìàêñè-
ìàëüíèõ åëåìåíòiâ ìíîæèíè clτS ó âèïàäêó, êîëè öÿ ìíîæèíà íåïîðîæíÿ, i
E äîðiâíþ¹ +∞Λ ó ïðîòèâíîìó âèïàäêó.

Íàäàëi, (Λ, τ)-ñóïðåìóì äëÿ ìíîæèíè E áóäåìî ïîçíà÷àòè ÿê Sup Λ, τS.
Òàêèì ÷èíîì, ç îãëÿäó íà ïîïåðåäí¹ îçíà÷åííÿ, ìà¹ìî:

Sup Λ, τS :=

{
MaxΛ(clτS), MaxΛ(clτS) ̸= ∅,
+∞Λ, MaxΛ(clτS) = ∅.

Íåõàé X∂ íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà áàíàõîâîãî ïðîñòîðó X òà çàäàíî äå-
ÿêå âiäîáðàæåííÿ I : X∂ → L1(ΩT ). Çàóâàæèìî, ùî âiäîáðàæåííÿ I : X∂ →
L1(ΩT ) ìîæíà ïîâ'ÿçàòè ç éîãî ðîçøèðåííÿì Î : X → Y ∗ íà âåñü ïðîñòið X,
äå

Î =

{
I(x), x ∈ X∂

−∞Λ, x ̸∈ X∂ .
(4.2)

Áóäåìî êàçàòè, ùî âiäîáðàæåííÿ I : X∂ → Y ∗ ¹ îáìåæåíèì çâåðõó, ÿêùî
iñíó¹ åëåìåíò z ∈ L1(ΩT ) òàêèé, ùî z ≥Λ I(x) äëÿ âñiõ x ∈ X∂ .

Îçíà÷åííÿ 4.3. Ïiäìíîæèíó A ∈ L1(ΩT ) áóäåìî íàçèâàòè åôåêòèâíèì ñó-
ïðåìóìîì âiäîáðàæåííÿ

I : X∂ → L1(ΩT )

âiäíîñíî ñëàáêî¨ òîïîëîãi¨ ïðîñòîðó L1(ΩT ) i ïîçíà÷àòè Sup
Λ, τ
x∈X∂

I(x), ÿêùî
A ¹ (Λ, τ)-ñóïðåìóìîì îáðàçó I(X∂) iç X∂ íà L1(ΩT ), òîáòî

Sup Λ, τ
x∈X∂

I(x) = SupΛ, τ {I(x) : ∀ x ∈ X∂} .
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Çàóâàæåííÿ 4.1. Òåïåð çðîçóìiëî, ùî ÿêùî a ∈ Sup Λ, τ
x∈X∂

I(x), òî

clτ {I(x) : ∀ x ∈ X∂} ∩ (a+ Λ) = {a}

çà óìîâè, ùî MaxΛ[clτ {I(x) : ∀ x ∈ X∂}] ̸= ∅.
Íåõàé {yk}∞k=1 ïîñëiäîâíiñòü ó ïðîñòîði L

1(ΩT ). Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Lτ {yk}
ìíîæèíó âñiõ òî÷îê çàìèêàííÿ âiäíîñíî ñëàáêî¨ òîïîëîãi¨ ïðîñòîðó L1(ΩT ),
òîáòî y ∈ Lτ {yk}, ÿêùî iñíó¹ ïiäïîñëiäîâíiñòü {yki}

∞
i=1 ⊂ {yk}∞k=1 òàêà, ùî

yki ⇀ y ó L1(ΩT ) ïðè i → ∞. ßêùî öÿ ìíîæèíà íåîáìåæåíà çâåðõó, òîáòî
Sup Λ, τLτ {yk} = +∞Λ, òî ïðèïóñêà¹ìî, ùî {+∞Λ} ∈ Lτ {yk}. Çàôiêñó¹ìî
åëåìåíò x0 ∈ X∂ . Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî âiäîáðàæåííÿ I : X∂ → L1(ΩT ) ââåäåìî
äî ðîçãëÿäó ìíîæèíè:

Lσ×τ (I, x0) :=
∪

{xk}∞k=1∈ Mσ(x0)

Lτ
{
Î(xk)

}
, (4.3)

Lσ×τ
max (I, x0) := Lσ×τ (I, x0) ∩ SupΛ, τx∈X∂

I(x), (4.4)

äåMσ(x0) � öå ìíîæèíà âñiõ ïîñëiäîâíîñòåé {xk}∞k=1 ⊂ X òàêèõ, ùî xk → x0
âiäíîñíî σ-òîïîëîãi¨ ïðîñòîðó X.

Îçíà÷åííÿ 4.4. Áóäåìî êàçàòè, øî ìíîæèíà A ⊂ L1(ΩT ) ∪ {±∞Λ} ¹
Λ-íèæíüîþ ñåêâåíöiéíîþ ãðàíèöåþ âiäîáðàæåííÿ I : X∂ → L1(ΩT ) ó òî÷öi
x0 ∈ X∂ âiäíîñíî òîïîëîãi¨ äîáóòêó σ × τ ïðîñòîðó X × L1(ΩT ) i âèêîðèñòî-
âóâàòè ïîçíà÷åííÿ A = lim supΛ, τ

x
σ→x0

I(x), ÿêùî

lim supΛ, τ
x

σ→x0
I(x) :=

{
Lσ×τ
max (I, x0) , Lσ×τ

max (I, x0) ̸= ∅,
Sup Λ, τLσ×τ (I, x0), L

σ×τ
max (I, x0) = ∅.

(4.5)

Îçíà÷åííÿ 4.5. Áóäåìî êàçàòè, ùî âiäîáðàæåííÿ f : X∂ → Y ¹ (Λ, σ × τ)-
íàïiâíåïåðåðâíèì çâåðõó ((Λ, σ × τ)-íí. çâ.) ó òî÷öi x0 ∈ X∂ , ÿêùî

f(x0) ∈ lim supΛ, τ
x

σ→x0
f̂(x).

Âiäîáðàæåííÿ f ¹ (Λ, σ× τ)-íí. çâ., ÿêùî f ¹ (Λ, σ× τ)-íí. çâ. ó êîæíié òî÷öi
ìíîæèíè X∂ .

Ïîâåðòàþ÷èñü äî çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ, ââåäåìî íàñòóïíó óìî-
âó:

(B2) Íåõàé ôóíêöiîíàë J : U× Y −→ R ó çàäà÷i (3.1) ìà¹ âèãëÿä

J(u, ρ) =

∫ T

0

∫
Ω
F (u, ρ)dxdt, (4.6)

äå âiäîáðàæåííÿ F : U × Y −→ L1(ΩT ) ¹ (Λ, σ × τ)-íí. çâ. íà U × Y ó
ñåíñi îçíà÷åííÿ 4.5. Ó ïîäàëüøîìó, ÷åðåç σ áóäåìî ïîçíà÷àòè ñèëüíó
òîïîëîãiþ íà L1(Ω)× L1(ΩT ).
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Êðiì òîãî, çàóâàæèìî, ùî òâåðäæåííÿ

|l(y)|+ l(y) = 0 ìàéæå ñêðiçü íà ΩT òà ρ ∈ Rad

¹ ïîâíiñòþ åêâiâàëåíòíèìè íà ìíîæèíi ρ ∈ C([0, T ];L1(Ω)). Ó òîé æå ÷àñ, ó
çàãàëüíîìó âèïàäêó, |l(y)|+ l(y) ≥ 0 ìàéæå ñêðiçü íà ΩT = Ω1,T × . . .×ΩN,T .
Öå îçíà÷à¹, ùî

|l(y)|+ l(y) ∈ Λ =
{
f ∈ L1(ΩT ) : f(x) ≥ 0 ìàéæå ñêðiçü íà Ω

}
.

Áåðó÷è öå äî óâàãè, ââåäåìî äî ðîçãëÿäó òàêó ñóêóïíiñòü çàäà÷ âåêòîðíî¨
îïòèìiçàöi¨:

Ðåàëiçóâàòè SupΛ,τ
(u,ρ)∈Ξ Fε(u, ρ) =

= SupΛ,τ
(u,ρ)∈Ξ

[
F (u, ρ) + ε−1 (|l(y)|+ l(y))

]
, (4.7)

äå ìíîæèíà äîïóñòèìèõ ðîçâ'ÿçêiâ Ξ îçíà÷åíà òàê: (u, ρ) ∈ Ξ òîäi i òiëüêè
òîäi, ÿêùî {

u = (u0, u1) ∈ Uad,

ρ ∈ C([0, T ];L1(Ω))× L∞(ΩT )× L∞([0, T ];BV (Ω)),
(4.8)

{
ρ = ρ(u) ¹ åíòðîïiéíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (3.2)�(3.5)

ó ñåíñi îçíà÷åííÿ (3.1) i çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (3.6)�(3.7).
(4.9)

Çàóâàæåííÿ 4.2. Î÷åâèäíî, ùî Ξ ⊂ Ξ äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0 òà Ξ ̸= ∅ çà
òåîðåìîþ 3.1. Áiëüøå òîãî, âèõîäÿ÷è ç àðãóìåíòiâ äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.2,
îòðèìó¹ìî òàêó âiäìiííó âëàñòèâiñòü ìíîæèíè Ξ: öÿ ìíîæèíà ¹ ñåêâåí-
öiéíî êîìïàêòíîþ âiäíîñíî ω-çáiæíîñòi, äå ïiä ω-çáiæíiñòþ ðîçóìi¹ìî òà-
êå: ïîñëiäîâíiñòü ïàð {(uk, ρk)}k∈N ⊂ Ξ ¹ ω-çáiæíîþ äî ïàðè

(u, ρ) ∈ [L1(Ω)× L1(ΩT )]× C([0, T ];L1(Ω)),

ÿêùî u0k → u0 â L1(Ω), u1k → u1 â L1(ΩT ) òà ρk → ρ â C([0, T ];L1(Ω)).

Îçíà÷åííÿ 4.6. Áóäåìî êàçàòè, ùî ïàðà (ueffε , ρeffε ) ∈ Ξ ¹ (Λ, τ)-åôåêòèâ-
íèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i âåêòîðíî¨ îïòèìiçàöi¨ (4.7), ÿêùî (ueffε , ρeffε ) ðåàëiçó¹
(Λ, τ)-ñóïðåìóì âiäîáðàæåííÿ Fε : Ξ → L1(ΩT ), òîáòî

Fε(u
eff
ε , ρeffε ) ∈ SupΛ,τ

(u,ρ)∈Ξ Fε(u, ρ) = SupΛ,τ
{
Fε(u, ρ) : ∀(u, ρ) ∈ Ξ

}
.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

Eff(Ξ;Fε; τ ; Λ) =
{
(ueffε , ρeffε ) ∈ Ξ : Fε(u

eff
ε , ρeffε ) ∈ SupΛ,τ

(u,ρ)∈Ξ Fε(u, ρ)
}

(4.10)
ìíîæèíó âñiõ (Λ, τ)-åôåêòèâíèõ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i (4.7).

Áåðó÷è äî óâàãè òîé ôàêò, ùî ìíîæèíà Ξ ⊂ Uad×Y ¹ ñåêâåíöiéíî ω-êîì-
ïàêòíîþ i òîìó îáìåæåíîþ, áóäåìî ïðèïóñêàòè òàêå:



ÇÀÄÀ×À ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÃÎ ÊÅÐÓÂÀÍÍß Ç ÔÀÇÎÂÈÌÈ ÎÁÌÅÆÅÍÍßÌÈ 141

(B3) Iñíó¹ ïàðà ôóíêöié φ,ψ ∈ L1(ΩT ) òàêà, ùî äëÿ âñiõ (u, ρ) ∈ Ξ, äëÿ
äîâiëüíî¨ ìíîæèíè Q ⊆ Ω ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü∫

Q
|ψ|dz ≤ ∥F (u(·, ·), y(·, ·))∥L1(Q) ≤

∫
Ω
|φ|dz. (4.11)

Òîäi ìà¹ ìiñöå òåîðåìà.

Òåîðåìà 4.1. Ïðèïóñòèìî, ùî ãiïîòåçè (B1)-(B3) âèêîíóþòüñÿ òà F :
Ξ → L1(ΩT ) ¹ (Λ, ω × τ)-íàïiâíåïåðåðâíèì çâåðõó âiäîáðàæåííÿì. Òîäi çà-
äà÷à âåêòîðíî¨ îïòèìiçàöi¨ (4.7)-(4.9) ìà¹ íåïîðîæíþ ïiäìíîæèíó (Λ, τ)-
åôåêòèâíèõ ðîçâ'ÿçêiâ äëÿ êîæíîãî ε > 0.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ ïî÷àòêó çàóâàæèìî, ùî ç ãiïîòåçè (B3) âèïëèâà¹ îáìåæåíiñòü
ïîñëiäîâíîñòi {F (uk, ρk)}k∈N â L1(ΩT ) òà ¨¨ åêâi - iíòåãðîâàíiñòü äëÿ áóäü-ÿêî¨
ïîñëiäîâíîñòi ïðîîáðàçiâ {(uk, ρk)}k∈N ⊂ Ξ. Òîìó ïîñëiäîâíiñòü {F (uk, ρk)}k∈N
¹ âiäíîñíî ñëàáêî êîìïàêòíîþ ó ïðîñòîði L1(ΩT ). Äëÿ òîãî, ùîá çàñòîñóâàòè
òåîðåìó 3.5 ç [11], ïîòðiáíî ïîêàçàòè, ùî âiäîáðàæåííÿ Fε : Ξ → L1(ΩT ) ¹
(Λ, ω × τ)-íàïiâíåïåðåðâíèì çâåðõó. Äëÿ öüîãî çàóâàæèìî, ùî âiäîáðàæåí-
íÿ l : R → R+ ¹ íåïåðåðâíèì. Òîìó äëÿ áóäü-ÿêî¨ ω-çáiæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi
(uk, ρk)

ω→ (u, ρ) â U× Y ìà¹ìî:

∥|l(ρk)|+ l(ρk)− |l(ρ)| − l(ρ)∥L1(ΩT ) ≤
≤ ∥|l(ρk)| − |l(ρ)|∥L1(ΩT ) + ∥l(ρk)− l(ρ)∥L1(ΩT )

≤ 2∥l(ρk)− l(ρ)∥L1(ΩT ) =

∫ T

0

∫
Ω
|l(ρk)− l(ρ)|dxdt

≤ ∥l(ρk)− l(ρ)∥C([0,T ];L1(Ω))T → 0 ïðè k → ∞.

Òàêèì ÷èíîì, |l|+ l : U×Y→ L1(ΩT ) ¹ íåïåðåðâíèì ÿê âiäîáðàæåííÿ ç U×Y
ç òîïîëîãi¹þ, ïîðîäæåíîþ ω-çáiæíiñòþ, ó ïðîñòið Áàíàõà L1(ΩT ), íàäiëåíèé
ñèëüíîþ òîïîëîãi¹þ. Îñêiëüêè

Fε(u, ρ) = F (u, ρ) + ε−1 (|l(ρ)|+ l(ρ)) , ∀(u, ρ) ∈ Ξ

òà F : Ξ → L1(ΩT ) ¹ (Λ, ω × τ)-íàïiâíåïåðåðâíèì çâåðõó âiäîáðàæåííÿì, òî
îòðèìó¹ìî ïîòðiáíó âëàñòèâiñòü.
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