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Ðîçãëÿíóòî ïðîáëåìó ïîáóäîâè àñèìïòîòè÷íîãî ðîçêëàäó åëåêòðè÷íîãî ïî-

ëÿ â îêîëi ìåæ. Ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i áóäó¹òüñÿ ó âèãëÿäi äîáóòêó ôóíêöié òàêèì

÷èíîì, ùîá êðàéîâi óìîâè íà ìåæi îáëàñòi áóëè çàäîâiëüíåíi. Ó âèïàäêó íóëüî-

âèõ êðàéîâèõ óìîâ îäèí çi ñïiâìíîæíèêiâ ó ðîçâ'ÿçêó îáåðòà¹òüñÿ íà íóëü íà

ìåæi i òîìó ïîáëèçó ìåæi ìîæå áóòè ïðèéíÿòèé ÿê ìàëèé ïàðàìåòð. Ðiâíÿííÿ

Ëàïëàñà ñòà¹ ñèíãóëÿíî-çáóðåíèì i öå äîçâîëÿ¹ áóäóâàòè ðîçâ'ÿçîê ó âèãëÿäi

ïðèìåæîâîãî øàðó. Ó ÿâíîìó âèãëÿäi ïîáóäîâàíi àñèìïòîòè÷íi ðîçâèíåííÿ äëÿ

îáëàñòåé, îáìåæåíèõ êîëîì.

Êëþ÷îâi ñëîâà: ñèíãóëÿðíî-çáóðåíå ðiâíÿííÿ, çàäà÷à Äiðiõëå äëÿ êîëà, àñèìïòîòè÷-

íèé ðîçêëàä ðîçâ'ÿçàííÿ, ïîòåíöiàë.

1. Âñòóï

Áóäü-ÿêå åëåêòðè÷íå ïîëå õàðàêòåðèçó¹òüñÿ îñíîâíèìè âåëè÷èíàìè : ïî-
òåíöiàëîì i íàïðóãîþ ïîëÿ. Íàïðóãà åëåêòðîñòàòè÷íîãî ïîëÿ � âåëè÷èíà
âåêòîðíà, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ ó êîæíié òî÷öi i âåëè÷èíîþ i íàïðÿìêîì. Ïîòåí-
öiàë ÿâëÿ¹ ñîáîþ âåëè÷èíó ñêàëÿðíó, çíà÷åííÿ ïîòåíöiàëó âèçíà÷à¹òüñÿ ó
êîæíié òî÷öi ïîëÿ äåÿêèì ÷èñëîì.

Â åëåêòðîñòàòèöi ÷àñòî âèíèêàþòü çàäà÷i çíàõîäæåííÿ çà âiäîìèìè çíà÷å-
ííÿìè ïîòåíöiàëó (àáî ïîâíèõ çàðÿäiâ) i ãåîìåòði¨ òië, ÿêi óòâîðþþòü ïîëå,
íåîáõiäíî çíàéòè çàêîí çìiíè íàïðóãè ïîëÿ i ïîòåíöiàëó â óñiõ òî÷êàõ ïîëÿ.
Ó ïðîñòèõ âèïàäêàõ çàäà÷i íà àíàëiòè÷íèé ðîçðàõóíîê ðîçâ'ÿçóþòü øëÿõîì
âèêîðèñòàííÿ òåîðåìè Ãàóññà â iíòåãðàëüíié ôîðìi, ó áiëüø ñêëàäíèõ âèïàä-
êàõ çàñòîñîâóþòü ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà. Òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê òàêîãî ðîäó ïðîáëåìè
âäà¹òüñÿ îòðèìàòè, ãîëîâíèì ÷èíîì, äëÿ îêðåìèõ âèïàäêiâ, êîëè ãåîìåòðiÿ
îáëàñòi äîçâîëÿ¹ ðîçïîäiëåííÿ çìiííèõ. Iíîäi äîñòàòíüî çíàòè çíà÷åííÿ åëåêò-
ðè÷íîãî ïîëÿ â äåÿêîìó îêîëi ìåæi îáëàñòi. Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ äàíî¨ çàäà÷i çà-
ñòîñó¹ìî ìåòîä ñèíãóëÿðíî-çáóðåíèõ ðiâíÿíü, ÿêèé ðàíiøå áóâ çàñòîñîâàíèé
äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i ïðî âiäíîâëåííÿ åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ ïîáëèçó ìå-
æi îáëàñòi [3]. Ó äàíié ñòàòòi äîñëiäæóþòüñÿ îñîáëèâîñòi çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó
ñèíãóëÿðíî-çáóðåíèõ ðiâíÿíü íà ïðèêëàäi çàäà÷i Äiðiõëå äëÿ êîëà i âëàñòè-
âîñòi àñèìïòîòè÷íèõ ðîçêëàäiâ ó ïðèìåæîâîìó øàði.
�����������������
c⃝ Í. Î. Ìàðóõíî, Â. Î. Îñòàïåíêî, 2013
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2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i

Íåõàé äâîâèìiðíà îáëàñòü G ìà¹ ìåæó S, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç ÷àñòèí ðiçíèõ
êðèâèõ, òîáòî S =

∪n
j=1 Sj . Â öié îáëàñòi íåîáõiäíî çíàéòè äâi÷i íåïåðåðâíî-

äèôåðåíöiéîâàíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà:

∆u = 0, (2.1)

ùî çàäîâîëüíÿ¹ êðàéîâié óìîâi:

u(x, y)|S = g(x, y). (2.2)

3. Ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i

Ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i (2.1)�(2.2) áóäó¹òüñÿ íà îñíîâi ìîæëèâîñòi ïîäàííÿ
äâi÷i íåïåðåðâíî-äèôåðåíöiéîâàíî¨ ôóíêöi¨ ó âíóòðiøíiõ òî÷êàõ îáëàñòi ó
âèãëÿäi ñóìè ïîòåíöiàëiâ [4]:

u(z0) =

∫
S
(−δ (z, z0)

∂u (z)

∂n
+ u

∂δ (z, z0)

∂n
) dS +

∫∫
G
δ(z, z0)∆u dG. (3.1)

Äëÿ çàñòîñóâàííÿ ôîðìóëè (3.1) äî ðîçâ'ÿçàííÿ ïîñòàâëåíî¨ çàäà÷i íå âè-
ñòà÷à¹ îäíîãî äîäàíêà:

∂u

∂n
|S = Θ(z) .

Íà îñíîâi óìîâ ïîñòàíîâêè çàäà÷i îá÷èñëèòè çíà÷åííÿ ïîõiäíî¨ øóêàíî¨
ôóíêöi¨ çà íàïðÿìêîì çîâíiøíüî¨ íîðìàëi íåìîæëèâî, îñêiëüêè çìiíè øóêà-
íî¨ ôóíêöi¨ óçäîâæ çîâíiøíüî¨ íîðìàëi íå çàäàíi. Òîìó ñòàâèòüñÿ äîïîìiæíà
çàäà÷à âèçíà÷èòè çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ u(x, y) â îêîëi ìåæi îáëàñòi, çà äîïîìîãîþ
àñèìïòîòè÷íîãî ïîäàííÿ çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ u(x, y).

ßêùî êîæíà j�òa ÷àñòèíà ãðàíèöi S ÿâëÿ¹ ñîáîþ êðèâó, çàäàíó ó íåÿâ-
íîìó âèãëÿäi fj(x, y) = 0, j = 1, 2, . . . , n, òî â îêîëi ÷àñòèíè òàêî¨ êðèâî¨
ðîçâ'ÿçîê øóêà¹òüñÿ ó òàêîìó âèãëÿäi:

u (x, y) = γi (αifi) v (x, y) + kj(βjfj)g (x, y) , (3.2)

äå kj , γj � äîâiëüíi ôóíêöi¨, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâàì kj (0) = 1, γj (0) =
0, αi, βj � äîâiëüíi ÷èñëà.

Ïiäñòàâëÿþ÷è ôîðìó ðîçâ'ÿçêó (3.2) ó ðiâíÿííÿ (2.1), îäåðæèìî ðiâíiñòü:

γj

(
∂2v

∂x2
+
∂2v

∂y2

)
+ 2

(
∂γj
∂x

∂v

∂x
+
∂γj
∂y

∂v

∂y

)
+

(
∂2γj
∂x2

+
∂2γj
∂y2

)
v+

(
∂2kj
∂x2

+
∂2kj
∂y2

)
g + kj

(
∂2g

∂x2
+
∂2g

∂y2

)
+ 2

(
∂kj
∂x

∂g

∂x
+
∂kj
∂y

∂g

∂y

)
= 0. (3.3)
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Ó áåçïîñåðåäíié áëèçüêîñòi äî ÷àñòèíè ãðàíèöi Sj ôóíêöiÿ γj ìîæå áóòè
ñêiëüêè çàâãîäíî áëèçüêîþ äî íóëÿ, òîìó â òàêîìó îêîëi ¨¨ ìîæíà ðîçãëÿ-
äàòè ÿê ìàëèé ïàðàìåòð. Ó öüîìó âèïàäêó ðiâíÿííÿ (3.3) ñòà¹ ñèíãóëÿðíî-
çáóðåíèì. Öå äîçâîëÿ¹, ïîêëàâøè γj = ϵ, ïîäàòè ðiâíÿííÿ (3.3) ó âèãëÿäi:

2

(
∂γj
∂x

∂v

∂x
+
∂γj
∂y

∂v

∂y

)
+

(
∂2γj
∂x2

+
∂2γj
∂y2

)
v +

(
∂2kj
∂x2

+
∂2kj
∂y2

)
g+

kj

(
∂2g

∂x2
+
∂2g

∂y2

)
+ 2

(
∂kj
∂x

∂g

∂x
+
∂kj
∂y

∂g

∂y

)
= −ϵ

(
∂2v

∂x2
+
∂2v

∂y2

)
. (3.4)

Ó ïðèìåæîâîìó øàði áóäó¹òüñÿ àñèìïòîòè÷íèé ðîçêëàä ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿí-
íÿ (3.4):

v (x, y) =

∞∑
i=0

ϵivi (x, y) . (3.5)

Ïiäñòàíîâêà ôîðìè ðîçâ'ÿçêó (3.5) ó ðiâíÿííÿ (3.4) i ïðèðiâíþâàííÿ êîåôi-
öi¹íòiâ ïðè âiäïîâiäíèõ ñòåïåíÿõ ϵ ïðèâîäèòü äî ñèñòåìè äèôåðåíöiéíèõ ðiâ-
íÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè:

2

(
∂γj
∂x

∂v0
∂x

+
∂γj
∂y

∂v0
∂y

)
+

(
∂2γj
∂x2

+
∂2γj
∂y2

)
v0 +

(
∂2kj
∂x2

+
∂2kj
∂y2

)
g+

kj

(
∂2g

∂x2
+
∂2g

∂y2

)
+ 2

(
∂kj
∂x

∂g

∂x
+
∂kj
∂y

∂g

∂y

)
= 0; (3.6)

2

(
∂γj
∂x

∂vi
∂x

+
∂γj
∂y

∂vi
∂y

)
+

(
∂2γj
∂x2

+
∂2γj
∂y2

)
vi = −

(
∂2vi−1

∂x2
+
∂2vi−1

∂y2

)
. (3.7)

Ðiâíÿííÿ (3.6) ¹ ïîðîäæóâàëüíèì. Äëÿ çíàõîäæåííÿ ôóíêöi¨ v0 íåîáõiäíî
âèáðàòè ôóíêöiþ γj , ùî çàäîâîëüíÿ¹ ïåðåðàõîâàíèì âèùå óìîâàì. Ó çàäà÷àõ
åëåêòðîìàãíåòèçìó êðàùå çà âñiõ ïiäõîäèòü ôóíêöiÿ sinx. ßê ôóíêöiþ kj
ìîæíà âèáðàòè cosx, âîíà òàêîæ çàäîâîëüíÿ¹ âèùåçàçíà÷åíèì óìîâàì.

Ðiâíÿííÿ (3.6 )ïåðåòâîðåííÿì:

∂v0
∂x

= −
∂w0
∂x
∂w0
∂v0

;
∂v0
∂y

= −
∂w0
∂y

∂w0
∂v0

, (3.8)

äå w0 (v0 (x, y) , x, y) = const � ïåðøèé iíòåãðàë ðiâíÿííÿ(3.6), ïðèâîäèòüñÿ
äî ðiâíÿííÿ:

2

(
∂γj
∂x

∂w0

∂x
+
∂γj
∂y

∂w0

∂y

)
−
(
∂2γj
∂x2

+
∂2γj
∂y2

)
v0 +

(
∂2kj
∂x2

+
∂2kj
∂y2

)
g+

kj

(
∂2g

∂x2
+
∂2g

∂y2

)
+ 2

(
∂kj
∂x

∂g

∂x
+
∂kj
∂y

∂g

∂y

)
∂w0

∂v0
= 0, (3.9)
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ÿêîìó âiäïîâiäà¹ ñèñòåìà çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

dx

2
∂γj
∂x

=
dy

2
∂γj
∂y

=

=
−dv0(

∂2γj
∂x2 +

∂2γj
∂y2

)
v0 +

(
∂2kj
∂x2 +

∂2kj
∂y2

)
g + kj

(
∂2g
∂x2 + ∂2g

∂y2

)
+ 2

(
∂kj
∂x

∂g
∂x +

∂kj
∂y

∂g
∂y

) .
(3.10)

Ëiâà ïàðà ðiâíÿííÿ (3.10) ìà¹ ïåðøèé iíòåãðàë:

Ψ(x) = C. (3.11)

ßêùî (3.11) ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè âiäíîñíî y (àáî x), òî îäåðæèìî:

y = f (x, y) , (3.12)

ïàðà êðàéíiõ ðiâíÿíü (3.10) ïðèâîäèòüñÿ äî ëiíiéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿ-
ííÿ:

dv0
dx

+

(
∂2γj
∂x2 +

∂2γj
∂y2

)
v0

2
∂γj
∂x

=

= −

(
∂2kj
∂x2 +

∂2kj
∂y2

)
g + kj

(
∂2g
∂x2 + ∂2g

∂y2

)
+ 2

(
∂kj
∂x

∂g
∂x +

∂kj
∂y

∂g
∂y

)
2
∂γj
∂x

. (3.13)

Íåõàé âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü (3.12). Ðiâíÿííÿ (3.13) � ëiíiéíå íåîäíîðiäíå,
òîìó éîãî çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ç âèêîðèñòàííÿì ðiâíîñòi (3.12) ìà¹ âèãëÿä:

v0 (x, y) = exp

−
∫ ∂2γj

∂x2 +
∂2γj
∂y2

2
∂γj
∂x

dx

 [C0−

−
∫ (

∂2kj
∂x2 +

∂2kj
∂y2

)
g + kj

(
∂2g
∂x2 + ∂2g

∂y2

)
+ 2

(
∂kj
∂x

∂g
∂x +

∂kj
∂y

∂g
∂y

)
2
∂γj
∂x

exp

∫ ∂2γj
∂x2 +

∂2γj
∂y2

2
∂γj
∂x

dx

 dx

 . (3.14)

Ðiâíÿííÿ (3.7) ïåðåòâîðåííÿì:

∂vi
∂x

= −
∂wi
∂x
∂wi
∂vi

;
∂vi
∂y

= −
∂wi
∂y

∂wi
∂vi

, (3.15)

äå wi (vi (x, y) , x, y) = const � ïåðøèé iíòåãðàë ðiâíÿííÿ(3.7), ïðèâîäèòüñÿ
äî ðiâíÿííÿ:
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2

(
∂γj
∂x

∂wi

∂x
+
∂γj
∂y

∂wi

∂y

)
−
[(

∂2γj
∂x2

+
∂2γj
∂y2

)
vi +

∂2vi−1

∂x2
+
∂2vi−1

∂y2

]
∂wi

∂vi
, (3.16)

ÿêîìó âiäïîâiäà¹ ñèñòåìà çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü:

dx

2
∂γj
∂x

=
dy

2
∂γj
∂y

=
−dvi(

∂2γj
∂x2 +

∂2γj
∂y2

)
vi +

∂2vi−1

∂x2 + ∂2vi−1

∂y2

. (3.17)

Ëiâà ïàðà ðiâíÿííÿ (3.17) ìà¹ ïåðøèé iíòåãðàë:

Φ(x, y) = C. (3.18)

ßêùî (3.18) ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè âiäíîñíî y(àáî x), òî îäåðæèìî:

y = f (x) . (3.19)

Ïàðà êðàéíiõ ðiâíÿíü (3.17) ïðèâîäèòüñÿ äî ëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ
ðiâíÿíü:

dvi
dx

+

(
∂2γj
∂x2 +

∂2γj
∂y2

)
vi

2
∂γj
∂x

= −
∂2vi−1

∂x2 + ∂2vi−1

∂y2

∂γj
∂x

, i = 1, 2, .... (3.20)

Íåõàé âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü (3.19), àíàëîãi÷íî äî ðiâíÿííÿ (3.10) ðîçâ'ÿ-
çó¹ìî ðiâíÿííÿ (3.20). Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê êîæíîãî ç ðiâíÿíü (3.20) ïðè âè-
êîðèñòàííi ðiâíîñòi(3.18) ìà¹ âèãëÿä:

vi (x, y) = exp

−
∫ ∂2γj

∂x2 +
∂2γj
∂y2

2
∂γj
∂x

dx

 [Ci−

−
∫ ∂2vi−1

∂x2 + ∂2vi−1

∂y2

∂γj
∂x

exp

∫ ∂2γj
∂x2 +

∂2γj
∂y2

2
∂γj
∂x

dx

 dx

 . (3.21)

Ïiäñòàâèâøè âèðàçè äëÿ vi (x, y) â (3.5), ìè îäåðæèìî àñèìïòîòè÷íèé ðîç-
êëàä ôóíêöi¨ v (x, y).

4. Çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó äëÿ îáëàñòi, îáìåæåííî¨ êîëîì

Ó õîäi ïðàêòè÷íîãî çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó ñèíãóëÿðíî-çáóðåíèõ ðiâíÿíü ó
äåêàðòîâèõ êîîðäèíàòàõ äëÿ îáëàñòi, îáìåæåííî¨ êîëîì, áóëî çíàéäåíî âèðàç
äëÿ ôóíêöi¨ v0, âií äóæå ãðîìiçäêèé, ìiñòèòü ãiïåðãåîìåòðè÷íi ôóíêöi¨ òà
åëiïòè÷íèé iíòåãðàë äðóãîãî ðîäó, i ó ïîäàëüøîìó öi ôóíêöi¨ íåîáõiäíî áóäå
ùå é iíòåãðóâàòè i äèôåðåíöiþâàòè, òîìó äîöiëüíî áóäå ïåðåéòè äî ïîëÿðíî¨
ñèñòåìè êîîðäèíàò, ùî çíà÷íî ïîëåãøèòü ðîáîòó i íàäàñòü áiëüø êîìôîðòíèé
äëÿ çàñòîñóâàííÿ âèðàç øóêàíî¨ ôóíêöi¨ u (z).
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Çàïèøåìî ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà (2.1) ó ïîëÿðíié ñèñòåìi êîîðäèíàò.

∆u =
1

ρ

∂u

∂ρ
+
∂2u

∂2ρ
+

1

ρ2
∂2u

∂φ2
= 0, (4.1)

à ôóíêöi¨ k, γ, f íàáóâàþòü âèãëÿäó:

γ = sin (R− ρ) , k = cos (R− ρ) , f = R− ρ. (4.2)

Îñêiëüêè ôóíêöiþ øóêà¹ìî ó âèãëÿäi:

u (z) = γ (f) v (z) + k (f) g (z) , (4.3)

òî, äèôåðåíöiþþ÷è ¨¨, îäåðæèìî:

∂u

∂ρ
= − cos (R− ρ) v (ρ, φ) + sin (R− ρ)

∂v

∂ρ
+ sin (R− ρ) g (R,φ) ,

∂2u

∂ρ2
= − sin (R− ρ) v (ρ, φ)− 2 cos (R− ρ)

∂v

∂ρ
− cos (R− ρ) g (R,φ)+

+ sin (R− ρ)
∂2v

∂ρ2
,

∂2u

∂φ2
= sin (R− ρ)

∂2v

∂φ2
+ cos (R− ρ)

∂2g

∂φ2
.

Ïðè ðîçðàõóíêó ïîõiäíèõ âðàõîâàíî, ùî íà ìåæi ôóíêöiÿ g (z)âiä R íå
çàëåæèòü, òîáòî g (z) = g (φ) . Ïiäñòàâèâøè öi ïîõiäíi ó ðiâíÿííÿ (4.1), îäåð-
æèìî:

cos (R− ρ)

[
−v
ρ
− 2

∂v

∂ρ
− g (R,φ) +

1

ρ2
∂2g

∂φ2

]
=

− sin (R− ρ)

[
1

ρ

∂v

∂ρ
− v +

g (R,φ)

ρ
+
∂2v

∂ρ2
+

1

ρ2
∂2v

∂ρ2

]
àáî

v

ρ
+ 2

∂v

∂ρ
+ g (R,φ)− 1

ρ2
∂2g

∂φ2
=

tan (R− ρ)

[
1

ρ

∂v

∂ρ
− v +

g (R,φ)

ρ
+
∂2v

∂ρ2
+

1

ρ2
∂2v

∂ρ2

]
. (4.4)

Ó áåçïîñåðåäíié áëèçüêîñòi äî ìåæi tan(R−ρ) ìîæå áóòè ñêiëüêè çàâãîäíî
ìàëèì, òîìó â òàêîìó îêîëi éîãî ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ìàëèé ïàðàìåòð.

Ó öüîìó âèïàäêó ðiâíÿííÿ (4.1) ñòà¹ ñèíãóëÿðíî-çáóðåíèì, öå ìîæëèâî,
ïîçíà÷èâøè:

tan (R− ρ) = ϵ. (4.5)

Îäåðæèìî íàñòóïíå ðiâíÿííÿ:

v

ρ
+ 2

∂v

∂ρ
+ g (R,φ)− 1

ρ2
∂2g

∂φ2
=
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= ϵ

[
1

ρ

∂v

∂ρ
− v +

g (R,φ)

ρ
+
∂2v

∂ρ2
+

1

ρ2
∂2v

∂ρ2

]
. (4.6)

Ó ïðèìåæîâîìó øàði áóäó¹òüñÿ àñèìïòîòè÷íèé ðîçêëàä ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿí-
íÿ:

v (z) =

∞∑
i=0

ϵivi (z) . (4.7)

Ïiäñòàíîâêà ôîðìè ðîçâ'ÿçêó (4.7) ó ðiâíÿííÿ (4.6) i ïðèðiâíþâàííÿ ó
ïðàâié òà ëiâié ÷àñòèíàõ îäåðæàíîãî ðiâíÿííÿ êîåôiöi¹íòiâ ïðè îäíàêîâèõ
ñòåïåíÿõ ϵ ïðèâîäèòü äî ñèñòåìè äèôåðåíöiéíèõ ðiâíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó ç
÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè:

ϵ0 :
v0
ρ

+ 2
∂v0
∂ρ

= −g(R,φ) + 1

ρ2
∂2g

∂φ2
;

ϵ1 :
v1
ρ

+ 2
∂v1
∂ρ

=
∂2v0
∂ρ2

+
1

ρ

∂v0
∂ρ

− v0 +
g (R,φ)

ρ
+

1

ρ2
∂2v0
∂φ2

;

ϵ2 :
v2
ρ

+ 2
∂v2
∂ρ

=
∂2v1
∂ρ2

+
1

ρ

∂v1
∂ρ

− v1 +
1

ρ2
∂2v1
∂φ2

. (4.8)

Ïðîäîâæóþ÷è àíàëîãi÷íî äî ïîïåðåäíiõ âèðàçiâ, îäåðæèìî çàãàëüíó ôîð-
ìóëó äëÿ i = 2, 3, ...:

ϵi :
vi
ρ
+ 2

∂vi
∂ρ

=
∂2vi−1

∂ρ2
+

1

ρ

∂vi−1

∂ρ
− vi−1 +

1

ρ2
∂2vi−1

∂φ2
. (4.9)

Ðîçâ'ÿçóþ÷è ïåðøå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè àíàëîãi÷íî ôîðìóëi äëÿ äåêàðòîâèõ
ïðÿìîêóòíèõ êîîðäèíàò, çàïèøåìî âèðàç äëÿ vi ó ïîëÿðíié ñèñòåìi:

v0 (z) = exp

(
−
∫
dρ

2ρ

)[
C0 (φ) +

∫ ([
−g (R,φ) + 1

ρ2
+
∂2g

φ2

]
exp

(∫
dρ

2ρ

))
dρ

]
;

v1 (z) = exp

(
−
∫
dρ

2ρ

)[
C1 (φ) +

∫ [[
∂2v0
∂ρ2

+
1

ρ

∂v0
∂ρ

− v0 +
g (R,φ)

ρ
+

1

ρ2
∂2v0
∂φ2

]
exp

(∫
dρ

2ρ

)]
dρ

]
;

vi (z) = exp

(
−
∫
dρ

2ρ

)[
Ci (φ) +

∫ [[
∂2vi−1

∂ρ2
+

1

ρ

∂vi−1

∂ρ
− vi−1 +

1

ρ2
∂2vi−1

∂φ2

]
exp

(∫
dρ

2ρ

)]
dρ

]
. (4.10)

Âðàõîâóþ÷è, ùî

exp

(∫
dρ

2ρ

)
= exp

(
1

2
lnρ

)
=

√
ρ,
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îäåðæèìî ç (4.10):

v0 (z) =
1
√
ρ

[
C0 (φ) +

∫ ([
−g (R,φ) + 1

ρ2
+
∂2g

φ2

]
√
ρ

)
dρ

]
,

v1 (z) =
1
√
ρ

[
C1 (φ) +

∫ ([
∂2v0
∂ρ2

+
1

ρ

∂v0
∂ρ

− v0 +
g (R,φ)

ρ
+

1

ρ2
∂2v0
∂φ2

]
√
ρ

)
dρ

]
,

vi (z) =
1
√
ρ

[
Ci (φ) +

∫ [[
∂2vi−1

∂ρ2
+

1

ρ

∂vi−1

∂ρ
− vi−1 +

1

ρ2
∂2vi−1

∂φ2

]
√
ρ

]
dρ

]
.

(4.11)

Âðàõîâóþ÷è, ùî: ∫
√
ρ dρ =

2

3
ρ

3
2 ,

∫
ρ

−3
2 dρ =

−2
√
ρ
,

oäåðæèìî ç (4.11):

v0 (z) =
C0 (φ)√

ρ
− g (R,φ)

3
+

1

ρ2
∂2g

∂φ2
(4.12)

Iç (4.12) âèïëèâà¹, ùî:

∂v0 (z)

∂ρ
= −C0 (φ)

2
ρ

−3
2 − g (R,φ)

3
+

1

ρ2
∂2g

∂φ2
(4.13)

Òîìó ç (4.13) i âèðàçiâ äëÿ ïîõiäíèõ îäåðæèìî:

∂u0 (z)

∂ρ
= − cos (R− ρ)

[
C0 (φ)√

ρ
− g (R,φ)

3
+

1

ρ2
∂2g

∂φ2

]
+

+sin (R− ρ)

[
−C0 (φ)

2
ρ

−3
2 − g (R,φ)

3
+

1

ρ2
∂2g

∂φ2

]
+ sin (R− ρ) g (R,φ) . (4.14)

Iç (4.14) âèïëèâà¹, ùî:

∂u0 (z)

∂ρ
|S = −

[
C0 (φ)√

ρ
− g (R,φ)

3
+

1

ρ2
∂2g

∂φ2

]
.

Íà ïëîùèíi ôóíêöiÿ îäèíè÷íîãî äæåðåëà âèçíà÷à¹òüñÿ òàêèì ÷èíîì:

δ (z, z0) =
1

2π
ln
√
ρ2 + r20 − 2r0ρ cos (β),

β � êóò ìiæ íàïðÿìêàìè r0 i ρ. Òîìó

∂δ (z, z0)

∂ρ
|S =

1

2π

R− r0 cos (β)

R2 + ρ20 − 2ρr0 cos (β)
.



170 Í. Î. ÌÀÐÓÕÍÎ, Â. Î. ÎÑÒÀÏÅÍÊÎ

Îòæå, âiäïîâiäíî äî ôîðìóëè (3.1) îäåðæèìî íóëüîâå íàáëèæåííÿ ðîç-
â'ÿçêó çàäà÷i:

u (p0) =

∫ 2π

0

R

2π
ln
√
R2 + r20 − 2Rr0 cos(β)

[
C0(φ)√

R
− g(R,φ)

3
R− 1

R

∂2g

∂φ2

]
dφ+

+

∫ 2π

0

g(R,φ)

2π
∗ R (R− r0 cos(β))

R2 + r20 − 2Rr0 cos(β)
dφ. (4.15)

Ïðè îá÷èñëåííi iíòåãðàëiâ òèïó (4.15) íåîáõiäíî âðàõîâóâàòè, ùî êóò β ÿê
ôóíêöiÿ âiä êóòà φ çàëåæèòü âiä êîîðäèíàò òî÷êè z0 : (x0, y0), à ñàìå β =
φ− α, äå

α =



arctg y0−b
x0−a , x0 − a ≥ 0, y0 − b ≥ 0,

π − arctg y0−b
−(x0−a) =

π
2 + arctg−(x0−a)

y0−b , x0 − a ≤ 0, y0 − b ≥ 0,

π + arctg y0−b
x0−a = 3π

2 − arctg x0−a
y0−b , x0 − a ≤ 0, y0 − b ≤ 0,

2π − arctg−(y0−b)
x0−a = 3π

2 + arctg x0−a
−(y0−b) , x0 − a ≥ 0, y0 − b ≤ 0.

Òóò (a, b) � êîîðäèíàòè öåíòðà êîëà.
Ôóíêöi¨ Ci(φ) âèçíà÷àþòüñÿ iç âëàñòèâîñòi ãàðìîíi÷íî¨ ôóíêöi¨ u(z) :∫

S

∂u(z)

∂n
dS = 0. (4.16)

Âðàõîâóþ÷è ïîäàííÿ ôóíêöi¨ u(z) (4.3) i àñèìïòîòè÷íèé ðîçêëàä v(z)
(4.7), ôóíêöiþ u(z) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi àñèìïòîòè÷íîãî ðîçêëàäó

u(z) = u0(z) + u1(z)ϵ+ u2ϵ
2 + ..., (4.17)

äå
u0(z) = γ(f)v0 + k(f)g(z); ui = γ(f)vi(z), i = 0, 1, ... (4.18)

Iç ïiäñòàíîâêè ôóíêöi¨ (4.3) ó (4.4) âèïëèâà¹:∫
S

∂ui(z)

∂n
dS = 0, i = 0, 1, ... (4.19)

Ðiâíîñòi (4.19) ñëóãóþòü óìîâàìè äëÿ çíàõîäæåííÿ ôóíêöié Ci(φ) .
Çàïèøåìî âèðàç äëÿ C0(φ) âiäïîâiäíî äî ôîðìóëè (4.19).
Ïiäñòàâèìî âèðàç äëÿ ïîõiäíî¨, îäåðæèìî íàñòóïíå iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ

äëÿ çíàõîäæåííÿ C0(φ):∫ 2π

0

[
−
√
RC0(φ) +

Rg(R,φ)

3
R+

∂2g

∂φ2

]
dφ = 0. (4.20)
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Àíàëîãi÷íî çàïèñóþòüñÿ iíòåãðàëüíi ðiâíÿííÿ äëÿ çíàõîäæåííÿ Ci(φ).

5. Çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó äëÿ ÷èñåëüíèõ ïðèêëàäiâ

Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíó êðàéîâó çàäà÷ó. Ó êîëi ðàäióñà R iç öåíòðîì ó ïî÷àò-
êó êîîðäèíàò íåîáõiäíî çíàéòè äâi÷i íåïåðåðâíî-äèôåðåíöiéîâàíèé ðîçâ'ÿçîê
ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà:

∆u(x, y) = 0 (5.1)

ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi

u(x, y)|S = R(cos(φ) + sin(φ)). (5.2)

Çàñòîñó¹ìî ôîðìóëó äëÿ ïåðøîãî íàáëèæåííÿ (4.15) äëÿ êîíêðåòíèõ òî-
÷îê p0 i ïîðiâíÿ¹ìî ç òî÷íèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i Äiðiõëå äëÿ êîëà:

u(z0) =
1

2π

∫ 2π

0
Φ(Reiφ) dφ =

R2 + r20
R2 + r20 − 2Rr0 cos(φ− φ0)

dφ,

äå r0 = |z0| , φ0 = argz0.
Âiäïîâiäíå çíà÷åííÿ äëÿ C0(φ) çíàéäåìî ç iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ (4.20),

âðàõîâóþ÷è çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ g(R,φ):∫ 2π

0

[
−
√
RC0(φ) +

R2(cos(φ) + sin(φ))

3
R+

R∂2(cos(φ) + sin(φ))

∂2φ

]
dφ = 0.

(5.3)
Ðiâíÿííÿ (5.3) ìà¹ áåçëi÷ ðîçâ'ÿçêiâ. Ç îäíîãî áîêó, öå äà¹ íàì ìîæëèâiñòü

ïiäiáðàòè âèðàç äëÿ C0(φ) òàêèì ÷èíîì, ùîá çíà÷åííÿ ïåðøîãî íàáëèæåííÿ
ÿêíàéêðàùå íàáëèæóâàëîñü äî òî÷íîãî çíà÷åííÿ ôóíêöié ó âèáðàíié òî÷öi.

Ç iíøîãî áîêó, öå íå ¹ äîáðå, îñêiëüêè âñÿ òî÷íiñòü äàíîãî ìåòîäó çàëåæà-
òèìå ñàìå âiä âèáîðó Ci(φ).

Äëÿ íàøî¨ çàäà÷i ïåðøå íàáëèæåííÿ çàïèøåòüñÿ çà òàêîþ ôîðìóëîþ:

u(p0) =

∫ 2π

0

ln(R2 + r20 − 2Rr0 cosβ)

2π

[
C0√
R

+

(
−R

2

3
+ 1

)
(cosφ+ sinφ)

]
dφ+

+

∫ 2π

0

(cos(φ) + sin(φ))

2π

(
R2 − 2Rr0 cos(β)

)
R2 + r20 − 2Rr0 cos(β)

dφ. (5.4)

Ðîçâ'ÿçóþ÷è ïåðøèé iíòåãðàë âèðàçó (5.4) ïî ÷àñòèíàõ, îäåðæèìî òàêèé
âèðàç:∫ 2π

0

1

2π

(
−R

2

3
+ 1

)
ln(R2 + r20 − 2Rr0 cos(φ))(cos(φ) + sin(φ)) dφ =

= −
∫ 2π

0

1

2π

(
−R

2

3
+ 1

)
2Rr0 sin

2(φ)

R2 + r20 − 2Rr0 cos(β)
dφ+
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+

∫ 2π

0

1

2π

(
−R

2

3
+ 1

)
2Rr0 sin(φ) cos(φ)

R2 + r20 − 2Rr0 cos(β)
dφ. (5.5)

Ïiä ÷àñ ïiäðàõóíêiâ çíà÷åíü ïåðøîãî íàáëèæåííÿ áóëî ïîìi÷åíî, ùî äðó-
ãèé iíòåãðàë âèðàçó (5.4) äîðiâíþ¹ ïîëîâèíi çíà÷åííÿ òî÷íîãî ðîçâ'ÿçêó, òîá-
òî ïåðøèé iíòåãðàë òàêîæ ïîâèíåí äîðiâíþâàòè ïîëîâèíi òî÷íîãî çíà÷åííÿ
ðîçâ'ÿçêó. Çàëó÷àþ÷è äàíèé âèñíîâîê çà C0(φ), âèáåðåìî cos(φ), îñêiëüêè
ñàìå òàêèé âèðàç äëÿ êîíñòàíòè íàéêðàùå íàáëèæó¹ çíà÷åííÿ ïåðøîãî ií-
òåãðàëà äî ïîëîâèíè òî÷íîãî çíà÷åííÿ ðîçâ'ÿçêó. Äëÿ ïiäòâåðäæåííÿ äîöiëü-
íîñòi çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó ñèíãóëÿðíî-çáóðåíèõ äèôåðåíöiéíèõ ðiâíÿíü äëÿ
ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Äiðiõëå äëÿ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà äëÿ êîëà ðîçãëÿíåìî íàñòóïíi
÷èñåëüíi ïðèêëàäè.

Ðîçðàõóíêè ïðîâîäèìî çà äîïîìîãîþ ïðîãðàìè MATLAB.

1. Âèõiäíi äàíi: R = 2, r = 1.1000, T = 0.

Àñèìïòîòè÷íèé ðîçâ'ÿçîê ó òî÷öi p0: u0 = 1.1222.

Òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê ó òî÷öi p0: u0 = 1.1000.

Àáñîëþòíà ïîõèáêà: c = 0.0222. Âiäíîñíà ïîõèáêà: c = 0.02018.

2. Âèõiäíi äàíi: R = 2, r = 1.1000, T = 1.5708.

Àñèìïòîòè÷íèé ðîçâ'ÿçîê ó òî÷öi p0: u0 = 0.7333.

Òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê ó òî÷öi p0: u0 = 1.1000.

Àáñîëþòíà ïîõèáêà: c = 0.3667. Âiäíîñíà ïîõèáêà c = 0.33.

3. Âèõiäíi äàíi: R = 2, r = 1.4000, T = π.

Àñèìïòîòè÷íèé ðîçâ'ÿçîê ó òî÷öi p0: u0 = −1.4283.

Òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê ó òî÷öi p0: u0 = −1.4000.

Àáñîëþòíà ïîõèáêà: c = 0.0283. Âiäíîñíà ïîõèáêà: c = 0.0202.

4. Âèõiäíi äàíi: R = 2, r = 1.6000, T = 13.3518.

Àñèìïòîòè÷íèé ðîçâ'ÿçîê ó òî÷öi p0: u0 = 1.9085.

Òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê ó òî÷öi p0: u0 == 2.2627.

Àáñîëþòíà ïîõèáêà: c = 0.3542. Âiäíîñíà ïîõèáêà: c = 0.1565.

Îäåðæàíi ðåçóëüòàòè ïîêàçóþòü, ùî ïåðøå íàáëèæåííÿ øóêàíî¨ ôóíê-
öi¨ äóæå áëèçüêå äî òî÷íîãî ðîçâ'ÿçêó êðàéîâî¨ çàäà÷i. Òî÷íîãî çáiãó ìîæíà
äîñÿãòè çà ðàõóíîê ìàëîãî ïàðàìåòðà ϵ òà íàñòóïíèõ íàáëèæåíü øóêàíî¨
ôóíêöi¨.

6. Âèñíîâêè

Ìåòîä ñèíãóëÿðíî-çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü äîçâîëÿ¹ áóäóâà-
òè àñèìïòîòè÷íi ðîçêëàäè ðîçâ'ÿçêiâ êðàéîâèõ çàäà÷ ó ïðèìåæîâîìó øàði çi
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ñêiëüêè çàâãîäíî âåëèêîþ àñèìïòîòè÷íîþ òî÷íiñòþ. Äóæå âàæëèâîþ îñîáëè-
âiñòþ öüîãî ìåòîäó ¹ çäàòíiñòü ðîáèòè ïàðàìåòð ϵ ñêiëüêè çàâãîäíî ìàëèì.
Öå äîñÿãà¹òüñÿ âèáîðîì ñêiëüêè çàâãîäíî òîíêîãî ïðèìåæîâîãî øàðó. Òàêà
ôîðìà ðîçâ'ÿçêó çàäîâîëüíÿ¹ êðàéîâié óìîâi, çàäà÷à çâîäèòüñÿ äî îòðèìàí-
íÿ íåòðèâiàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà. Ó äàíié ñòàòòi áóâ ðîçðîáëå-
íèé àëãîðèòì çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó ñèíãóëÿðíî- çáóðåíèõ ðiâíÿíü äëÿ çàäà÷i
Äiðiõëå ó êîëi, à òàêîæ íà ÷èñåëüíèõ ïðèêëàäàõ áóëî äîâåäåíî äîöiëüíiñòü
éîãî çàñòîñóâàííÿ. Çàãàëîì äàíèé ìåòîä ìîæå áóòè çàñòîñîâàíèé äëÿ îáëà-
ñòåé, îáìåæåíèõ êðèâèìè äðóãîãî ïîðÿäêó, ÿêùî âîíè ¹ ëiïøèöåâèìè.
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